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1 Demostra la férmula (I1.2) a partir de la férmula:

cos (0L + B) = cos o cos B — sin 0. sin 3

cos (0t —B) = cos (0t + (=) = cos o cos () — sin o sin (-B) =

= cos O cos 3 — sin O (=sin PB) = cos oL cos B + sin o sin B

tgo+zg B

2 Demostra (I.3) a partir de zg (00 + P) = W

_ o+ (P) O go+lgP)  go-xP
g =P =rglas (P - l-gorg(P) 1-tgo(-gP) l+rgorg P

sin (—0) = —sin o,
cos (—O) = cos O — o) =—rgo

(*) Com que

3 Demostra la férmula (I1.3) a partir de les segiients:
sin (0. — PB) = sin oL cos B — cos o sin
cos (0. — ) = cos 0. cos B + sin oL sin B

sinOcos B cos L sin B
sin(0L—B) _ sin OLcos B —cos ot sin B ) cos QLcos B cos O cos P goa-gfP
cos(0t—P)  cosOcos B+sinasinB  cosOcos B sincsinB l+tgotg B
cos O cos B * cos Ol cos [

g (0 —P) =

(*) Dividim numerador i denominador per cos o cos P.

4 Si sin 12°=0,2 i sin 37° = 0,6, troba cos 12°, zg 12°, cos 37° i tg 37°. Calcula, a partir
d'aquestes, les raons trigonometriques de 49° i de 25°, utilitzant les férmules (I) i (II).

e sinl12°=0,2
cos 12° = Y1—5in*12°=y1-0,04=0,98
o 0,2
g 12° = 0,98_0,2
e 5in37°=0,6
cos 37° = 1—sin*37°=4y1-0,36=0,8
0,6
0: 2 =0’
tg 37 08 75

® 49° = 12° + 37°, aleshores:
sin 49° = sin (12° + 37°) = sin 12° cos 37° + cos 12° sin 37°=0,2 - 0,8 + 0,98 - 0,6 = 0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sin 12° sin 37° = 0,98 - 0,8 — 0,2 - 0,6 = 0,664

o _ o o) _ tg12°+tg37° _ 0)2+0)75 _
g4 =12+ 37) = 3 e 377 " 1-0,2.0,75 12

. ; o_ sin49°
(Podrla calcular-se zg 49° = 05 407 >



Matematiques

Unitat 5. Férmules i funcions trigonométriques Tr Batxillerat
BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

e 25°=37°_12° aleshores:
sin 25° = sin (37° — 12°) = sin 37° cos 12° — cos 37° sin 12° = 0,6 - 0,98 — 0,8 - 0,2 = 0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sin 37° sin 12° = 0,8 - 0,98 + 0,6 - 0,2 = 0,904

o _ o oy _ tg37o_tg12° _ 0,75_0,2 _
825" =g O7 =12 = 1 371 " 1407502 08

S Demostra aquesta igualtat:

cos(a+b)+cos(a—b) 1
sin(a+b)+sin(a—-b) tga

cos(a+b)+cos(a—b) _ cosacosb—sinasinb+cosacosh+sinasinb _
sin(a+b)+sin(a—b) sinacosb+cos asinb+sinacosb—cos asinb

_2cosacosbh _cosa __1
2sinacosb  sina  tga

6 Demostra les formules (III.1) i (II1.3) fent o = 3 en les férmules (I).

sin 200 = sin (0L + OL) = sin O cos O. + cos O sin O = 2 sin O, cos O
go+tga 2o
l-rgotg o 1_tg2a

tg 200 =tg (0L + Q) =

7 Troba les raons trigonomeétriques de 60° usant les de 30°.

sin 60° = sin (2 - 30°) = 2 sin 30° cos 30° = 2. L £=£
2 2 2

BY (1F 3 1 2 1

o _ . °) _ 2 o_ 2 o_ [N (Ly_-_o5_1_2_1

cos 60° = cos (2 - 30°) = cos= 30° — sin= 30 <2> <2> i T2

230" 2.3/3 _2.3/3 2313 g
1-1230° 1-(/3/3)2 1-319  2/3

tg 60° = 1g (2 - 30°) =

8 Troba les raons trigonométriques de 90° usant les de 45°.

sin 90° = sin (2 - 45°) = 2 sin 45° cos 45° = 2-%-%:1

2 2
cos 90° = cos (2 - 45°) = cos® 45° — sin® 45° = (%) B (%) =

— No existeix.

1g90° = 1g (2 - 45°) =

21g 45° _ 2.1
1-sg%45° 1-1

2sin 0 —sin20. _ 1—cos O
2sin 0 +sin200  1+cos O

9 Demostra que:

25i7’l()€—5i7’l20€=2§i7’l0€—2§i7l0€6‘050€=25in(x(1_€05a)=I—COSO(
2s5inO+sin200  2sinO+2sinOcos O 2sin0(l+coso) 1+coso
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Fes-ho tu. Troba cos 15° i zg15°.

o_ ... 30° _ 1+co:30°_\/1+«/§/2_ 2+43
cos 15° = cos > _ﬁ_ 3 = y

o_ [1=cos30° 1-y3/2 \/2—«/5
15° = = = =2
%15 1+ cos 30° \/1+B/2 2+43 3
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10 Seguint les indicacions que es donen, demostra detalladament les férmules IV.1, IV.2 i IV.3.

o 2 0 . 2 0
o cos()c=co:<2-—>=co: — —sin” —
2 2 2

Per la igualtat fonamental:

2 O - 2 0 2 O - 2 0
cos” —+sin®—=1 > 1=cos* —= + sin° —
2 2 2 2
D'aqui:
a) Sumant ambdues igualtats:
l+cosot=2cos? & — cos2 & _l+rcosa — cos % -+ /M
2 2 2 2 2

b) Restant les igualtats (2a — 1a):

2 0L 20 _l—cosa

=T, - :z'n%:i /H%a
e Per dltim:
' + [1—cos o
4 o sin(o/2) ~ 2 _ [1=cos &

2 cos(0U2) +\/1+cosoc N l+cosa
- 2

1—coso.=2sin — sin

11 Sabent que cos78° = 0,2, calcula sin78° i tg78°. Esbrina les raons trigonometriques de 39°
aplicant-hi les férmules de I'angle meitat.

® cos78°=0,2
5in78° = {1—cos278°=41-0,22=0,98

78" = 06928 4.9

'5in39°—sm— \/1—505780 \/1 02—063

cos 39° = cos§=\/l+a§780 =\/1+20’2 =0,77

o 78° 1—cos78° _|/1-0,2 _
83 = Trcas78° N 1502 282

12 Troba les raons trigonometriques de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

* c0s 60° = 0,5

R o_ 60° _ [1-0,5 _
sin 30° = sin —>—— > — 0,5
6‘0530(’:6‘03%: /%:O,SGG
o, 060° 5
tg30—tg2—/105 =0,577

13 Troba les raons trigonometriques de 45° a partir de cos 90° = 0.
* c0s90°=0
sin 45° = sin > 5 )

90° _ [1+0 _42
2 2

tg45°=tg 5 / =J1=1

cos 45° = cos =
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14 Demostra aquesta igualtat: 2 g o - sin’ Ly sino = go

2

1—cos O

2tg0ﬁ-5i712%+5i7106=2tg06- +5in OL= %(1—m&Oc)+sz'noc=5z'noc<w+l>=
cos

cos Ol

—sina 1 —cos 0L+ cos O i O 1 =Sm0c=tgoc
cos O cos O cos QL

15 Demostra la igualtat segiient:

2sinO—sin20, _ 2 O
2 sin O+ sin 20, 2

2 5in OL—sin20. _ 2 sin O —2 sin OLcos O _ 2sin 0L (1—cos @) _ 1—cos o — g2 O
2sinOl+sin20  2sin0+2sin0cos 0 2sinO(l+cos) 1+cos 2
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16 Per demostrar les férmules (V.3) i (V.4), fes els passos segiients:
* Expressa en funcié de o i P:
cos (0L + PB) = ... cos (00 —P) = ...

* Suma i resta com hem fet més amunt i obtindras dues expressions.
* Substitueix en les expressions anteriors:

oa+P=A4

a—B:B}
. cos (0L + B3) = cos o cos B — sin o sin B

cos (0L — B) = cos o cos B + sin ot sin B

Sumant —  cos (0t + B) + cos (00— B) = 2 cos 0L cos B (1)
Restant —  cos (0t + B) —cos (00 = PB) =2 sinasin B (2)

—B (en resoldre el sistema)

o =A
+B }—)(X:A+B,B=A2

¢ Anomenant a—B=B >

¢ Aleshores, substituint en (1) i (2), s'obté:

%cwﬂ (2) = cosA—cos B = —251’71M:inﬂ

(1) — cos A+ cos B= 2 cos 5 > >

17 Transforma en producte i calcula.

a) sin 75° — sin 15° b) sin 75° + sin 15° ¢) cos 75° — cos 15°
se_ s o 75°415° . 75°-15° _ osin30°=2. 92 1 _2

a) sin75° — sin 15° = 2 cos > sin 3 =2 cos 45° 5in30°=2 353
ge o vee_ o 75°415°  75°—15° o o ico a0 o A2 43 _ G

b) sin 75° + sin 15° = 2 sin > cos 3 =2 5in45°cos 30°=2 53 =3

c) cos 75° — cos 15° = =2 5in 7505150 sin 7505150=—23i7145°€05300=—2-%-§=—%

18 Expressa en forma de producte el numerador i el denominador d'aquesta fraccié i simplifica el
resultat:

sin 4a + sin2a
cos 4a + cos 2a

. 4a+2a 4a—2a
sin4a+sz’n2¢z=2xm 2 o 2 =2sz’n3a=tg34
cos 4a + cos 2a 2 cos 4a+2a cos 4a—2a 2cos3a

a
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B Equacions trigonometriques
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Fes-ho tu. Resol siz (0. + 30°) = 2 cos 0.

sin (0L + 30°) = 2 cos 0
sin O, cos 30° + cos O sin 30° = 2 cos O

1 3

— 5in Ol + —= cos O, = 2 cos O
2 2

Dividim els dos membres entre cos o
%tg(mgzz - go+y3=4 > tga=4-43

o =66°12'22"

Solucions: {052 - 246°12' 22"

Fes-ho tu. Resol cos 0. = sin 20.

cos OL = sin 20
cosO=2sin0lcosO —> cosO—2sinOcosO=0 — cosot (1 —-2sina)=0
cosou=0 — 0o;=90°% o, =270°

1

Possibles solucions: {1—251’71()(:0 = sin0l=— = 03=30°, a=150°

En comprovar-les sobre 'equacié inicial, veiem que totes quatre solucions sén valides.

Pagina 135

Fes-ho tu. Resol sin 30. — sin 0. = 0.
sin300—sin =0

30c2+0c sin 30(2—0020 — 2cos 200 5in00=0 — cos 200 sin 0L =0

200=90° = o, =45°

200=270° — o, =135°
200=90°+360°=450° — 013=225°
200=270°+360°=630° — o =315°

2 cos

Si cos200=0 —

Si sinot=0 — 05=0° og=180°

1 Resol.
a) tgoc:—«/§ b) sin o = cos o o) sin*o =1 d)sina=1tga

a) x=120°+ £-360° o bé x=300°+ k- 360°

Les dues solucions queden aplegades en:

x=120°+ k- 180°=23—n+k7'crad=x amb teZ
b)x:% +kmnrad amb keZ

o Sisinx=1—> x=%+2knrad
3 — x==L ybrrad amb teZ
Si sinx=—1—>x=7n+2knrad 2
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d) En aquest cas, ha de passar que:
Obé sinx=0 — x=kmnrad

Obé cosx=1 - x=2/enrad} = x=knrd amb keZ

2 Resol aquestes equacions:
a) 2 cos* 0L+ cos0.—1=0
b) 2sin0—1=0
o tg?o—tga=0
d)2sin*o+3cos0 =3

1/2 = o, =60° o,=300°
-1 = 03=180°

a) cos Ol =

—1+y1+8 —1+3
iy e

Les tres solucions sén valides (es comprova en I'equacié inicial).

1

b) 2sin*o—-1=0 > Siﬂ20€=? — SsinOl=t—=1_=

1
V2 2
* Si sind:% — oy =45° 0,=135°

. Si sz'noc:—g — 03 =—45°=315°, o, =225°

Totes les solucions sé6n valides.
g 0=0 — 0, =0° o, =180°
to—1ga=0 — g (rga—1)=0 <tgoc=1 5 0= 45, 04=225°

Totes les solucions sén valides.
. ()
d)2sin*o+3coso=3 >2(1—cos® ) +3coso =3
(*) Com que sinf o +cos*o=1 — sin®o=1-cos®ax

2-2cos*0t+3cos0=3 = 2cos>0t—3cos0+1=0

cos Ol =

3+¢y9-8 321 _ 1

i i T—n
Aleshores:
*Sicosou=1 - o;=0°
*Si cosoL= % — 0, = 60°, 03 = —60° = 300°
Les tres solucions sén valides.

3 Transforma en producte sin 50.— sin 30. i resol després I'equacié sin 500 — sin 30 = 0.

S0U+30L ) SO=30 _ () _y 9 pps SO 1y 200

sin S50 —sin300=0 — 2cos

2 2 2
— 2cos 40 sino =0 = {6,054()(:0

sino=0
400=90° - o,;=22°30'
400=270° - 0,=67°30"

"5t eosd0=0 2 1409004360 o 015=112°30"
40L=270°4360° — 01;=157°30'

*Si sinav=0 — 05=0° o =180°

Comprovem que les sis solucions son valides.
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4 Resol.
a)4cos20.+3coso=1
b)zg20.+ 2 cos =0
©) V2 cos (0/2) —cos 0. = 1

d)2 sin o cos* o —6sin3 0L =0

a) 4cos200+3cos0=1 — 4 (cos>0—sin*0) +3cosa=1 —
— 4 (cos?oa—(1-cos>) +3cosa=1 —> 4Q2cos>a-1)+3cos0t=1 —

— 8costo—4+3cos0t=1 — 8costo+3cos0t—5=0 —

g 3204160 3413 _— 10/16=5/8=0,625

16 16 -1
*Si coso=0,625 = a; =51°19'4,13", o, =-51°19"4,13"

*Si coso=—1 — 0z =180°

En comprovar les solucions, totes tres sén valides.

2tr O
b)g200+2cosot=0 — %+2€050€=0 -
1-g°0a
sin O
tg O
4 S +cs0=0 — — 050 pso=0 —
l-z-a 1_ sin” o
coszoc
- %+cwa=0 —> sin 0L cos OL + cos O, (cos®> 0L — sin® o) =0 —
cos= O — sin” O

— cos O (sin O + cos® O —sin? &) =0 — cos o (sin O + 1 — sin® O — sin® O) —
— coso (1 +sinct—2sin*a)=0 —

cos 0.=0

1+ -1/2
l+sino—2sin? =0 — 5in0€=1i_—41+8= <

1
*Si coso=0 = oy =90° o, =270°

*Si sinol = —% — 03 =210° oy =330°=-30°

*Si sinov=1 — 05=90°=0y

En comprovar les solucions, veiem que totes sén valides.
c) «/icos%—cos()t:l - 2 1+C%Ot—co,N)c:l -

— Jl+coso—cosou=1 — J1—cosor =1+ cos 0. —

—1+cosO=1+cos>0+2cos0 —> cos>0+cosct=0 — cos (cosot+1) =0

*Si cosou=0 = oy =90° oy =270°

*Si coso=—1 — 05 =180°

En comprovar les solucions, podem veure que les uniques valides sén: o = 90° i o3 = 180°
d2sinocos> o —6sindo=0 — 2sina (cos>0—3sin’a) =0 —

— 25s5in 0 (cos® o+ sin* 0L —4 sin? o) =0 — 2sino (1 -4 sin* o) =0

*Sisina=0 — 0,=0° o, =180°
% - Sinazi% — 03 =30°% oy =150° os=210° o =330°

Comprovem les solucions i observem que totes sén valides.

e Si sin o=
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5 Resol les equacions trigonometriques segiients:
a) sin (180° — ) = cos (270° — o) + cos 180°
b) sin (45° = Q) + y2 sino =0

a) sin (180° — o) = cos (270° — ) + cos 180°
sin 180° cos O — cos 180° sin oL = cos 270° cos O. + sin 270° sin oL — 1
sin=—sint—1 = 2sinc=-1 — sz'n(x=—% — oy =210° o, =330°
b) sin (45° — o) + {2 sina =0
2 2

sin 45° cos O — cos 45° sin o + Y2 sino. =0 — 750:0(—751'710(%/551'710(:0

cosO—sinO+2sin0=0 — cosO +sin 0 =0

Dividim entre cos o

l+go=0 - go=-1 — o, =135, a, =315°
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E Funcions trigonometriques
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1 Cert o fals?
a) Fl radian és una mesura de longitud equivalent al radi.
b) Un radian és un angle una mica menor que 60°.
¢) Com que la longitud de la circumferéncia és 277, un angle complet (360°) té 2x radians.
d) Un angle de 180° mesura una mica menys de 3 radians.
e) Un angle recte mesura n/2 radians.
a) Fals. El radian és una mesura angular, no és una mesura de longitud.
b) Cert, perque un radian té 57° 17' 45".
c) Cert, perque cada radian abraga un arc de longitud 7.

d) Fals. 180° és la meitat d'un angle complet i equival, per tant, a © radians, quelcom més de 3 radians.

e) Cert. Un angle recte és la quarta part d'un angle complet i té 24—7t = % radians.
& Passa a radians els angles segiients:

a) 30° b) 72° ©) 90°

d) 127° e) 200° f) 300°

Expressa el resultat en funci6é de = i després en forma decimal. Per exemple:

30°=30. - rad = L rad = 0,52 rad

180 6
a) 225 .30°= X rad = 0,52 rad b) 222 . 72° = 2% rad ~ 1,26 rad
360° 6 ’ 360° 5 ’

2 o_ T ~ 2n . ° .
9} 360° 90° = > rad = 1,57 rad d) 360° 127° =~ 2,22 rad

2n o_ 10m _ 2n o_ ST -
e) 360° 200° = 9 rad = 3,49 rad f) 360° 300 3 rad = 5,24 rad

3 Passa a graus els angles segiients:

a) 2rad b) 0,83 rad c) % rad
d) 5% rad e) 3,5 rad f)nrad

2) 390° 5 _114°35'29,6"
2r

b) 300° . 0,83 = 47° 33' 19,8"
21

3600 . T - o
<) o 36

5
360° 5T _ 1500
d) i 150

¢) 300 35 _200°32' 6,8"
2n

f) 360° - 180°
2
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4 Copia i completa la taula segiient en el quadern i afegeix-hi les raons trigonometriques (sinus,
cosinus i tangent) de cada un dels angles:

VB 0° | 30° 60° | 90° 135°(150°
RADIANS vy %ﬂ n
2\ 210° | 225° 270° 330°|360°
RADIANS %n %rz %7‘:

La taula completa és a la pagina 138 del llibre de text.

Pagina 138

85 Cert o fals?

a) Les funcions trigonomeétriques sén peridodiques.
b) Les funcions sin i cos tenen un periode de 2x.

¢ La funcié #gx té periode =.
d) La funcié cosx és com sin x desplagada /2 al'esquerra.

a) Cert. La forma de les seves grafiques es repeteix al llarg de I'eix horitzontal, cada 2n radians.
b) Cert.

sin (x +2m) = sin x

perqué 2m radians equivalen a una volta completa.
cos (x + 2m) = cos x

c) Cert.
tg(x+m)=tgx
Podem observar-lo en la grafica de la funcié zgx ala pagina 138 del llibre de text.

d) Cert. Es pot observar en les grafiques de la pagina 138 del llibre de text.
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Exercicis i problemes resolts
Pagina 139

1. Raons trigonomeétriques a partir d'altres

Fes-ho tu. Sabent que sin 54° = 0,81, troba cos 108°, 7g27°, sin24°i cos 99°.
sin® 54° + cos> 54° =1 — 0,81% + cos?54° =1 — cos54° = y1-0,81%=0,59
cos 108° = cos (2 - 54°) = cos? 54° — sin® 54° = 0,59% — 0,812 = —0,31

o 54°)  /1—cos54° [1-0,59 _
627 -tg< 2 >_ 1+cos54° V140,59 =0,51

sin 24° = sin (54° — 30°) = sin 54° cos 30° — cos 54° sin 30° = 0,81 - g -0,59- 1. 0,41

NS

cos 99° = cos (54° + 45°) = cos 54° cos 45° — sin 54° sin 45° = 0,59 - g -0,81- 5 -0,16

2. Identitats trigonometriques

Fes-ho tu. Demostra que sin 20, — tg 0. cos 20 = g O..
Apliquem les férmules de I'angle doble i les relacions fonamentals:
s5in 200 — tg OL cos 200 = 2 sin OL cos OL — £g O (cos® oL — sin® Q) =
=2 sin O, cos O, — W—a(cosz o — sin* o) =
cos QL

_2sinQ cos® oL — sin OL cos® O + sin>

cos O

a:

= SO () 952 0L — cos? O+ sin® O) =
05 O,

=IO (552 o 4 sin’ a):mﬂga
cos Ol cos Ol
3. Simplificacié d'expressions trigonomeétriques

2 cos (45° + O) cos (45° — o)
cos 20 ’

Fes-ho tu. Simplifica I'expressié

2 cos (45° + o) cos (45° — o) _2 (cos 45° cos 0L — sin 45° sin Q) (cos 45° cos OL + sin 45° sin O1) _

cos 20, cos 20,
2 o poME
_2(2 cos O — > sin O > cos O+ > sin o i
- cos 20, -

ZQQ (cos 0. — sin o) (cos O + sin O) _
2 2 cos 200

_ cos® oL — sin® . _ cos 20, -1

cos 20, cos 200
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4. Resolucié d'equacions trigonomeétriques
Fes-ho tu. Resol aquestes equacions:
a) sin3 x — sin x cos? x =0
b) V3 sinx + cosx =2
o) 1g> % =1-cosx
cos 4x + cos 2x _
sin 4x — sin 2x
a) Extraiem factor comd: sin x(sin x — cos® x) = 0
Igualem a zero cada factor:
sinx=0 — x=0°+360°-k; x=180°+360°- %

x—cos’x=0 — sin’x— (1 —sin?x)=0 — 2sin’x=1 = sz'nzx:% — sinx=+

sin?

N‘ﬁ

Si sinx= g, aleshores x=45°+360°- k; x=135°+360°- £

Si sinx= —%, aleshores x=225°+360°- /&; x=315°+360°- &

b) Passem cos x al segon membre i elevem al quadrat després:
(W3 sinx)?=2—-cosx)*> = 3sin®>x=4—4cos x +cos* x —

— 3(1 = cos® x) = 4 — 4cos x + cos? x — 4cos? x—4cosx+1=0 —

— cosx = 4§0 =% — x=60°+360°-£; x=300°+360°- 4

Comprovem les solucions perqué poden apareixer falses solucions en elevar al quadrat.

x=060°+360° bk — B-g+ =2 — Val

L
2

x=300°+360°- b — B'_zﬁ+%=2 — No val.

¢) Utilitzem la férmula de la tangent de 1'angle meitat:

2
</w> =l—cosx — w:l—msx = l—cosx=1—-cos®*x —
1+ cos x 1+ cos x

2

— cos“x—cosx=0 — cosx(1—cosx) =0 —

cosx=0 — x=90°+360°-k; x=270°+360°- %
cosx=1— x=0°+360°-4

d) Transformem les sumes en productes:

2 cos 4x + 2x cos 4y — 2x

2 2y cosx_ gy 1 =1 > tgx=1—>
2 cos 4x;2x sin 4x£2x smx gx

— x=45°+360°- k; x=225°+360°- £
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Raons trigonométriques de (o + B); (o —B); 20 i /2

Si sinol = %, 90° < 0. < 180° i cos} = —é, 180° < B < 270° trobar: cos (0. + B); sin (0.—B); tg20; tg %
9

sinfo+cos?a=1 — f+w:2(x=1 - 6052()(:1—6

25

— cos Ol = —% perque l'angle és en el segon quadrant.

_ 35 __3
O 45T
2 2R - 2R, 1 _ 2R 15
sin“B+cosB=1— sin“P+ T 1 - sin” P T
— sinf = —@ perque l'angle és en el tercer quadrant.
—J15/4
B - §4 ={15
_ CinasinBo (4. (L1)_ 3 (_J15)_3V15+4
cos (0t + B) = cos o cos B sznOLsmB-( 5)( 4> 5 ( 7 >_ 50
sz'n(oc—[})=5in0(cos[3—cosocsiﬂ[3=%-(—%)—(—%)-( ‘/ﬁ>=_4*/1;5_3

=— \/g ja que I'angle % és en el segon quadrant.

Identitats trigonomeétriques
Demostrar que: cos 3x = 4 cos? x — 3 cos x
cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x — sin 2x sin x = (cos® x — sin* x) cos x — 2 sin x cos x sin x =

= cos3 x — sin’ x cos x — 2 sin® x cos x = cos> x — 3 sin’ x cos x

Expressions algebraiques equivalents
Escriure l'expressié cos (0. + B) cos (0. — B) en funcié de cos 0. i sin .
cos (0L + PB) cos (o0 — PB) = (cos ot cos B — sin o sin B) (cos o cos B + sin o sin B) =
= cos? O cos? B — sin® o sin® B = cos® o (1 — sin® B) — (1 — cos® o) sin® B =

= cos® 0L — cos® O sin® B- sin? B+ cos® oL sin? B= cos® oL — sin’® B
Simplificacié d'expressions trigonométriques

Simplificar aquesta expressid: 2 tg o cos? % —sin O,
) o Tvcoso ) noL 1+ cos o
2t Ol cos® = —sinOl=2¢ 06(1 i) —sinQ =230 1+C0SO o=
g 2 L N ) coso. 2

_ sin OL(1+ cos O) — sin OL cos OL _ sin O+ sin OL cos OL — sin OL cos OL _ sin O
cos O cos O cos O

=tg O
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Equacions trigonometriques

Resoldre aquestes equacions:

a) cos® (2x + 30°) = 1 b) 4sinx + 4coszxtgx+ tgx=0,con tgx=0

4
a) cos (2x + 30°) = i%

2x+30°=60° — x=15°+360°-k
2x+30°=300° — x=135°+360°-k
2x+30°=60°+360° — x=195°+360°k
2x +30°=300°+360° — x=315°+360°-k

Si cos (2x + 30°) = -

N |—

2x+30°=120° —> x=45°+360°. £
2x +30°=240° — x=105°+360°- £
2x+30°=120°+360° — x=225°+360°-£
2x +30°=240°+360° — x=285°+360°. %

Si cos 2x + 30°) = —% —

b) Si zgx =0, aleshores x=0°+360°- 4 x=180°+ 360° - £ son solucions de I'equacid, ja que el sinus
d'aquests angles també és 0.

Si #g# 0, dividim aquesta funcié en els dos termes de I'equacié:

M+4w&2x+1=0 - M+46‘052X+1=0 = 4eos x+4cosx+1=0 >
g x sin x
cosx
- cosx=_4TiO=—% — x=120°+360°-£; x=240°+360°- %

Resolucié de sistemes d'equacions trigonomeétriques

Resoldre el segiient sistema d'equacions en l'interval [0°, 360°]:

{cosy—sinx=1

4sinxcosy+1=0

cosy=1+sinx

bsinx(1+sinx) +1=0 = 4dsin*x+4dsinx+1=0 — 5inx=_4:%0=—%
°Sisinx=1 - cosy = 1+1-3, que és impossible.
2 2 2

e Si sz'nx:—% — cosy=1-

1.1
2 2

Les diferents possibilitats sén:

x=210°+360°-k' x=210°+360°-/€_ x=330°+360°-/e' x=330°+360°- %
y=060°+360°-% ’ |y=300°+360°-%" |y=60°+360°-k ’ |y=300°+360°-%
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Per practicar

M Férmules trigonomeétriques

1 Sabent que cos 0. = —% i 90° < 0 < 180° calcula sense trobar el valor de o

a) sin 200 b) zg % c) sin (0. + 30°)
d) cos (60° — o) e) cos % f) 1g (45° + 0V
sin oL+ cos> =1 — sin® oL+ 1_96 =1 — sinto= % — sin O = g ja que I'angle és en el 2n quadrant.

sinoc_ﬁ/4_ {7

g o= coso.  —-3/4 3

e

a) 5in20€=25in0€co&0€=2«(

ﬁ._3+<_i).i=m‘3

4 2 4/ 2 8
. . e L (L3 A3 N7 _—21-3

d) cos (60° — ) = cos 60° cos O + sin 60 sm()c-2 < 4> 5 4" 8

)
e) cos % - A czos e 4/ _ % perque % esta compres entre 45° 1 90° (és en el 1r quadrant).

2
1+<—£)
. g 45 3) 1-47
f) tg (45°+ a1) = 1—tg45°fga_l 1( ﬁ)_1+ﬁ
-1\ -5

2 Calcula les raons trigonométriques de 22° 30' a partir de les de 45°.

\/1-@2:&—&
2 2

5in (22°30") = sin % =

144212 _2+2
2

2
o2 o 1-pn [2-42
(22 3°>=“g475=v1_$/z= 2+g

3 Si cos78°=0,2 i sin37° = 0,6, troba les raons trigonomeétriques de 41° i de 115°.
41°=78°-37°

cos (22°30") = cos % = \/

o 5in78°=y1—cos278°=41-0,22=0,98

. cos37°=«/1—sen237°=«/1—0,62=0,8
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Ara ja podem calcular:
® 5in41°=s5in(78°—37°) =s5in78° cos 37° — cos 78° sin 37°=0,98-0,8 - 0,2-0,6=0,664
® cos 41° = cos (78° — 37°) = cos 78° cos 37° + sin 78° sin 37°=0,2-0,8+0,98-0,6=0,748

R o_sin4l° _ 0,664 _
A= 0,748 - 887

e 5inl115°=5in(78°+37°) =s5in78° cos 37° + cos 78° sin37°=0,98.0,8+0,2-0,6=0,904
® c0s115°=cos (78° +37°) = cos 78° cos 37° — sin78° sin 37°=0,2-0,8—-0,98-0,6=—0,428

o o_sinl15° 0,904
115 T cos115° 0,428

-2,112

4 a) Troba el valor exacte de les raons trigonométriques de 75° a partir de les de 30° i 45°.

b) Usant els resultats de I'apartat anterior, calcula les raons trigonomeétriques de:

105° 165° 15° 195° i 135°.
a) sin 75° = sin (30° + 45°) = sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45° = 1 Q + ﬁ . Q = M

222 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sin 30° sin 45° = g ' g B % % B = ; =
30° + 1g 45° B
875" = g 307+ 457) = lt{tg3:)°t§g45° ) 1 SB 1 ) fj«% “i32
3

f6-3 3 2406 _{6112
4 2 4 4

b) sin 105° = sin (30° + 75°) = sin 30° cos 75° + cos 30° sin 75° = %
cos 105° = cos (30° + 75°) = cos 30° cos 75° — sin 30° sin 75° = ﬁ 16

2 1 2+46 _y2-46
2 4 2 4 4
J6+42 Bus
o4 _N6+y2 =z
tglos_ﬁ_ﬁ_ﬁ_ﬁ_ﬁ 2
4

sin 165 ° = sin (90° + 75°) = sin 90° cos 75° + cos 90° sin 75° = cos 75° = 1612

4
cos 165° = cos (90° + 75°) = cos 90° cos 75° — sin 90° sin 75° = —sin 75° = M

4

-2 26

2-46

16 o _ 4 — = —2
S S S
4

sin 15° = sin (90° = 75°) = sin 90° cos 75° — cos 90° sin 75° = cos 75° = ‘%Zﬁ
cos 15° = cos (90° = 75°) = cos 90° cos 75° + sin 90° sin 75° = sin 75° = EZK

B2 6n
o 4  _A6—42 _,
#1556 vrede 2V
4

sin 195° = sin (270° = 75°) = sin 270° cos 75° — cos 270° sin 75° = —cos 75° = 2 Z 16

cos 195° = cos (270° — 75°) = cos 270° cos 75° + sin 270° sin 75° = —sin 75° = 7_‘/24_ /6

J2-16 -
o 4 4246 6 —42 =
tg195 - «/§+«/8 _—ﬁ—%_ﬁJrﬁ_z_ 3
4
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sin 135° = sin (180° — 45°) = sin 180° cos 45° — cos 180° sin 45° = sin 45° = g

cos 135° = cos (180° — 45°) = cos 180° cos 45° + sin 180° sin 45° = —cos 45° = _Tﬁ
V2

tgl35°=%=—l
2

5 Desenvolupa, en funcié de les raons trigonomeétriques de 0, i simplifica les expressions se-

giients:
a) sin (45° + ) — cos (0L — 45°) b) _cos20.
cos O+ sin Ol
©) (sin oL + cos )% — 2 sin OL + cos 20, d) cos? % . sin?* % + % cos? oL

a) sin (45° + O) — cos (0L — 45°) = sin 45° cos OL + cos 45° sin O — (cos O cos 45° + sin O sin 45°) =

2 2 2 2

= =005 O+ —=sin O — ~=cos Ok — —sin 0. =0
2 2 2 2

cos 200 _ cos* oL —sin* o _ (cos O+ sin Q) (cos O — sin Q)

; - - =cos 0L — sin O
cos O + sinm O cos O+ sin O cos O + sin Ol

¢) (sin O + cos 0)% — 2 sin OL + cos 200 = sin® OL + 2 sin O cos OL + cos® O — 2 sin OL + cos® O — sin® oL =

= 2(cos® o + sin OL cos OL — sin OL)

d) Coszg~sinzl+icoszoc=<+ /1+cosoc>2.(+ ,l—cosoc>2+imza=
2 2 4 - 2 - 2 4

_l+cosot l1—coso , 1 2 _ 1—cos® o | cos*a. _1
"2 2 AT T
-7 . 4 o+
6 Sabent que cos 0. = 25 (180° <0 < 270°) i zgf = 3 (180° < B < 270°), calcula zg >

Usem la relacié sin? oL + cos> o= 1 per calcular sin o
sin® o+ cos o=1 — sin® oL+ 64295 =1 - .vinzoc:% - :ina:—% perqué l'angle és en el 3r quadrant.
sinf3 4 a4
COSB =3 - smB- 3 cos[3
sin® B+cos? B=1 — 1766‘052 B+cos’B=1— 29—56‘032 B=1 — cos’ B= % — cos B3 =—% perqué també pertany

al tercer quadrant.

Com que 360° < o + B < 540°, dividint les desigualtats entre 2 tenim que 180° < (XT+[3 <270°.
o+p +B
2 2

Calculem cos (o + B) = cos 0 cos B — sin o sin B = 7.3 _24 -4__3

25 5 25 5 5
o+B  [l-cos(a+P) [1-(B/5) _
Per tant, zg > -m- 1+(_3/5)-2

Per tant,

. (04 . ..
pertany al tercer quadrant i la tangent de és positiva.
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7 Si tg% =-3 i 0<270° troba sin 0, coso i zga.

[0 1—cos O 1—cos O
tg =3 —> [ —X*r__3 5 OB _g
g2 3 1+ cos o 3 1+ cos O ?

— 1—cos =9+9cos 0t = 10cos .=—8 — cos OL.=—

2
o 1-(_4) /9 __3
sin Ol = 1 ( 5) 25 5
/5_3

_=3/5_3
BO="%5"%

4
5

8 Si tg20 = V6 i 00<90° troba sin o, coso. i tg Ol

2Zf@L&:E — 2t 0=y6-61 00 = V612 0+21g0—6=0 — tg(x:‘hm:_liﬁ

1-1% o 246 J6
C , . , “1+47
om que O ésen el primer quadrant, només pot passar que 7g O = T
sin OL = ﬁ‘fgl cos O
2
E cos? Ol +costo=1 > 8_—m6052d+60§2a=1 -
J6 6
7-47 2 3 3
- =Y st o=1 - O=—2— — cosO= |—2—
3 cos cos =7 cos =

o A7-1 [3 | {7-1
MO NTo T 20—

9 Expressa en funcién de o i simplifica aquesta expressi6:

sin? % — cos? % +2sin (90 — )

sin2%—c052%+2sin(90°—(x)= l—gosoc - 1+€2050€ +2(5i1n90° cos O — cos 90° sin OL) = — cos O+ 2 cos OL = cos O

10 Transforma en productes les sumes segiients:

a) sin 65° + sin 35° b) sin 65° — sin 35° c) cos 48° + cos 32°
d) cos 48° — cos 32° e) % + sin 50° f) g + cos 75°

a) sin 65° +sin35°=2 sin 650;350 cos 6505350 =2 s5in50° cos 15°

b) sin 65° — sin 35° =2 cos 65° ; 35" sin 65° 5 35" 22 cos 50° sin15°

c) cos 48° + cos 32° =2 cos 480; 32° s 48° 5 32° _ ) cos 40° cos 8°

d) cos 48° — cos 32° = 2 sin 48° ; 32° , 48° 5 32° _ ) 5ind40°sin8°

e) %+sz’n 50° = 5in 30° + 5in 50° = 2 sin 300;500 cos 3005500 =2 5in 40° cos (=10°) = 2 sin 40° cos 10°

f) g +c05 75° = cos 45° + cos 75° = 2 cos 45° ; 75% cos 45° 5 75" _2 ¢os 60° cos (=15°) =2 cos 60° cos 15°
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M Identitats trigonométriques

11 Demostra les identitats segiients tenint en compte les relacions fonamentals:
a) (sin o + cos 00)2 — (sin 0. — cos 0)? = 4 sin O cos O b) sin o - cos? O, + sin3 oL = sin o

sin 0L + sin O _ 2 d) cos O+ sin O

=— & ccos200 =1 + sin 200
l+cos0 1—cos0O sinQ cos O, — sin O,

a) (sin O+ cos OU) 2 — (sin OL — cos 1) 2 = sin® OL + 2 sin OL cos OL + cos* O — (sin’ OL — 2 sin OL cos OL + cos® Q) =
= sin® OL+ 2 sin OL cos OL+ cos® OL — sin® OL+ 2 sin OL cos O — cos® OL = 4 sin O cos OL
b) sin oL+ cos® oL + sin> OL = sin O (cos® OL + sin® OU) = sin 0L+ 1= sin O

sin Ol + SinO__ _ sinOL—sin OL.cos O+ sin O+ sinQlcos O __2sinQ_ _ 2sinO __ 2

l+coso  l—cosol (1+cos o) (1—cos o) 1—cos o sinol  sinO.

d) Co80+SIO o= COSAASINA (1,2 oy 5ip2 ) = COS LA (e o 4 sim ot) (cos O — sin OF) =
cos OL — sin O cos Ol — sin O cos OL — sin O

= (cos O+ sin O) (cos OL + sin OU) = cos® OL + 2 cos O sin OL + sin> O =

=1+2sinOcosO=1+sin20

12 Prova que sén certes les identitats segiients:
24217 x

l—tgzx

a) cos (x +60°) — cos (x +120°) = cos x cos 60° — sin x sin 60° — (cos x cos 120° — sin x sin120°) =

a) cos (x + 60°) — cos (x + 120°) = cos x b) g (x + 45°) — tg (x — 45°) =

= cos x cos 60° — sin x sin 60° — cos x cos 120° + sin x sin120° =

= cos x cos 60° — sin x sin 60° — cos x - (— cos 60°) + sin x sin 60° =

=2cosx60560°=2-%msx=cosx

oy seey tgx+1g45°  tgx—1g45°  gx+l  tgx—1
b) 7g (v +45%) — g (x —457) = l—tgxtg45° l+tgxtgd5S® l—tgx letgx
_1+2tgx+tg2x—(—l+2tgx—tg2x)_2+2tg2x

(1-2gx)(1+12¢ x) 1—tg2x

13 Comprova que es verifiquen les dues identitats segiients:

sin(+PB)  tgo+1g

a) sin 0. sin (0t + B) + cos 0. cos (o + ) = cos sin(@—-P)  go-rgP

* En b), divideix numerador i denominador entre cos 0. cos 3.
a) sin o sin (0L + B) + cos L cos (0L + B) = sin oL (sin oL cos B + cos o sin B) + cos o (cos O cos B — sin oL sin B) =
= sin® OLcos P + sin O cos O sin B + cos® O cos B — cos O sin O sin B =

= (sin® oL+ cos> O) cos P = cos B

sinOcos B+cosusinB  sinOcos P cos o sin B

sin(0L+PB)  sinOLcos B +cos oLsinB cos 0L cos B B cosO(cosB+cosoccosB _thC+th
sin(00—P) ~ sintcos B—cosoUsinP sinicosP—cosousinB - sinocosB cosousinB g oi—1g B
cos O, cos [ cos OLcos 3 cos O cos B

14 Demostra.

1 2 2 O .
o+ ——=—""— b)2 o = _sino=tgol
@) gos tgo.  sin20 )2 1g 0. cos oy 4
a) tg oL+ 1 zsinoc+cosoc:5in20c+coszoc: 1 3 2 2

tg O cosO.  sinO sin O, cos O sinOLcos O, 2sin QLcos O sin 201

b) 2tg0cc052%—sz'n(x=2 sin O 1+co.coc_ﬁ-na:% sin Ol + sin OL cos OL — sin O, cos O, _

tg O
cos O 2 cos O, 4
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15 Demostra.

a) cos (0L + B) cos (0. — B) = cos® B — sin* 0.

b) sin (o + B) sin (0. — B) = sin® o — sin? B

a) cos (0L + B) cos (0. — B) = (cos & cos B — sin o sin B) (cos oL cos P + sin o sin B) =
= cos” 0L cos® B + cos O cos B sin O sin B — sin O sin B cos O cos B — sin® o sin® P =
= cos® O cos® B — sin’ oL sin’ P = (1 — sin® ) cos® B — sin® o (1— cos® P) =
= cos? B- sin® O cos? B- sin® O+ sin’ o cos® B= cos? B- sin’ o

b) sin (ot + B) sin (o0 — B) = (sin o cos B + cos o sin B) (sin o cos B — cos o sin B) =
= sin’ O cos® B — sin O cos B cos O sin P + cos . sin B sin o cos B — cos® o sin® B =
= sin’ 0. cos® B — cos® o sin’ B = sin® o (1= sin’ B) — (1 sin® o) sin® P =

= sin® 0L — sin® O sin’ B — sin® B + sin® O sin® B = sin* oL — sin® B

16 Demostra les igualtats segiients:

. .2
a) 2$znoc+sm O _ cos o b) .12—c0520c =2tg20L
tg20, cos0 sin? O+ cos 201
. . . 2 sin O, — sin 20, o
c) sin 20! cos O, — sin O. cos 20, = sin O, d = tg° —
) )2$inOL+sin20L g2 2
sin 20,
—— =120
1+ cos 201 g
2 .2
. cos” OL—sin” Ol
. . . . smo,————— .
2) 2szn06+5m206=2“”0‘(1—tg20‘) L sin® 0L _ cos® o L Sin® oL _
g 200 cos O, 2tg o cos O, sin o cos O,
cos O
2 . 2 ) 2
_ cos” OL—sin” O sin” OL _ cos” O _ ..
cos O cos O, cos O,
l—cos20. _ l=(cos> a—sin* @)  1—cos> L+sin® o _ 2sin’ol _
b) ) ) 2 . 2 - 2 - 2 —2l'g20C
Sin® OL+cos 200 sin” Ol + cos” OL — sin” O cos” Ol cos” Ol

C) sin 20L cos OL — sin O cos 20, =2 sin O cos O. cos O. — sin O.(cos® OL — sin® o) =
=2 5in OL cos® OL — sin O cos® OL + sin> Ol = sin O cos® O + sin’ O =

= sin OL(cos® OL + sin® Q) = sin O

2 sin 0L — sin 200 _ 2 sin O,— 2 sin 0. cos O, _ 2 sin OL(1—cos 0) _ 1—co:0(=tg2g

2sinO+sin200  2sinC+sinOcos O 2sinO(l+cos ) 1+ cos o 2
sin200  __ 2sinOcos O () _2sinOlcos O _ 2 sinQcos O _ sin 0, g 00
L+cos 200 1+cos> OL—sin> 0. cos* OL+ cos® O 2 cos® o cos O
(*) 1=cos® 0L+ sin* 0. — —sin® 0.=cos® o —1
1'7 Comprova, sense utilitzar la calculadora, les igualtats segiients.
a) sin 130° + sin 50° = 2 cos 40° b) cos 75° — cos 15° = —g

a) sin130°+ 5in 50° = 2 sin 1300; 50 s 13002_ 50° _ 7 sin 90° cos 40° = 2 cos 40°

o__ o_ . 75°+150 : 750—150__ . [ o_ .Q‘l__ﬁ
b) cos 75° — cos 15° = -2 sin 5 sin 3 =-25in45°sin30°=-2 R
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M Equacions trigonomeétriques

18 Resol les equacions segiients:
a)2sin’x=1 b)312x-1=0 ©)1-4cos*x=0 d)32gx+4=0

2

a) 2sinx=1 — sin =+

N’ﬁ‘

1 .
X=— —> sinx==z
2

N

e Si sinx=% — x=45°+360°-k; x=135°+360°- %

e Si 5inx=—g — x=225°+360°-k; x=315°+360°- %

Es a dir, les solucions sén tots els angles del tipus x = 45°+90° -
1 _, 43

V3 3
e Si tgx=§ — x=30°+360°-k; x=210°+360°- %

b) 3¢ x—1=0 — tg2x=% — Igx=t

e Si tgx:—g — x=150°+360°-k; x=330°+360°- %

2x=% - cosx=i%
e Si cosx:% — x=60°+360°-£; x=300°+360°- £

o) 1—4cos>x=0 — cos

. Si co;x=—% s x=120°+360°- k; x =240° +360°- &

d)3gx+4=0 — tgx:—% — x=126°52"12"+360°-k; x=306°52'12"+360°- /

19 Resol aquestes equacions:
a)2cos?x—sin2x+1=0
b) sin? x—sinx =0

©)2cos?x— 3 cosx=0

a) 2cos?x—sin*x+1=0
5 — 2c0s% x —cos®> x=0
cos” x
2_ 0 x1=90°
cos“°=0 = cosx=0 > xy=270°

En comprovar-les en I'equacié inicial, les dues solucions sén valides. Aleshores:

x;=90°+4-360°=" 4+ 2k 1
23 amb keZ
x2=270°+/e~360°=7n+2/e7r

Cosa que podem expressar com:

x=90°+/€-180°=%+/€7‘c amb teZ

by . sinx=0 — x;=0° x,=180°
Ysinx (sinx—1)=0 — dnx=1 - x3=90°

Comprovant les possibles solucions, veiem que totes tres sén valides. Aleshores:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+k-360°=m+2kn

x3=90°+k~360°=%+2kn

amb teZ
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O, d'una altra manera:

x=km=4k-180°

b keZ
x3=%+2kn=90°+/€-360° amd e

(x; aixi inclou les solucions x; i x, anteriors)

cos x=0 — x;=90° x,=270°

cos x (2 cos x =3)=0 — mx:g > x3=30° x;=330°

C

~

Les quatre solucions sén valides. Aleshores:
%1 =90°+ k-360°=Z + 2k

X%, =270°+k-360°= 3% + 2k
2 L amb keZ

x3=30°+/e-360°=%+2/e7t

x4=330°+/e-360°=1—én+2/e7t

NOTA: Observeu que les dues primeres solucions podrien escriure's com una sola de la manera segiient:

x=90°+ k- 180°=%+k7‘c

20 Resol.

2

a) sin® x—cos®* x =1 b) cos® x — sin®> x =0 ©)2cos?x+sinx=1 d)3tg2x—«/§tgx=0

2 2 2 2 x=90°
a) (I1—cos*“x)—cos“x=1 —>1-2cosx=1 — cos“x=0 — cosx=0 — o
x2=270
Les dues solucions sén valides. Aleshores:
51 =90"+£:360°= % 4 2k
3 con ke”Z

%y =270+ k-360°= 2 + 2

O, el que és el mateix:

x=90°+k.180°=%+/en amb keZ
b) (1-sin?x)—sin*x=0 — 1-2s5in’>x=0 — sz'nzx:% — 5inx=ig

* Si sinng — x;=45° x,=135°

* Si 5inx=—g — x3=225°% x4=315°

Comprovem que totes les solucions sén valides. Aleshores:

x1:45°+k-360°:%+2/e7t
x2:135°+/e-360°:34—”+2/m

5 - amb keZ
x3=225°+k~360°=7n+2kn
x4=315°+k-360°=%+2/€n

O, el que és el mateix:

x=45°+£k-90°="+ amb teZ

I
2

ANE



Matematiques
Unitat 5. Férmules i funcions trigonométriques Tr Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

Q) 2(1—=sin® ) +sinx=1 = 2-2sin*x+sinx=1 = 2sin*x—sinx—-1=0 —
1 = x;=90°

— sinx= -1/2 = x,=210°, x3=330°

1:/1+8 143 _
R S

Les tres solucions sén valides; és a dir:
x1=90°+£-360° = Z s 2

x2=210°+/e~360°=7?n+2k7r amb keZ

x3=330°+k-360° = lén +2km

tgx=0 — x,=0° x,=180°

d) g x(Btgx—4y3)=0 — tgng — x3=30° x4=210°

Comprovem les possibles solucions en l'equacid inicial i veiem que totes quatre son valides. Ales-
hores:

xy=k-360°=2kn
xy=180°+4-360°=m+2kn

x3=30°+/€-360°=%+2kn r amb keZ

x4=210°+/e-360°=7?n+2k1r

Cosa que podria expressar-se amb només dues solucions que englobaran les quatre anteriors:

x;=k-180°=kn y x,=30°+£-180°=L + kb amb keZ

6
21 Resol les equacions segiients:
a) sin (%—x)+cos<%—x)=% b) sin2x—2 cos? x=0
c)cos2x—3sinx+1=0 d)sin<%+x>—«/§sinx=0
a) sz'n%cosx—cos%sz’nx+cos%cosx+sz’n%sz’nx=%
%cosx—%sz’nx+%cosx+§sinx=% — %cosx+%cosx=% - cosx=%<2::23

Comprovem i veiem que:

x; — sz'n(1—£>+cos(£—%>=5in<—£>+6050=i+1=%

6 3 3 6 2
(T 5w n_5mn\_. (_ 3% 4m)__1_1
X2—>5171<6 3>+6‘05<3 3> Sl?’l( 3>+£'0.\'< 3> 1 2 2

Sén vilides les dues solucions. Aleshores:

x; =2+ 2km=60°+k-360°
2 amb keZ
x2=7n+2/en=300°+/e-360°
b) 2 sinx cos x — 2 cos* x=0 — 2 cos x(sin x — cos x)=0 —
{ cosx=0 — x;=90° x,=270°

sinx=cos x —> x3=45° x4=225°

Comprovem les solucions. Totes son valides.
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x1=90°+£-360°= 2+ 2k n

X, =270°+k-360°=3% 4 2k n
2 - amb keZ
x3:45°+/e-360°=%+2/en

x4=225°+k.360°=54—“+2kn

També podriem expressar-les com:

x;=90°+4-180°=2 1+ kn
2 amb keZ

x2=45°+k-180°=%+kn

2 2 2

Q) cos>x—sin*x—3sinx+1=0 = l—sin®*x—sin*x—3sinx+1=0 —

> 1-2sin*x-3sinx+1=0 > 2sin*x+3sinx—2=0 >

—Sim:_SiS :<1/2—)X1=30°’ x2=150°

— sinx=
e 4 4 —2 — Impossible!, ja que |sin x|<1

Comprovem que les dues solucions sén valides. Aleshores:

x1=30°+4-360°=Z + 2k

65 amb keZ
x2=150°+/e-360°=?n+2k1r
d) sin%cosx+cos%5inx—ﬁsz’nx:O — %cosx+gsinx—ﬁsinx=0

2 P

—co.cx—Tsinx=O — cosx—sinx=0 — cosx=sinx = x;="2, x,=

2 4 4

En comprovar-ho, podem veure que ambdues solucions sé6n valides. Aleshores:

X1 =21 2kn=45+k-360°

: amb keZ
X2:%+2kn=2250+k'3600
Podem agrupar les dues solucions en: x=%+/en=45°+/€-180° amb keZ
22 Resol.
a) 0052%+cosx—%=0 b)tg2%+1=cosx
c)2$in2%+co.¢2x=0 d) 4 sin?xcos®>x+2cos? x-2=0
a) M+cosx—%=0 = l+cosx+2cosx—-1=0 —

%, =90°

= 3c0sx=0 — co:x:0<x 270°
2:

Les dues solucions sén valides. Aleshores:

x1=90°+k~360°=%+2kn
amb ke”Z
x2:270+k-360°:37n+2/e7t

Agrupant les solucions: x=90°+4-180°= % +kn amb keZ
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2

b)w+l=cosx — 1—cos x + 1+ cos x = cos x + cos* x —>

1+ cos x

2 2

x+cosx—2=0 —

1 - x=0°

— 2=cos x +cos* x —> cos

—> C0s X =

—1+4y1+8 _1+3
) <

2 -2 — Impossible!, ja que| cos x| <1

Aleshores: x=#4-360°=2kn amb keZ

C)z_l—cosx 2 2

+costx—sintx=0 = l—cosx+cos®x—(1—cos®>x)=0 —

2

> 1—cosx+cos*x—1+cos>x=0 — 2cos>x—cos x=0 —

cosx=0 — x;=90° x,=270°
= cosx(2eosx=~1)=0 - cos x=1/2 — x3=00° x4=300°

Comprovem que totes sén valides. Per tant:
X4 =90°+/e-360°=%+2/€n
x2=270°+k~360°=37n+2kn

- amb keZ
x3=60°+/€-360°=%+2/e7t

x4=300°+/e-360°=5?n+2/en
Agrupant les solucions quedaria:

51 =90"+k-180°= T +
x2=60°+/e-360°=%+2/en amb keZ

X3=300°+k-360°=57n+2k7t

d) 4(1=cos? x)cos? x+2cos>x—2=0 — 4dcos’x—4dcos* x+2cos>x-2=0 —
— 4deost x—6costx+2=0 — 2cost x—3cos?x+1=0

2x=z - cos4x=z2

Sigui cos
Aixi:
x1=0°
z1=1 > cosx=%1 o
! <x2=180

=45°% x4=315°
z2=%—>cosx=tg<x3 4

x5=135°% x4=225°
Comprovant les possibles solucions, veiem que totes son valides. Per tant:
xy=k-360°=2kn
xy=180°+4-360°=m+2kn

3£49-8 _3+1

272 -3z+1=0 > z= 4 %

x3=45°+/e-360°=£+2/e7t

4
x4=315°+/e-360°=57“+2/en amb keZ
x5=135°+k-360°=34—“+2/en
x6=225°+k~360°=74—n+2kn
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O, agrupant les solucions:

xy=k-180°=kx

xy=45°+k-90°= +/€% amb keZ

ENE}

23 Transforma aquestes equacions en unes altres d'equivalents la incognita de les quals sigui zgx i
resol-les:

a)sinx+cosx=0
b)sinzx—2«/§ sinxcosx+3 cos®x=0

) sin®?x+sinxcosx=0

a) Dividim tota I'equacié entre cos x:

SILX | COSX _() 5 ggx11=0 —> tgx=—1 —> x=135°+360° ko< x =315°+360°- k
cos X cos X

b) Dividim tota I'equacié entre cos? x:

2 ; 2
5’”2"—2«/3 smxzcoxx+3 coszxzo — 1t x-231gx+3=0 >
cos” x cos” x cos” x

- tgx:inom/g — x=60°+360°-k; x=240°+360°- %

¢) Dividim tota I'equacié entre cos? x:

tgx=0

sin’ x + SIN X COS X _

2

5 0—>tg2x+tgx=0—>tgx(tgx+1)=0—>{
cos” x cos*x

tgx=-1

*Sirgx=0 — x=0°+360°- A x=180°+360°- k
*Siggx=-1 — x=135"+360°- k; x=315"+360°- k

24 Resol les equacions segiients:

a) V3 cos <37n+x) +cos(x—m) =2

b)cos(STn— >+sz'nx— 3cosx=0

c)sin(%+x>+cos<%+x>=l
T\ in (= —x) =

d)cos<3 x) Bsm<3 x) 1

3r

a) B(cos%cosx—sinTJinx)+cosxcosn+sinxsin7t=2 -

— J3sinx—cosx=2 — «/gxinx—2=co.rx
Elevem al quadrat els dos membres de la igualtat:

3sin*x—43sinx+4=cos*x = 3sintx—4B3sinx+4=1—sin*x >

= bdsin*x—43sinx+3=0 > sinx= 3 -

4430 _ 3
2

N x=%+2n-/€; x=%+2n-/e

Ara hem de comprovar les solucions perqué poden apareixer falses solucions en elevar al quadrat.

x=% — 3-6‘05(37“+%>+C‘0$<%—T£>=1¢2 No val.

x=2n 3-50:(3—n+2—n)+605<2%—7t>=2 Val.

3 2 3
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Cos X si )
b)cos c05x+5m5 Sinx +sinx — 3c05x=0—>—‘/37+%+smx— 3cosx=0 —>

6 6

Dividim els dos membres entre cos x:

3 tgx—i — gx= V3 o x=L 421k x=4—n+2n-k

3 3
c) sin%cosx+cos%sinx+cos%cosx—xin%sinx=1 -
J— (cos x + sin x +cos x —sinx)=1 — Deosx=-2
NG)
> cosx=-L o x=T 4wk x=LT  2n k
V2 4 4
d) cos%msx+.cz'n%sinx—@(;in%cosx—ms%sinx):l -

%

cosx  Bsinx _ (VBcosx sinx)_
2 T2 ﬁ( 2 2 >'1_>

— cosx+3sinx—3cosx+3sinx=2 —

- —260:x+2«B:z'nx=2 — «/gsz'nx=1+coxx

Elevem al quadrat els dos membres de la igualtat:

2

3sin® x=1+2cos x +cos>x —> 3—3cos® x=1+2cos x +cos®> x —>

-1+3
4

= 4cos’x+2cosx—2=0 = 2cost x+cosx—1=0 — cos x =

* Si cosx= % - x=%+2n-/€ - x= 53“ +2n-k

e Si cosx=-1— x=nn+2m-k

Ara hem de comprovar les solucions perqué poden apareixer falses solucions en elevar al quadrat.

e Si x= % - cos(%—%) J3- 5m<%—§) 1 Val.

e Si x= 5?71 - cos(%—%)—@-:in(%—%—n)z—Z:tl No val.

eSix=n > cos(%—n)—@-sin(%—n):l Val.

25 Resol les equacions segiients:

a) cos2x+ 3 sinx=2 b)zg2x-tgx=1
©) cosxcos2x+2cos*x=0 d)2 sinx=1g2x
e)«/gsin%+cosx—1=0 £) sin 2x cos x = 6 sin3 x

g)tg(%—x) +tgx=1

a) cos x—sin*x+3sinx=2 — l—sin®*x—sin*x+3sinx=2 — 2sin*x—3sinx+1=0 —

1 - X1:90°

— sinx= 1/2 = x,=30° x3=150°

3+49-8 3z1
T —
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Les tres solucions sé6n valides:
X =90°+ £:360°= 2 + 2k

x2=30°+/e-360°=%+2/e7t + amb keZ

x3=150°+/e-360°=%+2/e7r‘

x1=30° x,=210°
x=i£ - { !

—~tgx=1%2tg2x=1—tg2x—>tg2x=%% tg 3 x5 =150°, x4 =330°

Les quatre solucions sén valides:

x1=30°+£-360°= % + 2k

x2=210°+/e-360°=%“+2/en

x3=150°+/e-360°=%“+2/en

x4=330°+4k-360°= lén +2kn‘

- amb keZ

Agrupant:

x1=30°+/e-180°=%+/en
amb keZ

x2=150°+/e-180°=5%+/en

~

¢) cos x (cos® x —sin® x)+ 2 cos> x =0 — cos x (cos®> x —1+cos® x) + 2 cos*? x=0 —

— 2coP x—cosx+2costx=0 — cosx(2cos x+2cosx—1)=0 —
cosx=0 — x;=90° x,=270°

— o 24418 2423 -1+{3 < ~—-1,366 — Impossible!, ja que | cos x|<~1
4 4 2 ~0,366 — x3=68°31'51,1", x,=291°28'8,9"

Les solucions sén totes valides:

x1=90°+/e-360°=%+2/en

3, =270°+k-360°= 2L 4 2k z L b peZ

x3=08°31'51,5"+%-360°~0,38n + 2k n
X4:291°28'8,9”+k-360°z1,62n+2/@7‘c)

Agrupades, serien:
51 =907+ k-180°= T +

xy=68°31'51,1"+ £-360°~ 0,387 + 2k n[ 2mb k€Z
x3=291°28'8,9"+ £-360° = 1,62n+ 2k

2tg x

l—tgzx

d) 2sinx= —>2sz’nx—2sz'nxtg2x=2tgx—>

sin® x _ sinx
6'052 X cos x
2

2 2

— sinx—sinx —> SiN X cOS° X — Sin X Sin° X =Sin X cos x —

— sinx(cos® x — sin® x —cos x) =0 — sinx (cos® x — 1+ cos?x —cos x)=0 —
sinx=0 — x;=0° x,=180°

2c0s* x —cos x—1=0° — 605X=11Tm= <

1 = x3=0°=x,
—1/2 — x4=240° x5=120°

ﬁ
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Les quatre solucions sén valides. Aleshores:

xy=k-360°=2kn
x,=180°+4k-360° =7+ 2k

/4
x4=240"+£-360° = 4% 4 2k amb £ €2

x5:120°+/e-360°:23—n+2/en

Que, agrupant solucions, quedaria:
x1=k-180°=Fkm

o o 2
%120 +£-360°= 2+ 2k | o) gz

x3=240°+k~360°=43—n+2/e7r

e) V3 %+cosx—l=0 - WJI—MMC)Z -

— 3-3cosx=2(1+cos>x—2cosx) = 2cos>x—cosx—1=0 —

1 - .X'IZOO

—> cos x = ~1/2 = x,=120° x5=240°

1+y1+48 1£3 _
i =

En comprovar-ho, veiem que les tres solucions s6n valides:
x1=k-360°=2kn

x2=120°+/e.360°=23—“+2kn amb keZ
x3=240°+k-360°=43—n+2/€7f

) 2 sin x cos x cos x =6 sin® x — 2 sin x cos® x =6 sin® x —>
— 2sinx(1—sin® x)=6sind x — 2sinx—2sin’ x=6sin’ x —
— sinx=0 = x;=0° x,=180°
sz'nzxzl - sz'nx:il - < X3=300’ x4= 10
4 2 x5=210° x4=330°
Comprovem que totes les solucions sén valides.

Donem les solucions agrupant les dues primeres per un costat i la resta per un altre:

x;=k-180°=Fkm
amb keZ
%y =30°+£-90° =L 4 . 2
tg (n/4) +1g x l+2g x
JETVAEX | =1 11 R
g) 1—tg(n/4)tgx+tgx - l—tgx+tgx — letgx+tgx—1g° x gx —

- ¥ x-31gx=0 - 1gx(tgx—-3)=0 >

tgx=0 — x;=0° x,=180°
tgx=3 = x3=71°33"'54,2", x4,=251°33'54,2"
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Les quatre solucions sén valides:

x1=k-360°=2kn
xy=180°+%-360°=m+2kn

x3=71°33'54,2”+k-360°z2—5n+2k7t - amb keZ

x4=251°33'54,2”+/€-360°:7—5n+2k7t

O, el que és el mateix:

x =k 180°=kn
amb teZ

x2:71°33'54,2"+k-180°:25—n+k7t

W Angles en radians

26 Expressa en graus els angles segiients donats en radians:

5z, 7, 4mn. 3mn
=3 23 o e 1,55 3,2
6 3 9 5 > 3

2 rad = 2480 _150° Zx rad - 2180 20 2 rad - 4480 _g0r
3—5“rad=%=108° 1,5rad = 1:2:180° _gg0 551 3m 3 2rad= 222180 183050147
TC TC

27 Passa a radians els angles segiients. Expressa'ls en funcié de n:
135° 210° 108° 72° 126°; 480°

135°=1357'7'5_3_7Trad

180 4
210°= 2%2(’)“ =7anad
108° = 1‘1)26” =35—“rad
72°=%=%—”rad
126°= 1%26“ =Z—grad
480° = 4?26“ :S—;rad

28 Prova que:

a)4dsin ™ + 2 cos = +cosm=2

6 4

in 2T w2 sin T =
b) 243 sin 3 +4sm6 251112 3
c)sinz%—cos%.ftg%‘_,_tgllTn:Sf

in T o 41,592 a1
a) 4szn6+ﬁms4+cos7t—4 2+ﬁ 7 +(-1)=2+1-1=2

/ _— / _ / _— = - —_— .l_ . = p— =
b) 2«135171 +4Sl7l ’ 2317[ —2V3 +4 2 1 3+2 2—3
| _275_ _::C+ _iit_‘_ gL:C—_“E_ __"E + + __‘:‘ = (L+L+ _i>——f‘:‘
C) o 3 e 6 8 3 g 6 2 < 2) 3 ( 3 3 2 2 ! 3 3
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29 Troba el valor exacte de cada una d'aquestes expressions sense usar la calculadora:

a)Scos%—cosO+2c‘os7':—cos377I + cos 2m

b)sin%+sin%+sinn
)cos—+tg43n—tg76n

n in T _ T _ in T
d)«/gc036 +sm6 2co.<>‘4 2«/§sm3

Comprova els resultats amb calculadora.

)5-0-142-(-1)=0+1=-2 b)g+1+0=@2+2
1 3_1.243 Bl 52 575483, 1 | 5.
c)2+«/§— 2+3 d)‘/§-2+2 ﬁz 2‘/52—2+2 3=-2

30 Troba les raons trigonomeétriques dels angles segiients i indica, sense passar a graus, en quin
quadrant és cada un:

a) 0,8 rad b) 3,2 rad c) 2rad d) 4,5 rad
e) n/8 rad f) 7n/4 rad g) 3n/5 rad h) 1,27 rad

* Tingues en compte que: % = 1,57; n=2314 37” =4,7; 2n=6,28.

Per saber en quin quadrant és cada un, podem usar també els signes de les raons trigonometriques.

a) sin 0,8 =0,72 cos 0,8 = 0,50 ¢ 0,8 = 1,03 — Quadrant I
b) sin 3,2 = -0,06 cos 3,2 = -1 tg 3,2 = 0,06 — Quadrant III
c) sin2=0,91 cos 2 =—0,42 tg2=-2,19 — Quadrant II
d) sin 4,5 = -0,98 cos 4,5 = —0,21 tg 4,5 = 4,64 — Quadrant III
e) 5in%=0,38 cos%=0,92 tg£=0,41 — Quadrant I
f) sin%z—o,ﬂ cos% 0,71 tg%z—l — Quadrant IV

o) sin 35“ 0,95 ms3—5“=_0 31 35“ 3,08 — Quadrant I
h) sin 1,27 = -0,59 cos 1,2n = —0,81 tg 1,21 = 0,73 — Quadrant III

31 En cada cas troba, en radians, dos valors per al'angle o tals que:
a) sin ol = 0,32
b) cos o = 0,58
o tgo=-1,5
d) sin o0 = —0,63
a) o =0,33; o, =2,82
b) o = 0,955 0, = 5,33
o) oy =-0,98; o, =2,16
d) o, =-0,68; o, = 3,82
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Per resoldre

32 Representa les funcions trigonomeétriques segiients:

b)y=1+sinx ) y=—cosx d)y=1+cosx

a)y=-sinx

Totes aquestes funcions s6n periddiques, de periode 2n. Estan representades en l'interval [0, 2x]. A
partir d'aqui, es repeteix.

a) y=—sinx b)y=1+sinx
2 Y 2 Y
O3 /4-5\6 X T 335 4 5 6¢x
-1 -1
-2 -2
C) y=—cosx d)y=1+cosx
2 Y 2 Y
0 BB R EE ER R N T 335 & 5 6x
-1 -1
-2 -2
33 Associa cada una de les funcions segiients amb la grafica que li correspon:
a)y=2sinx A1 I
b)y = cos 2¢ /N PN
d) y = sin 2x
5 111 5 IV
| PR
T P 3n 21 i) b 3n | 2m
1 2 2 . 2 2
-2 -2
a) Grafica II1. b) Grafica II. c) GraficaIV. d) Grafical.

34

Troba els punts de tall de les funcions y = sinx i y = 1gx.

Els punts de tall seran aquells les abscisses dels quals compleixin sin x = zg x.

Resolem |'equacio:
sinx=0

(1— 1 >=0—> 1
cos x 1-———=
cos x

sinx—tgx=0 — sinx—3X 0 > snx
cos x

eSi sinx=0 > x=0+2n-k; x=n+2n-k

eSi 1-—1
cos X

=0 = cosx=1 — x=0+2n-k

En resum, x=m- £
En tots aquests, tant el sinus com la tangent valen 0. Per tant, els punts de tall de les funcions sén de

la forma (m - 4, 0).
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35 En una circumferéncia de 16 cm de radi, un arc mesura 20 cm. Troba I'angle central que corres-
pon a aquest arc i expressa'l en graus i en radians.

Com que la circumferéncia completa (100,53 cm) sén 2x rad, aleshores:

100,53 2x 20.2x
s &R = =1 2
0 o %=T00.53 - 20

o=300" 1 25-71°37'11"
2

36 En una circumferéncia determinada, a un arc de 12 cm de longitud li correspon un angle de 2,5
radians. Quin és el radi d'aquesta circumferéncia?

12%2

WD) 2,5rad _ 12cm 5 po_12

_ -4
1rad ~ Recm 2.5 48em

37 Troba, en radians, I'angle comprés entre 0 i 27 tal que les seves raons trigonométriques coinci-

deixin amb les de 12“ .
Com que % =3,8, l'angle o donat verifica 2n < O < 4=, aleshores té més d'una volta completa i

menys de dues voltes.

Si en restem una volta (27), obtindrem I'angle que ens demanen.

Té les mateixes raons trigonometriques que 'angle lgn _on=2m y 0< I tad < 2r.

5 5
. . . A\ ‘/E
38 /\ Si en aquest triangle isosceles sabem que cos o = Vi calcula, sense trobar
I'angle 0., el valor de cos f3.
A ‘A Per calcular cos B necessitem esbrinar primer el valor de sin o
sin® o+ cos? o =1 — sinZOH%:l — sin? a:% — sin()c:\/% ja que és un angle agut.
cos B = cos (180° — 201) = cos 180° cos 204 + sin 180° sin 201 = — cos 20, = —(cos” 0L — sin® o) = —<% — %) = %

39 En un triangle ABC coneixem B =45° i cosA =——-. Calcula, sense trobar els angles 4 i C,

1
5

les raons trigonometriques de I'angle C.

Calculem primer les raons trigonometriques de A ide B.

sin*A+rcosPA=1 — sin® A+ %zl - xinzﬁz% — sin* A = @ ,jaquezzl\< 180°.

sin B = sin 45° = %, cos B = cos 45° = g

sin C = sin (180° — (A + B)) = sin 180° cos (A + B) — cos 180° sin (A + B) = sin (A + B) =
—sinA cos B A-A-@Q(L)Qﬁﬁ—ﬁ
=sin A cos B + cos A sin B = 5 ~2+—5 5= 0
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cos C = cos (180° — (A + B)) = cos 180° cos (A + B) + sin 180° sin (A + B) = —cos (A + B) =

o doomoa a1 42 24 2| 43+42
= —(cos A cos B —sin A sin B) = (5 3 5 2)_ 0

_ 4B-0
e s g 422546
cos C  4y3+42  4/3+\2 23
10

40 Si cos20 = g y 377': <0 <2m, calcula sin o i cos O, sense trobar I'angle o.

cosZOL:@ — coszoc—sinzot=§ - l—sinza—yinzcx:ﬁ - 2:1'7120(:1—? -
- sinz(x:% — sinOl=— % , ja que l'angle és en el quart quadrant.

cos 0= \/ R _66 = \/ i +6B , ja que l'angle és en el quart quadrant.

41 Demostra aquestes igualtats:

tg O
a)g7=cos20c b) sin 40 = 2 sin 20 (1 — 2 sin? o) ©) cos 40, + 2 sin®* 20, = 1
tg 20— tg O
o 7o o goall-rgfa) go(l-gto)
g2o0-go 2o 2iga—1go(l-1g20)  tgo+1gd QL
1—2a %
1— sin® oL cos® o= sin® o
=tg0‘(1_tg20‘) __ cos’o _ cos® o _
1g Oc(l+tg2 o) 1, sin> o, cos® O+ sin® o
cos® o cos® o

2 )
=W=cos2a—sin2a=6052a
cos” 0L+ sin” Ol

b) sin 400 = sin (2 - 200) = 2 sin 20. cos 20. = 2sin 20, (cos® O — sin® o) =
= 2 5in 200 (1 — sin® o — sin® o) = 2 sin 20, (1 = 2 sin’ @)

C) cos 40 + 2 sin® 200 = cos (2 - 200) + 2 sin® 20L = cos® 200 — sin® 200 + 2 sin® 201 = cos® 201 + sin? 20, = 1

42 Simplifica:

2 cos (45° + O) cos (45° — o)
cos 20,

a) b) sin oL - cos 200 — cos O, - sin 20,

2) 2 cos (45° + o) cos (45° — o) _2 (cos 45° cos 0L — sin 45° sin Q) (cos 45° cos OL + sin 45° sin Q) _
cos 201 cos® oL — sin® o,
_2 (cos? 45° cos? o — sin® 45° sin® o) _
cos® oL — sin® o,
_2- [(J2/2)2 cos® 0. — (212) 2 sin® 0|
cos® oL — sin® o

_ 2.1/2 cos®> o —2-1/2 sin* o _ cos* oL — sin* a, -1
cos® oL — sin® o, cos® o — sin® o,
b) sin o - cos (200) — cos O - sin (20) = sin O (cos® O — sin® o) — cos O 2 sin O, cos O =
= s5in OL cos® OL — sin> OL— 2 sin OL cos® OL = —sin> oL — sin O cos® O =

= —sin o (sin® O + cos® Q) = —sin O
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43 Resol aquestes equacions:

sin5S5x +sin3x _

cos x + cos 3x

sin3x + sinx
by Sn3x+sinxg _ 3
cos 3x — cos x

C) sin 3x — sin x = cos 2x

d) sin 3x — cos 3x = sin x — cos x

. 5x+3x 5x —3x
) 2 sin 5 T 1 — 2sindxcosx _y _y sindx _; _ sin(z.zx)=l N
2 cos 3x +x cos 3x —x 2 cos 2x cos x cos 2x cos 2x
2 2
- M:l - 2sin2x=1 —> sin2x=i -
cos 2x 2
2x=30° > x1:15°+/e-360°:%+2/en
2x=150° — x2:75°+/e-360°:?—§+2/en
= - amb keZ
2x=390° — x3=195°+k-360°=—1132“ +2%kn
2x=510° — x4=255°+k-360°=%+2/€n
En comprovar-ho, veiem que totes les solucions sén valides.
. 3x+x 3x —x e
b) 2 sin 2 Y -3 > 2xi{12xcorrx o cosx _ 1 =B—>tgx=—ﬁ—> x1—1500
) ipdxtx o 3x—x —2sin2x sinx  —sinx  tgx 3 x, =330
2 2

Ambdues solucions sén valides; per tant:

x1=150°+/e~360°=5—6n+2k7t

amb keZ
x5 =330°+4k-360°= lérc +2km
3x+x ., 3x—x _
c) 2 cos 5 Sin = cos 2x

2cos 2x sinx =cos 2x —> 2sinx=1 — sinx:% — x1=30° x,=150°

Comprovant, veiem que les dues solucions sén valides. Per tant:

x1=30°+k-360°= % + 2kn

x2=150°+/e.360°=%“+2kn

amb £eZ

d) sin3x —sin x =cos 3x —cos x —> 2 cos 2x sin x ==2 sin2x sinx — (Dividim entre 2 sin x)

— cos2x =—sin2x —> M=—l — tg2x=-1—
cos 2x

2x=315° — x;=157,5°+k-360°
2x=135° = x,=67,5°+k-360°

74

7 202675 — x,=337,5°+£-360° [ O €2

2x=495° — x4=247,5°+k-360°
Podem comprovar que les quatre solucions son valides. Agrupant-les:

x=67,5°+k-90° amb ke”Z
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44 a) Demostra que sin 3x = 3 sin x cos* x— sin® x.  b) Resol l'equacié sin 3x—2 sinx = 0.
a) sin3x = sin (2x + X) = sin 2x cos x + cos 2x sin x = 2 sin x cos x cos x + (cos® x — sin® x) sin x =
=2 sin x cos® x + sin x cos® x — sin x =3 sin x cos® x — sin’ x
b) sin3x—2sinx=0 — pel resultat de 'apartat anterior:
3 sin x cos® x —sin® x — 2 sinx =0 — 3sinx (1 —sin® x) — sin® x — 2 sinx=0 —
— Bsinx—3sind x—sind x—2sinx=0 —
> 4dsindx—sinx=0 = sinx(@sin*x-1)=0 >
sinx=0 = x;=0° x,=150°

%
sinx =24 = x3=30°, x4 =150°, x5 =210°, x4 =330°

Totes les solucions s6n valides i es poden expressar com a:

=k-180°=kn

=30°+/e-180°=%+/en amb keZ

x3=150°+4-180° = 56”+/en

45 Demostra les igualtats segiients:
a) sin® (aTﬂs)—si#(a;B):sina-sinB b) cos? < B) cos? (a%ﬁ)=sinoc-sin|3

a) El primer membre de la igualtat és una diferéncia de quadrats; per tant, podem factoritzar-lo com
una suma per una diferencia:

Jin<a%[3>+sin<agﬁ>]- sin(a;B>—sin(aT_B>

= (1= cos B) (1+ cos B) (1+ cos &r) (1— cos B) =

= (1= cos® o) (1= cos? B) = ysin® o - sin? B = sin oL sin B

) p

2 5in % cos —] [2 cos — sin =

(*) Transformem la suma i la diferéncia en productes, tenint en compte que:

oa+P o-B o+p o-P
2t Yy g 7P

b) Procedim de manera analoga a l'apartat anterior, pero ara:
25

OLEB . d;B oy a;B B 06;5 _B
-t}
2Bl

mz<0cgl3>_mz(0€;B)z[c,,;(a;B)”oS(a;B)].
2

- [2 cos % cos _TB} : [—2 sin % in B [2 cos % coc B ]

2
=4 /1'”2050‘-4/1*-;053- /1_30’(0(~ I_ZOSB=\/(1—60520c)(1—6032B):J:inzoc~sin2[3=sin0(sin[3

NoTa: També podriem haver-ho resolt aplicant I'apartat anterior com segueix:

52 (O‘T‘B) — cos? <°‘%ﬁ> =1—sin® <°‘T‘B) —1+ sin® (#) =
[ 928) (B

(*) Per l'apartat anterior.

25in &
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46 Resol els sistemes segiients donant les solucions corresponents al primer quadrant:

x+y=120° . _ . 2 2 . _
b {smxﬂ;osy 1 o) Jsin” % +cos y=1 d){smx+cosy 1

sinx—sz’ny:% x+y=90° cos? x —sin® y=1 4 sin x cos y=1

a) De la segona equacié: 2 cos

xX+y . x—y 1
2

sin
2

Com que:

x+y=120° = 2 cos 60° sin x;y -1 0.

1 1. 1
2 2T

— sin x;y =% - x;y =30° = x—y=060°

Aixi: x+y=120°

x—y= 060°

2x  =180° = x=90° — y=30°
Aleshores la solucié és (90°, 30°)
b) x + y=90° — complementaris — sin x = cos y

Substituint en la primera equacié del sistema:
cos y+cos y=1 = 2cos y=1 — cosy:% — y=060° = x=90°- y=90°-060°=30°
Aleshores la solucié és: (30°, 60°)

cos®> y=1—sin’ y
¢) Com que ) S
cos“ x=1—sin“x
El sistema queda:
sin x +1—sin® y=1 sin® x —sin® y=0
) L2 - 2 02
1—sin” x —sin” y = —sin” x —sin” y=0

25iny=0 — siny=0 — y=0°
Substituint en la segona equacié (per exemple) del sistema inicial, s'obté:

cosx=1—> x=0°

cos>x—0=1 = cos> x=1=
cos x=—1 — x=180°€ 2n quadrant

Aleshores la solucié és: (0°, 0°)

d) sin x +cos y =

=1— /
4sz'nxcoxy=1} @ e

4i0 1 1—

b4sinx(1— sinx)=1 — 4dsin* x—4sinx+1=0 — sinx= ) — cos y=

1_1
2 2
Les diferents possibilitats sén:
x=30°+360°- %
=60°+360°- £

x=30°+360°- %
y=300°+360°- 4
x=150°+360°- 4
y=060°+360°- £
x=150°+360°- 4
y=300°+360°- £
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4'7 Sense desenvolupar les raons trigonométriques de la suma o de la diferéncia d'angles, esbrina per
a quins valores de x es verifica cada una d'aquestes igualtats:

a) sin (x — 60°) = sin 2x b) cos (x — 45°) = cos (2x + 60°)
c) sin (x + 60°) = cos (x + 45°) d) cos 2x — 30°) = cos (x + 45°)
a) sin(x—060°) =sin2x — sin2x—sin(x—60°)=0 —
2x+x—60° . 2x—(x—=060°) _ 3x—60° . x+60° _
— 2 cos > sin 5 =0 — cos > sin > - 0

3x—00" _gpe _, »-80°+360°- k
3x-60° o ) 2
2 3x —60°
"T=270° — x=200°+360°-k

Si sumem 360°, trobem una altra solucié:

e Si cos

“‘T@":%u%m > x=320°+360°- £

] ’“—260:0" — x=300°+360°- %

e Si sin%:O - .
%:180" — x=300°+360° £

b) cos (x — 45°) = cos 2x + 60°) — cos 2x +60°) — cos (x —45°)= 0 —

2x+60°2+x—45° sin 2x+60°—2(x—45°) _0 - sin 3x-;15° jmx+;05° -0

SX+T150=0° — x=355°+360°- £

— =2 sin

. Si sinwﬂ)_)‘ .
3x+15% _180° - x=115°+360°- &

2

Si sumem 360°, trobem una altra solucié: 3x+T150 =0°+360° = x=235°+360°-%

x4105" _go 5 4 2255°4360°.
x+105° 2

=0 —
2 9

*Si sin

%ﬂw 5 x=255°+360°-k

c) sin(x +60°) = cos (x + 45°)
Com que cos x = sin (x + 90°), podem substituir en el segon membre obtenint:
sin (x + 60°) = sin (x + 45° + 90°) — sin (x + 60°) = sin (x + 135°) — sin (x + 135°) —sin (x + 60°) = 0

x4135°+ 2460, x+135°—(x+60%) o _, coswﬂ'”%sozo -

—2 cos

2 2
”*Tl%lw — x=352°30'+360°- /
”*Tl%lzm" 5 x=172°30'+360°- £

d) cos (2x —30°) = cos (x + 45°) — cos (2x —30°) — cos (x +45°)=0 —

2x—30°2+x+450 sin 2x—30°;(x+45°) =0 — sin X 5150 sin x_2750 =0

415" e Ly 4 2355°4360°.
Bx4l5° o ) 2

2 w=180° — x=115°+360° 4

— 2sin
*Si sin

Si sumem 360°, trobem una altra solucié: w =0+360° — x=235°+360°-k

X=75" _0° =5 x=75°+360° &
x=75° 2

o Si sin¥=7"_0 -
1 Sin 2

X=75" _180° — x=75°+360°-k

2
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48 En una circumferéncia goniométrica dibuixem els angles o i . Anomenem =0 —f.
P(a, b)

Qle, d)
‘!.m

a) Quina d'aquestes expressions és igual a sin y?

Lac+bd 1.bc—ad 1l.ad-bec 1V.ab+cd
b) Alguna d'aquestes és igual a cos Y?

a) sin Y = sin (0L — B) = sin o cos B — cos o sin B = ad — bc (111)

b) cos ¥ = cos (0. — B) = cos 0 cos B + sin o sin P = bd + ac (1)
Pagina 145
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49 Quina de les condiciones segiients han de complir x i y perqué es verifiqui cos (x + y) = 2 cos x cos y?
Dx=y @x-y=n @x+y=72 Wx-y=7
cos (x + y) = cos x cos y — sin x sin y

Si cos(x+7y)=2cosxcosy — cosxcosy—sinxsiny=2 cosxcosy —> —sinxsiny= cosx cosy

— , —sin x sin , . L ,
Dividint entre cos x cos y, s'obté que Tmxsmy 1, ésadir, —zgxrgy=1 iaixd passa només quan

cos x cos y
es compleix (IV) perque, aillant 3 tenim: y= x+ %, aleshores:
. . T
szn}/:.vm(x+?>:cosx _
sin
> trys }’:cojvx:_ ‘1 ___1
cosy=£05<x+£>=—sinx cosy —sinx  sinx  tgx
2 cos x

50 Expresa sin 40 i cos 40 en funcié de sin o i cos O
sin 400 = sin (2-200) = 2 sin 200 cos 0L =2 - 2 sin O, cos O. (cos® O — sin® O) = 4 cos> O sin O — 4 cos OL sin> O
cos 4 0L = cos (2-201) = cos? 0L — sin® 200 = (cos? o — sin* 0) % — (2 sin OL cos O) % =

4 4 4

=cos* oL — 2 cos® o sin® O+ sin 4

oL — 4 sin’ o cos® o = cos* o — 6 cos® o sin® oL+ sin* o

51 En duplicar-se un angle, se'n duplica el sinus? Prova si es compleix sin 2x = 2 sin x per a qual-
sevol valor de x.
L'afirmaci6 és falsa perque, per exemple, sin 60° =3 sin 30° = 2 sin 30°.
Vegem ara si existeix algun angle que compleixi la relacié sin 2x = 2 sin x.
2sinxcosx=2sinx = sinxcosx—sinx=0 — sinx(cosx—1)=0
*Si sinx=0 — x=0°+360°- k, x=180°+360°- £k
*Si cosx=1 — x=0°+360°- £ (solucié obtinguda anteriorment)

Per tant, els tinics angles que compleixen la relacié donada s6n de la forma 180° - 4.

52 Justifica que en un triangle ABC, rectangle en A, es verifica la igualtat segiient:
sin2B = sin 2C
Com que el triangle és rectangle en A, tenim que B = 90°— C i, per tant,
sin B = sin (90° — 6) = cos C i cos B = cos (90° — 6) =sinC
Aleshores, sin 2B=2sinBcosB=2cos CsinC =5in2C

53 Per a quins valorsde o i B es verifica la igualtat sin (0. + B) = 2 sin 0. cos 32
Com que sin (0t + B) = sin o cos B + cos o sin B, sin (0t + B) = 2sin oL cos B —
— sin 0 cos P+ cos O sin =2 sin O cos B — cos O sin B = sin o cos B

Aquesta relacié és certa, Obviament si o = f3.
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sinQ _ S

Per altra banda, dividint entre cos 0 cos B, tenim que
cos 0L cos O

de tenir la mateixa tangent.

; aleshores els angles o0 i B han

Aixo passa quan 3 =0+ 180° - £ per la periodicitat de la funcié y = zg x.
Si cos 0. =0, aleshores 0 =sin o cosp — cosB=0, jaque sino=+l.

Per tant, la relacié també és certasi o0 i B sén simultiniament de la forma 90° + 360° - £ o 270°

+360° - A.

En resum, es verifica la igualtat quan B = o + 180° - 4.

54 Quina relacié hi ha entre les grafiques de cada una de les funcions segiients i les de y = sin x i
y=cosx?

= si n = n = n_ =sin (& —
a)y-sm(x+2> b) y cos<x+2) oy cos<2 ) d)y sm<2 x)
La relacié que existeix és que la grafica de la funcié y = cos x esta desplagada horitzontalment cap a

I'esquerra % unitats respecte de sz x.

a) Coincideix amb la grafica de la funcié y = cos . b) Es la grafica de la funcié y = —sin x.
¢) Coincideix amb la grafica de la funcié y = sin x. d) Coincideix amb la grafica de la funcié y = cos x.

(A més de comprovar-se mitjancant la representaci6 grafica, pot provar-se facilment usant les férmules
de les raons trigonométriques de la suma o diferéncia d'angles).

55 En quins punts de l'interval [0, 47] tallal'eix X cada una de les funcions segiients?

X

2
Els punts de tall amb I'eix X sén aquells per als quals y = 0.

a) y = cos b) y = sin (x— =) c)y=cos(x+m)

(x—m=—7 = x=0
X_T 5 v_q x—-m=0 = x=m
a) cosX=0 - 22 b) sin(x—m)=0 = x—nm=nt — x=2n
2 x_ 3, yo3g
) N x—m=2n = x=3n
(x—m=31 = x=4n
_3n -
X+m==3 — x 3
xam=2L _y xo3T
2 2
c) y=cos(x+m)=0 = 1 7 5
_ /T -2
X+m== - x 3
x+n:9—ﬂ - x:77n

Per aprofundir

56 Demostra quesi o + 3 +7=180° esverifica: g+ rgP +1gy=tga-tgP - 1gy

1g360°—tg (a0 +B)
1+1g360°-tg (0 + B)

tgo+ig Brigy=tg 0 +1g B+1g(360°—(0+P))=rg o +2g B+

two+gB  mo+rgP-rogP-gwogP-tgo-p

=tgo+tgPB—tg(0+P)=tga+1g -

l-tgatg B l-rgozg B
o P-rgargP —tgo—1gP : B
= g0 P —tgoctgﬁ4l_tgatgﬁ—tgoctg[3[ tg (o +P)]=

=tg 0L tg Prg (360°— (o +PB))=tg oL zg Prgy
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Unitat 5. Férmules i funcions trigonomeétriques

5'7 Prova si hi ha cap triangle isosceles en el qual el cosinus de I'angle diferent sigui igual a la suma
dels cosinus dels angles iguals.

Si anomenem x cada un dels angles iguals, aleshores I'angle desigual és 180° — 2x.
Es tracta de veure si la seglient equaci6 té soluci6: cos (180° — 2x) = 2 cos x

Vegem-ho:

c0s 180° cos 2x + sin 180° sin2x =2 cos x —> —cos 2x=2cos x —> —cos x +sin* x =2 cos x —>

2x+l—cos’x=2cosx = 2cos*x+2cosx—1=0 —

2412 —1+y3
4 )

— x=68°31'45" té cada un dels angles iguals i I'angle desigual té 180° — 2 - 68°
31' 45" = 42° 56' 30"

—> —C0S

—> (0S X =

Si cosx=

cos x = f3+1 >1 que no és possible perque el cosinus d'un angle no pot ser més gran que 1.

2

Per tant, no existeix cap triangle amb aquestes condicions.

58 Resol els sistemes segiients i déna'n les solucions en l'interval [0, 27):

2) {cosx+cosy=—1/2 b {x+y=n/2 c {sinx+siny=«/§/2 d {sinx-cosy=1/4

cos x cos y=—1/2 V3cosx—cosy=1 sin® x + sin® y =314 cos x - sin y =1/4
-1 1
a) 50””5“)/——? Cos y=———Cos X
cosx.cosy:_% cosx(—%—cosx)=—% - —%cosx—coszpm—l — cosx+2cos* x=1
-1-3 _ 4
2cos x+cosx—1=0 — cosx=—1EV1+8 4
4 -1+3 _ 1
4 2

*Si cosx=-1 - x=nx

1 1 y=nl3
w ==y =ED=5 <y=57'c/3

=T
* Si cosx—— < z O
=3 ¢ s y=—m—5==1 > y=n
Solucions: (n, %), (n, 57”), (%, n), (53_75, n)
b y= %
T

Bcosx—cos(%—x):l — Bcosx—cos%cosx—sin?sz’nx=l — Bcosx:sinx+1

Elevem al quadrat:

3cos? x=sin*x+2sinx+1 = 3(1—sin®x)=sin®*x+2sinx+1 = dsin*x+2sinx-2=0 —

— 2sin® x+sinx—1=0 — sz'i1ac=_14—J£3
* Si sz'nx:% - x=%, x=%t
Ty, _m_T <£,£> 1
¢ V26 3763
xz%t - y:%_%‘:_% no pot ser perque no esta en l'interval donat
*Si sinx=-1 — x=37n — yzg—%t:—n tampoc no és possible pel mateix motiu.
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¢) Elevem al quadrat la primera equacié:

2 3 3_3

sin x+2xinxsz'ny+5in2yzz - 2:inx:iny+zzz — sinx sin y=0
Si sinx=0 — x=0, x=n
b 3 T 2n

A 5 = —> =— ==

més, sin y =2 Y= V=
Substituim en el sistema per comprovar-les perqué poden apareixer solucions falses en elevar al
quadrat.
(05} (0.2 (53} (=) i
Sisiny=0 = y=0, y==n
Amés, sinx=13 5 yom ,_2n

més, sinx =2 x=7h x=
Substituim en el sistema per comprovar-les perqué poden apareixer solucions falses en elevar al

quadrat.
(%) 0)) (%) TE)) <%) O), (23_7'C, TC) Valen.

d) Elevem al quadrat la primera equacié i substituim en la segona:

o wsin? y=be o ol x(i-co? )l > (1o L)oo
16 16 16 sin> x) 16
e e e R
16 sin* x/ 16 16 sin® x 16 16
- 1_%—31'71236:0 — 165in* x—1-16sin* x=0 —
16 sin” x
S 165in% x—165im2 x+1=0 — in? x = 16+«/@=21«/§
32 4

*Si sinx= M: 2+43 — cos y= 1 =*/8—«/§

4 2 4 2443 4
2

x=75% x=105° y=75° y=285°
Ara comprovem les solucions perque, en elevar al quadrat, poden apareixer resultats falsos:
(75°,75°) — Val.
(75°,285°) — No val, ja que no compleix la segona equacid.
(105°,75°) — No val, ja que no compleix la segona equacié.
(105°, 285°) — Val.
2+3_ 2443 1 612

e Si sinx=— = — cos y=— -

4 2

x=285% x=255°% y=105°% y=255°

Ara comprovem les solucions perque, en elevar al quadrat, poden apareixer resultats falsos:
(285°,105°) — Val.

(285°,255°) — No val, ja que no compleix la segona equacié.

(255°,105°) — No val, ja que no compleix la segona equacio.

(255°,255°) — Val.
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59 Demostra que:
21g (x/2)
1+ tg2 (x/2)

1-1g% (x/2)
1+ th (x/2)

21g (x/2)

b) CoOs X = W

o) tgx=

a) sinx =

a) Desenvolupem i operem en el segon membre de la igualtat:

210 X [1—cos x [1—cos x
th =2 l+cosx _ 2 1+cos x

_ l+cosx+1l—cosx
1+tg2i 14 izcosx
1+ cos x 1+ cos x

) [1—cos x
=N Lrcosx (14 o), [Lmcosx
2 1+ cos x

1+ cos x

=\/(1+cosx)211_CA J(1+ cos x) (1= cos x) = «/l—cos X = «/:m X=sinx
+ 005 X

l—tgzi 1-l-cosx l+cosx—1+cosx
b)72= l+cosx _ 1+ cos x _2cosx _ o0
1+th1 14 1=cosx 1+cosx+1—cosx 2

1+ cos x 1+ cos x

2gx g flmwss ) [l
) 2 _ l+cosx _ 1+ cos x _
1—tg2i 1— l—cosx 1+cosx—1+cosx
1+cos x 1+cos x

1—cos x

2 —_ vYe A

_ ltcosx _l+cosx |[l—cosx _
2cos x cos x 1+ cos x
1+ cos x

\/(1+cosx)21 cos X L-«/(1+cosx)(1—cosx)=

 cos x l+cosx  cosx
-1 «jl—coxzsz- sin? x = —1 SInX=1g x
cos x cos x cos x

60 Demostra que, en la figura segiient, 0. =3 + V:

/(/Ba

Suposem que els quadrats tenen costat /.

Per una part,

tga:%:l
Per un altre costat,
[
e (B+Y)= gBrgy _ 20731 _ % -1
¢ I-wgBuy | L I 1
2/ 3/ 6

Aixi, o i B+ s6n dos angles comprensos entre 0° i 90° les tangent dels quals coincideixen. Per tant,
els angles han de ser iguals; és a dir, ot =3 + 7.
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Autoavaluacié

Pagina 145

1Sicoso=—L i O < 7, troba:

4
a) sin O b) cos (% + Oc) ©tg % d) sin (% - OL>

a) sint0+cos? o=1 = sin® 0+ -1 =1 = sin Oc-—g - smoc-% ja que l'angle és en el 2n quadrant.
=35-1
8

16
cosoc—.cmgsmoc—l (—1)— 3 415 _

b”‘”(?“") 2 \T4)7 24

).

1
4 JE
o o m
) 1g > ( L) perque 3<%
4
d) sin(%—d):sin%cos0(—605%51'710(:%-(—%)—@-%:_3%‘/5_1
2 Demostra cada una d'aquestes igualtats:
2tz o
a) 1g20 = —=>>—
)8 1-#g% o
b) sin (0t + B) - sin (00— B) = sin? o — sin® B
2 sin O, cos O
; ; 2 2tg O
a) fo 20 = Sm200 _ 2sinQcosO __ costo  _ 4
)18 cos 200 cos? ol — sin? o 1- sin? o 1- tgloc
cos® o

b) sin (ot + B) - sin (ot — B) = (sin o cos B + cos o sin B) (sin o cos B — cos o sin B) =
= sin’ 0. cos® B — cos® o sin’ B = sin”® o (1= sin’ B) — (1= sin® &) sin® P =

= sin’ oL — sin’ O sin® B — sin® B + sin® o sin® B = sin* oL — sin’ P

3 Resol:

2 x .
=~ —sinx=1
2

a) cos 2x — cos <%+x) =1 b) 2 zg x cos

a) COSZX—COS<%+DC>=1

cos> x —sin*x —(—sinx)=1 > 1—sin®x—sin*x+sinx—1=0 —

sinx=0 = x=0° x=180°

— 2s5in’ x+sinx=0 = sinx(2sinx+1)=0
SIn® x + sin x sinx(—2sinx+1) <$z'nx:% X 230°, x150°

Solucions:
2y =360° &5 x5 =180°+360°- k5 x3=30°+360°- &5 x4=150°+360° k, amb ke Z

X

b) Ztgxcoxzj—sinle - Ztgx%—xinx:l — gx+tgxcosx—sinx=1—

S x X1—45 +3600 k Z
— 4
—>tgx+cosxcosx sinx=1 — tgx=1 < 925°4 360°. £ amb ke
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4 Simplifica:

sin 60° + sin 30° sin? q,
2) cos 60° + cos 30° b s 1- (1 * tgz )
. 60°+30° 60°—30°
2) sin 60° + sin 30° _ 2 sin 2 o 2 _sin45° _ 10 45°=1
cos 60° + cos 30° 2 cos 60° + 30° cos 60°—30° cos 45°

2 2

b) sin® o (l—tgll>= sin® o <1+ 1—cos0€>= sin® o ( 2 >= 2 sin’ o 2.cm o _oy
1—cos o 2 1—cos 1+ cos o 1—cos ot \ 1+ cos o 1— cos2on  sin? o

5 Expressa en graus: 4 T rad, 5 ™ rad, 2 rad.

34” rad = 135° 57“ rad = 450° 2 rad = 114° 35' 30"

6 Expressa en radians donant el resultat en funcié de = i com a nombre decimal.
a) 60° b) 225° c) 330°
a) 60°=% rad = 1,05 rad
b) 225° = % rad - 3,93 rad
c) 330° = lén rad = 5,76 rad

7 En una circumferéncia de 16 cm de diametre dibuixem un angle de 3 rad. Quina longitud tindra
I'arc corresponent?

[=8-3=24cm

8 Associa aquesta grafica amb una de les expressions segiients i digues quin és el periode:

b3 21 3n in
-1

b) y = sin 2x c)y:sin%

sinx

a)y=
La funcié representada és de periode 47 i es correspon amb la de I'apartat c).
Podem comprovar-ho estudiant alguns puntos. Per exemple:

T
x=m — y=sm5=1

2n

x=2n — y=sin =sinmt=0

37'5 --1

%
x=3n ysmz

x=4n = y=sz’n%=sin2n= 0



