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Com operar amb /-1?

Procedirem com els algebristes antics: quan ens trobem amb -1 , continuarem endavant operant
amb aquesta amb naturalitat i tenint en compte que (y-1)? = —1.

1. Per comprovar que a i b sén les arrels d'un polinomi, podem posar (x — a)(x — b) i operar per
obtenir aquest polinomi. Per exemple, aplicarem aquesta técnica per comprovar que 2 + 3y-1 i
2 —3y-1 sén les arrels del polinomi x* —4x + 13:

[x— 2 +3/-1)][x- 2-3/-1)] =
=x?—(2+3/-1)x-(2-3/-1)x+ (2+3/-1)(2-3/-1) =
=x?-2x-3/-1x-2x+3/-1x+22-(3/-1)? =22 —4x+4-9.(-1) =x* —4x + 13

u Troba les arrels de I'equacié x? —4x + 5 i, aplicant la técnica que acabem de veure, comprova que efectivament

ho sén.
‘e 41«/126—20 _ 4¢2JT4= 4izzﬁ=2w_—l

[x—@ VD]~ @ D] =22 —x@ = D) - x Q@+ =D+ @+ 1) 2~ 1) =
=x? 4+ 4-2{-1+2{-1-(-1)=x> —4x +5
2. Comprovem ara que —8 té tres arrels ctibiques: -2, 1+ y3/-1 y 1-3/-1.
La primera és clara:
-2’ = (-2)(-2)(-2) = -8
Vegem la segona:
(1+By-1)2=1%+3.12. (B3Y-1) + 3.1 (y3/-1)? + (34-1)* =
= 1+3V3/-1 +3(3)*(-1)* + (/3)*(-1)* =
=1+3y3y-1 +9(-1) +3/3(-1- J-1) =
=1+3/3/-1-9-3/3/-1=--8
m Comprova la tercera veient que (1 — y3y-1)% és igual a —8.
(1-y34-1)7=17=3-12-y3/-1+3-1-(J3{-1)* = (34-1)° =
=1-3y3{-1+3-3-(-1)=33-(-1)y-1=1-3y3/-1-9+3y3/-1=-8
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ﬂ En qué consisteixen els nombres complexos
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1 Cert o fals?

a) El nombre 7 és un nombre real. Per tant, no és un nombre complex.

b) Si a + bi és un nombre complex, aleshores no pot ser nombre real.

©) Perque el nombre complex « + bi sigui imaginari fa falta que & sigui zero.

d) Perque el nombre complex « + bi sigui imaginari és necessari que & sigui diferent de zero.

e) El nombre 0 + 07 ni és complex ni és real.

f) El nombre 5 no té nombre conjugat.

g) Si un nombre complex coincideix amb el seu conjugat, aleshores és un nombre real.

h) Si un nombre complex coincideix amb el seu oposat, aleshores és el zero.

i) Sil'oposat d'un nombre complex coincideix amb el seu conjugat, aleshores és imaginari pur.

a) Fals. Els nombres reals sén nombres complexos la part imaginaria dels quals és zero.

b) Fals. Si 4 =0, el nombre complex també és un nombre real.

¢) Fals. La part real no influeix. Es imaginari si la seva part imaginiria no és nul-la.

d) Cert.

e) Fals. El nimero 0 + 07 és real pero no és imaginari perque la seva part imaginaria és zero.

f) Fals. El nombre conjugatde 5=5+07 és 5=5-0i.

g) Cert. Si a+bi=a—bi - b=-b — 26=0 = 6=0

Per tant, la seva part imaginaria és zero i és un nombre real.

h) Cert. Si a+ bi=—a—bi — 2a+2bi=0 — {MZO 7 a0

2b=0 — 6=0
i) Cert (sempre que el nimero no sigui zero).

Si—a—-bi=a—bi > —a=a = 2a=0 = a=0

2 Fixa't en els nombres complexos segiients:
3+24, —/3 +54, 24, 7, 0

a) Quins sén nombres reals? Posa'ls en forma binomica.

b) Quins s6n imaginaris?

©) Quins sén imaginaris purs? Posa'ls en forma binomica.

d) Escriu l'oposat de cada un.

e) Escriu el conjugat de cada un.

a) 7=7+0; i 2=2+0:; sébn nombres reals.

b) Els nombres imaginaris sén 3 + 27, —3 +5ii 2i

¢) 2i =0+ 2i és imaginari pur.

d) L'oposatde z=3 +2i és —z=-3 —2i. L'oposatde z=—y3+57 és —z= 43 —5i.
L'oposat de z=2i és —z=-2i. L'oposatde z=7 és —z=—7.
L'oposatde z2=0 és —z=0.

e) El conjugatde z=3 +2i é z=3-2i. El conjugatde z=—y3+5i és z=—{3-5i.
El conjugatde z=2i és z=-2i. El conjugatde z=7 és z=7.

El conjugatde z=0 és z=0.
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3 Representa graficament els nombres complexos segiients i digues quins sén reals, quins imaginaris
i, d'aquests, quins s6n imaginaris purs:

533 % + %i; 54 75 34 05 —1—d5 —75 4i
Si anomenem:
Zl=5—3i ZZ=% %l Z3=—5i
z4=7 Z5= J3i z5=0
Z7=—1—i ZS=_7 Zg=4i
%9
A
25‘ o2
2g Zg 24
47
ozl
\23

Sén reals 24 25 1 2g. Laresta sén imaginaris. Sén imaginaris purs z3, 25 i zq.

4 Resol aquestes equacions i representa'n les solucions.

a)z2+4=0
b)z2+6z+10=0
©)322+27=0
d)3z2-27=0
a) 22+4=0 > z2=—4 - z=t{-4 —> z=12i fl
Les solucions sén z; =27 i z, = —2i.
y
(5]
b) 22 +6z+10=0 — z:_6i2m=_62izi:—3i2i o
Les solucions sén: z; =-3 +2i i z, =-3 —2i.
.22
Q) 3z22+27= 0 > z2=-9 - z=2/-9 > z=+3i =1
Les solucions sén z; =37 i 2, = —3i.
'Z
2
d)3z2-27=0 = 22=9 - z=1/9 —> z=%3 ’
Les solucions sén: z; = 3 i z, = -3. % 2
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Unitat 6. Nombres complexos

5 Representa graficament cada nombre complex, el seu oposat i el seu conjugat:

a)3-5i b)5 +2i c)-1-2;
d)-2 + 3 e5s f)o
g) 2i h)-5i i) -2
3_s; —z=-3+5i " 542 —z=-5-2i
a) z=3-5 — 345 ) z=5+2i — - 5_2;
—z z
\ /
Nt/ :
N\ | / T
/
P S~
\ —Zz/, ‘\\E
\
\
zZ
—z=1+2i —z=2-3i
c) z=—1-2i — 1_ ) d) z=-2+3i > 1_ )
z=—1+2i z=—2-3i
Z
z, —Z \
\
/ 1\
z N\
z —z
5401 —z=-5+0; 0 0407 —-z=0+07
e) 2=5+0i — 250 z=0+0; > = _0_0
—2 Z —z|z
) z z
0421 —z=0-2; L 0_s; —z=0+5;
8)2=0+21 =12 oy V22051212 .5
—Zkg
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—z=2-0;
i) z2=—2+0i > _ )
z=-2-0;

N

6 Calcula 3, 4, 5, i% %, !, i?2, i?3. Déna un criteri per simplificar poténcies de i d'exponent

natural.

it=i P2=i =i iP=i iV =i i?l=i Al o

l-2 -1 l-6 -1 l-lO -1 l-l4 -1 l-18 -1 l-22 -1 l~4n+2 -1
- 4

P=—i i’ =—i M= Y= Y= iP=—i 3=

=1 8=1 i12=1 i10=1 20=1 %=1 =1

Criteri valid des de 7 = 0.
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1 Cert o fals?

a) La suma d'un nombre complex i el seu oposat és 0.

b) La suma d'un nombre complex i el seu conjugat és un nombre imaginari pur.
¢) La suma d'un nombre complex i el seu conjugat és un nombre real.

d) El quadrat d'un nombre complex qualsevol és un nombre real.

e) El quadrat d'un nombre imaginari pur és un nombre real.

f) El quocient de dos nombres imaginaris purs és un nombre real perque 42 =4,
a'i a

a) Cert. Efectivament, (2 + i) + (—a— bi) = 0.

b) Fals. Per exemple, (5 + 3i) + (5 —3i) = 8.

c) Cert. Perque (a + bi) + (a— bi) = 2a és un nombre real.

d) Fals. Per exemple, (2 + )% =4 + 4i + i> =3 + 4i no és cap nombre real.
e) Cert. Efectivament, (61)? = 6%i% = —b* és un nombre real.

f) Cert. Podem simplificar la fraccié dividint numerador i denominador entre 7.

Pagina 151
Fes-ho tu. Obtén un polinomi de segon grau les arrels del qual siguin 27 i —y24.
P(9)=(x =20) [x = (=2)]=(x =\20) (x + 20) = x> = ({2)* = x* = (-2) = %" +2

Fes-ho tu. Quant ha de valer x perque (4 + 37)(3 — xi) sigui real?
(4 +31)(3 —xi) = 12 —4xi + 9i — 3xi% = 12 + 3x + (9 — 4x)i

Perque un ndmero sigui real la seva part imaginaria ha de ser zero. Per tant: 9 —4x=0 — x= %

2 Efectua les operacions segiients i simplifica el resultat:

a) (6—5i) + (2 — i) — 2(=5 + 6) b) (2-34) (5 + 4i) + 1 (6~ 49)
O B +2i) (4—24) d) @2 +3) (5— 6§) o) (ci+1) 3—24) (1 +3i)

24 4i 1_ 4 414 N 54i
ey ® 50 W 5esi D S5
o 1457 4-2i 2. (-39 (1-2i)
D 3.4 b =57 D 6_3<5+§’> m 2

) (6-5)+Q2-9)—-2(-5+6)=6-5+2—7i+10—12i=18—18;

b)(2—3z’)—(5+4z')+%(6—41’)=2—3z’—5—4z’+3—2z’=—9z’

Q) (B+2)(4-20)=12—-6i+8i—4i*=12+2i+4=16+2i

dDQ2+3)(5-6)=10-12i+15i—18i*=10+3i+ 18 =28 + 3;

@) (—i+1)(3-2) (1 +3)=(=3i+2i2+3-2)) (1 +3)=(3-2-54) (1 + 3i) =
=(1-5) (1 +3)=1+3i-5i—15*=1+15-2i=16-2i

f) 2+4i  2+4)(4+20) _8+4i+16i+8:> _ 20i _ 20i

==

4-2i (4-24)(4+24) 16—42  16+4 20
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y1-4i (1-49G-9) _3-i-12i+4* 3-13i-4 -1-13i -1 13,
¥ 35 T B+)B-)) 9_;2 941 0 10 10
by 4+di _ (4+4)(3-5) _ —12-20i-12i-20: | -12-32i+20 _

3+5i (=3+5i)(=3-5i) 9_25:2 9425
8-32i 8 32. 4 16

- o 22, 4 16,

34 T34 3417 17
) S+l _ G+)(2+41) _—10+5i—2i+i® _-10+3i—1 _—11+3i _—11 3

B, S ;¥ B, B R 5 s I
y Lesi_ (1450 (3—4) _3-4i+15i-20 _3+11i+20 _23+11i _23 11,
V' 3v4i = (3+4) (3—4) 9_1672 9+16 25 25125
k) 4—'2Z'= (4_21)(_1) =—4i+2i2 =—4i—2=—2—4i

i i(—i) 1

_ 2 -6- 6, 9,56,
D)6 3<5+51> 6 15+51 9+5l
my 3020-2) _92(1-2i) _ -9(1-2i) _—9+18i _ (-9+18)(2-2i) _

(2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+2i) (2+24)(2-2i)
_ —18+18i+36i—36i2 _ —18+54i+36 _ 18+54i _ 4

18, 54;_9 27,
8 "8 ' T4 4"'

4472 4+4 8
3 Obtén polinomis les arrels dels quals siguin:
a)2+4y3i i 2-43i b) -3i i 3i O1+2ii3-4i
(Observa que només quan les dues arrrels sén conjugades, el polinomi té coeficients reals).
3 b= @+ {30) = @ = 3] = (66— 2) = 3] [(6=2) + {31 = (v— 2> — (Y3 =
=x?—bx+4-32=x?—dx+4+3=x>—4x+7
b) [x— (-39)] [x—3i] =[x+ 37] [x— 3] =x2 = 9> =x>+ 9
o) [x—(1+2)] [x—(3-49)] = [(x—1) —2i] [(x—3) +4i] =
=(x—1) (x—3) +4(x—1)i—2(x—3)i — 8i* =
=x?—4dx+3+ (4x—4—2x+06)i+8=x—4dx+ 11+ (2x+2)i=
=x2—dx+ 11+ 20+ 2i =x% + (=4 + 2d)x + (11 + 24)

4 Quant ha de valer x perqué (25— x7)? sigui imaginari pur?
(25 = xi)* = 625 + x%i* — 50xi = (625 — x*) — 50xi
Perque sigui imaginari pur:
625-x*=0 — x*=625 = x=+y625=+25
Hi ha dues solucions: x; = =25, x, = 25
5 Representa graficament z; =3 + 24, 2z, = 2 + 5i, 2; + 3. Comprova que 2, + z, és una diagonal
del paral-lelogram de costats z; i 2,.

Z1+2=5+7i

Z1 + 2y

21

\\\\ ~
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E Nombres complexos en forma polar
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1 Cert o fals?

a) Els moduls de dos nombres complexos oposats sén iguals perd amb signes diferents.
b) Els moduls de dos complexos oposats sén iguals.

¢) Els moduls de dos complexos conjugats sén iguals.

d) Els arguments de dos nombres complexos oposats difereixen en 180°.

e) Els arguments de dos nombres complexos conjugats s6n oposats (0t i —01).

f) L'argument de qualsevol nombre real és 0.

g) L'argument dels nombres reals negatius és 180°.

h) L'argument d'un imaginari pur és 90° o 270°.

a) Fals. El modul d'un nombre complex no nul sempre és un nimero positiu.

b) Cert.

Si z=a+bi = —z=—a—bi = |—z|=V(-a)2+(=b)2={a® + b*=| 7|

c) Cert.

Si z=a+bi = z=a—bi — |z|=\a2+(b)2=\a2+b*=|z|

d) Cert. Podem veure-ho en el grafic segiient:

Z
_z,
180°
1800
—Z
e) Cert. Podem veure-ho en el grafic segiient:
.z
@ p
(
&
w' -B
z

f) Fals. Només els nombres reales positius tenen argument 0°.

g) Cert, perque els seus afixos sén en 1'eix horitzontal negatiu que forma 180° amb I'eix horitzontal
positiu.

h) Cert, perque el seu afix és en I'eix vertical que forma 90° amb ['eix horitzontal positiu, en el cas en
que la part imaginaria sigui positiva, i 270° en el cas que la part imaginaria sigui negativa.
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2 Escriu en forma polar els nombres complexos segiients:

a)l+3i b) V3 +i o-1+i
d)5-12; e) 3i f)-5
a) 1+y3i=24 b) V3 +i=250 Q) —l+i=y235
d) 5-12i =13 9557 ¢) 3i =300 £) =5 = 550r

3 Escriu en forma bindmica els nombres complexos segiients:
2) 5(2/6) rad b) 235 ©) 24950
d) 3540- €) 5180° £) 49¢-

b) 2350 =2 (cos 135° +i sin 135°)=2(—%+i%)=—ﬁ+ J2i

©) 24950 =2135=—V2 +42i

d) 3,400 =3 (cos 240° + i sin 240"):3(—%—:'@):—%— 361’

C) 5180° =-5
f) 4900 = 4i

4 Expressa en forma polar I'oposat i el conjugat del nombre complex z = 7.
Oposat: —z = 718, ¢,

Conjugat: z =350 _¢

5 Escriu en forma bindmica i en forma polar el complex:

z = 8(cos 30° + i sin 30°)

z=830u=8(cos30"+i5in30°)=8<§+i%)=82—‘/§+%i=4«/§+4i

6 Siguin els nombres complexos z; = 4g¢c i 25 = 35100
a) Expressa z; i 2z, enforma binomica.
b) Troba z,; - z, i 2,/2;, ipassa els resultats a forma polar.

¢) Compara els moduls i els arguments de z, - 2, ide 2,/z; ambelsde z; i 2, iintenta trobar
relacions entre ells.

a) z; =4600=4(cos60°+isin60°)=4<%+i§)=2+2«/§i

2y=3510° =3 (cos 210° + i sin 210°)=3<—§—i%)=—¥—%i

b) z, .zz=(2+2Bi)<_¥—%i>=—36—3i—9i—3@1’2=—3J§—12i+3f=_12i=122700

22 _ 2 2 _ =—3«/§—3i+9i+3«/§i2=
z, (2+2431) (2+2431) (2-2431) 41242
_-343+6i-343 _-6y3+6i =(i>
4+12 16 4 /1500

) z1-23=460°-3210°=(4-3) 6004 210° = 12579

Q=3210°=<i) =<i)
zy 4ge \4)2100—600 \4/150°
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E Operacions amb complexos en forma polar
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1 Cert o fals?
a) En multiplicar un nombre complex z per la unitat imaginaria #, es gira 90° al voltant de
I'origen.
b) En dividir z per 7, es gira 90° al voltant de I'origen en el sentit de les agulles del rellotge.
c) El modul del producte 7, - 7y pot ser menor que 7.
d) (7'450)4 és un nombre real negatiu.
€) 7300 i 73300 sON conjugats.
f) 7300 i 7319 sOn oposats.

a) Cert, perqué 7 = lgp. En multiplicar per 7, mantenim el modul del nombre complex i sumem un
angle de 90° al seu argument; és a dir, el girem 90° en el sentit contrari al de les agulles del rellotge.

b) Cert, perque 7= lgp.. En dividir per 7, mantenim el modul del nombre complex i restem un angle
de 90° del seu argument; és a dir, el girem 90° en el sentit de les agulles del rellotge.

c) Cert. Si 7'< 1 el modul del producte, que és 7- 7, és menor que 7.
d) Cert. (r45°) A% 4.45°= () 180° que és en la part negativa de I'eix real.
e) Cert. 330° = —30°. Per tant, sén nombres complexos conjugats.

f) Cert. Els angles 210° i 30° es diferencien en 180°. Per tant, sén nombres complexos oposats.

Pagina 155

Fes-ho tu. Troba z,/z,; 2{; z3.

g, )
z5 35100 \3Jeoc—2100 \3 /1500 \3/210°

Z? = (4600) 6 = (46) 6-60°= 4 096360° =4 09600

23=(3210)7= (3% 3.2100= 27 630 = 27 270

& FEfectua aquestes operacions i déna'n el resultat en forma polar i en forma binomica:
a) 11500 . 5300 b) 6450 H 3150 C) 2100 . 1400 . 3700

d) 5(27/3) rad * L6o° e) (1-434)° £) (3 +2i) + (-3 + 24)
a) 1500+ 5300 =5150- =5

b) 64502315022300 :2(C05 30°+i5i71 300):2(@“-1.%): 1/3"‘1

Q) 2100 1400370 =61200=6(cos12O°+z'sz’nl20°)=6<—%+i§>=—3+3«/§i

) S 23t L0 = 51200 160 = Sigr = 5 (c0s G0° + 7 sim 60°)=5<é+i§):5+5fi
e) (1=434)°=(2500) > =321 500 = 320° = 32 (cos 60° + i sin 60°)=32<;+i‘/2§)=16+16«6i
£) 4i = 4oy



Matematiques
Unitat 6. Nombres complexos 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

3 Compara els resultats en cada cas.
a) (2309 (21509 (22709)°
b) 260)% (215090% (22709)% (233090
a) (230007 =23 350 = 80
(2150°)% =23 1500 = 84500 = 890r
(227007 =83.2700 = 8310 = 890
b) 2gor) ¥ =2% c00 =16240-
(21509) * = 166000 =16 540
(2970 * =161 g = 16

(23309 =16 30- = 16400

4 Donats els complexos z =550, w=250i ¢=4i, obtén en forma polar:

z 2> z-w
a)z-t b) > <) - d)—t
Z = 5450 w = 2150 t= 4Z= 4900

Ses (5
a) z-w= 104 by £ -2 _°4% =<_>
60 w2 4300 4300 4 15°
P 12535 (125) (125) ) 2w _Sas8as
- - - - ~104,=10

9 w-r 21516780 \ 32 Jg0° \ 32 /300° : 4 4900 °

5 Expressa cos30. i sin 300 en funcié de sin 00 i cos 0. usant la férmula de Moivre. Tingues en
compte que:

(@a+b)3=a3+3a%b +3ab? + b3
(la)3=1(co:OL+i:in0€)3=cos3Oc+z'36052Ocsinoc+3izcos(x.vin20c+z'35in3oc=
= 05> OL+ 3 cos® O sin 0L — 3 cos OL sin® OL— i sin> oL =
= (cos3 oL — 3 cos o sin* O) + (3 cos® O sin O — sin O) i
Per altra part: (1)3 =134, =cos 300+ sin 30,
Per tant: cos 30L = cos> oL — 3 cos OL sin® O

sin 3 oL =3 cos® oL sin oL — sin o,
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B Radicacié de nombres complexos
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1 Cert o fals?

a) Els nombres reals negatius no tenen arrels quadrades en el camp complex.

b) El real -9 té dues arrels imaginaries pures: 37 i —3i.

¢) El nombre 16 té dues arrels quartes reals, 2 i —2, i unes altres dues d'imaginaries pures, 27 i —24.
d) Cap de les quatre arrels quartes de —16 no és un nombre real.

e) El nombre -8 té una arrel cibica real, el 2. Les altres dues arrels cibiques sén nombres imagi-
naris conjugats.

f) 254 és una arrel cinquena de 32¢..

a) Fals. Les arrels quadrades dels nombres reals negatius sén nombres complexos imaginaris purs.
b) Cert. Perqué (31)2=3%2:2=-9 y (-3i)2=(-3)2i*=-9.

¢) Cert. Perqué 24=16, (-2)%=16, (2)*=2%i4=16 y (-2i)4=(-2)%i*=16.

d) Cert. La potencia quarta d'un nombre real no nul sempre és un nombre positiu i no pot donar mai

-16.
e) Cert. Les arrels estan en els vertexs d'un triangle equilater i s6n 240, —2 = 2500 1 230¢p-

Com que els angles 300° i 60° sén oposats perque 300° = 360° — 60°, els corresponents nombres sén
conjugats.

f) CCIt: (2840) 5 = (25) 5_840 = 324200 = 32600
& Troba les sis arrels sisenes d'1. Representa-les i expressa-les en forma binomica.

§1=10=1G60 16 =160 45 £=0,1,2,3,4,5

Les sis arrels sén:

1,43, 1,43,
].00=1 1600=?+71 11200=—?+71
1_43, 1_43,
ligoe = -1 1240“‘7‘7’ 1300“7—7’
Representacio
N
il
3 Resol 2% + 27 = 0. Representa'n les solucions.
242720 - Z=3V_27=3«/27180“=3(180°+360°n)/3=360°+120°n5 n=0,1,2
Z
_ _ o i oo 21 . .43\ 3 3y3. /
21 =340 =3 (cos 60 +zsm60)—3<?+17>-3+Tz /
&)
23=31800=—3 N
L_B)_3_ 36 /
23 =3,400 =3 (cos 240° + 7 5in 240°) =3 —i—iT =—5- i zf
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4 Resol aquestes equacions:

a)zt+1=0 b)2®+64=0
a) 28 +1=0 = 2=Y-1="1 150 =1 (1800, 360° 92 = L5 s 0065 £=0,1,2,3
Les quatre arrels s6n:
2 2. 2 2. 2 2. 2 2.
=ty b ligse=— T Iygg == n = g0 = =

1 <o
) 2
b) ZG+64=0 —> z:6"_64:6”64180":2(180°+360°/e)/6:230"+60"k; k=0,1,2,3,4,5

Les sis arrels sén:

230°=2<£+li)=6+1 2900 =2i
2 2
3 . . 3 _
21500=2<—§+z%>=_«/§+z 2210°=2(_7_1%)=_J§_l
¥3 1\
2330—2(2 12>—«B i

25700 = —2i

S Calcula.
a) Y= b) 4-8+8/3i 0 25 d) /f*é’ﬁ
+43z2

3
a) «/jl=3«/1270°=1(270°+360°/e)/3; k=0,1,2

Les tres arrels sén:

3

1.
1210°=—7—jl 13300 =

Loge=7

4o afzi_4
b) ¥-8+8y37=Y16120-=2120°4 360° 14 = 230°s00° 45 £=0,1,2,3

Les quatre arrels sén:
3 . , 43 ,
2300=2<§+z%>=«/§+z 21200=2<—%+1g>=—1+«/31
1-1'@):-1—@1' 2300°=2(§_z%)=6—z‘

25100=2|—=
210 ( B b

€) V=25 =425 130°=5(180°+360° #)/2 = D907+ 180° 45 # =0, 1

Les dues arrels sén: 5gqe = 545 55790 = =57

_ ;3148135
d) 3/1%:62; _ /f2135 3 /275°=6ﬁ(75°+360°/e)/3=6ﬁ25°+1zo°k; k=0,1,2
60°

Les tres arrels sén: 6«/525% 6&145"; 6*/2265"

6 Comprova que si 2 i w sén dues arrels sisenes d'l, aleshores també ho sén els resultats de les

operacions segiients:
z.w, 2, 2%,
w
z i w arrelssisenesd'l — z0=1, w°=1

(z-w)0=2%w=1.1=1 = z-w & arrel sisena d'I.

6 6 z
(£> =Z—6=l=1 — 7, ¢sarrel sisena d'l.

w w 1
2_(z2)0=2122(z%3=13=1 — 2?2 ésarrel sisenad'l.

3-(23)0=2182210.22-(2H4.22214.1221.1=1 — 23 &sarrel sisena d'l.
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7 El nombre 4 + 37 és1'arrel quarta d'un cert nombre complex, z. Troba les altres tres arrels quartes
de z.

4+ 3i="5355y

Les altres tres arrels quartes de z seran:
536°52'+90° = D 12652 = —3 + 4i
536°52'+180° = 2216752 = —4 — 31

536°52'4 270° = 306052 = 3 — 4i

8 Calcula les arrels segiients i representa'n graficament les solucions:

a) V-9 b) 3/-27 ¢ %2-2i

a3i=i o 372 £) /8i
1+4 Z
a) Jj=\/9180"=3(180°+360°k)/2=390°+180°/e; k=0,1

Les dues arrels sén:

[N
<0

3900 = 31, 32700 =-3;

b) 327 = 3«/271800 =3 (180°+360°#)/3 = 360°+ 12005 #=0,1,2

Les tres arrels sén: /zl
/
/
21 =3¢0°=3 (cos 60° + i sin 60°)=3<%+i§)=%+ 3‘2/31' 2
-3
23=3180-=—3 \
\Z
23 =33000 =3 (cos 300° + i sin 3000):3(%_1.@):%_ 3fi ’
Q) ¥2-2i=%/8315= V261504360013 = 42105+ 12043 k=0, 1,2
Les tres arrels son: 1A
21 = {2105°=—0,37 +1,37i \ : -
. . -1 I~
z = ﬁzzs°=‘/§<—g—gl>=—l—l S
23 = V2345 =1,37 - 0,37i
31— 3[V2315 3 .
d) V1 =4 s V12700 =1 (2704 360° k13 =L 90° s 120°43 #=10, 1,2
Les tres arrels sén:
190 =1
Lo 1 +
21005 Tt o N
Lioe | T ks
3 1
lago = Y2 1
330 7 ) z
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5 5 i
e) \/_3—1.2:4,_31.2(751.)1):532i:5\/3290°:290°+360°k)/5:218°+72°/e; k=0,1,2,34

£)

Les cinc arrels s6n:

2= 21g0= 1,9 + 0,6
2y = 2900 = 2i

23 =260 = 1,9 + 0,6i
2= 234 = —1,2 — 1,6i
25 = 2506 = 1,2 — 1,6i

3/q:_ 3] .
@: 890°:2(90°+360°k)/3:230°+120°k’ kZO’ 1’2
Les tres arrels sén:

21 = 2300
zy = 2500
23 = 25700

2

Z34\*‘\

21
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1 Descriu amb paraules cada una de les families («sén els nombres complexos la part real
dels quals val...»), escriu-ne I'equacié o inequacié (usant Re, Im, | |, arg) i troba un

representant de cada una.

e)

BARCAN®VA
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TR
NI

e) Argz=90°

e) Arg z = 180°

a) Rez=3 b)-1<Imz<3 o7 =3 d) || > 2
2 Representa.

a) Re (2) =-3 b) I (2) =0 c)3<Re(z)<5 d)|z] <4

a) b)

) d)

c)
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Exercicis i problemes resolts
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1. Operacions amb nombres complexos en forma binomica

1+bi

Fes-ho tu. Calcula el valor de 2 i & perque es verifiqui 2 —3i = 5_3;"

Calculem el segon membre de la igualtat.

L+bi _ (1+6i)(5+31) _ 5+3i+5bi+3bi* _5-36+(3+5b)i
5-3; (5-34i)(5+3%) 25+9 34

Igualem les parts real i imaginaria.

_5-3b
77734
323456y _102-345h — b=—21
34
_5-3b _5-3(=21) _
a-—34 —)a-—34 — a=2

&. Nombres complexos conjugats

Fes-ho tu. El producte de dos nombres complexos conjugats és 48y i I'argument del seu coeficient
és 60°. Troba'ls.

Anomenem 7, i 7 els dos nombres complexos conjugats que busquem.

2=48°
raor_(x=4800 e d {;_a=0° —> r=m=4‘/§

Tol 7o = 1o, — 200=060° = o = 30°

Per tant, els nombres sén:
21 = (443) 50
7y = (443) 300 = (443) 350°

3. Relacions entre les raons trigonomeétriques d'un angle i els nombres complexos
Fes-ho tu. Troba sin 15° i cos 15° a partir del quocient 1,50 : 130.

14s0: 1300 =1150=1(cos 15°+7 5in15°) = cos 15° +i 5sin15°

1450 =1(cos 45° + i sin 45°)=g+£i

2
l3oo=l(ms30°+z'sz'n30°)=g+%i
2.
Ly 2 2 _2442i _ (242031 V6 -42i+V6i+42 _J6+2+(6-2)i
Boa, B (BB 3+1 4
2 2

Per tant:

o 16+42

cos15° =
fof2 6=2, o
sin15°= ; 2

cos15° +is5in15°=
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4. Operacions amb nombres complexos en forma polar
Fes-ho tu. Calcula i representa les solucions de m.
Passem z=—2 + 2y3i aforma polar tenint en compte que es troba en el segon quadrant.
|2]={(2?+(2/3)2=4

tga:%:—@ — 0=120°

Ara calculem 27 = (45,0:)% = (4%)5 . 120 = 643600 = G4

Les arrels quartes buscades sén:

4f6h g =14 64036085 k=0,1,2,3

Si k=0 — 2, = 24200 =242 (cos 0° + 7 5in 0°) = 242

Si k=1 — 2, = 24290° =242 (cos 90°+7 5in 90°) = 242

Si k=2 — z3=2y2180° =212 (cos 180°+ 5in180°) = —22

Si k=3 — z4= 2422700 =22 (cos 270° + i sin 270°) = =242 i

La representaci6 grafica de les arrels és:

24

5. Resolucié d'equacions en C
Fes-ho tu. Resol les equacions segiients en C:
a)z¥+1=0

b)iz+3i-2=1+1
D410 > =21 > z=9-1
-1 = ].1800. Peftant, Z = 4’11800=1(180+360/€)/4; k= 0, ]., 2,3

Si k=0 = 2z, =145 = 1(60545°+z’sin45°)=g+ ‘/iz'

2
Si k=1 > 2= 11350=1(cos135°+isin135°)=—g+gi
Si k=2 = 2z3= 12250=l(cos225°+isin225°)=—g—gi

Si k=3 — 2= 13150=1(cos315°+isin315°)=g—gi

3-2i _(3-2)i__, s

z
z 1.1

b)iz+3i—2=1+i — iz=1+i—3i+2 — iz=3-2i — z=
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Nombres reals i nombres imaginaris

Troba el valor que ha de tenir x perqué el quocient % sigui:

a) Un nombre real,
b) Un nombre imaginari pur.

1+3xi  (1+3xi)(3+4i) 3+ 4i+9xi +12 xi* _ 3-12x+(4+9x) i

3-4i  (3-4i)(3+4) 9+16 25
a) Perque sigui real, la part imaginaria ha de ser 0.
4+9x=0 = x= —%

b) Perque sigui imaginari pur, la part real ha de ser 0.

3-12x=0 — x:%

Nombres complexos que compleixen certes condicions

Troba un nombre complex que tingui el mateix modul que 42 +32i il ‘afix del qual estigui en la
bisectriu del primer o tercer quadrant.

El nombre buscat ha de ser de la forma « + @i perque estigui en la bisectriu del primer o tercer quadrant.
|a+ail=a® +a? = 24>
492 +342i|={(4/2)2 +(342)2 =542

Aleshores:

a,=5
24252 = 24%2=50 — 42=25 — { !

ﬂ2=—5

Per tant, els nombres complexos buscats sén z; =5+ 57 i 2, =—5—5i.

Suma de nombres complexos expressats en forma polar

Calcular:
22 —{3,+33
6 2
2%=2<cos%+isin%>=«/§+i
V3r=v3(cosm+isinm)=—43
Per tant:

20 — {3, +33n =43 +i—(=y3)+(=3i) =243 - 2i (que és en el quart quadrant)
6 2

1243 =2i|=y(243)2+(-2)% =4
=) 1_ 43

go=—--L- 2 o 0-330"= 11 rad

237 3 3 6
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Poténcia i arrels de nombres complexos

Una de les arrels sisenes d'un nombre complex z és —|3 +i. Calcula z il'area de l'hexagon els vér-
texs del qual son els afixos de les arrels sisenes de z. Troba aquests afixos.

Como que z = (—y3+4)°, passem a forma polar el nimero —y3 +7 , que és en el segon quadrant.

|—«/§+i|=«/(—«/§)2+12=2
1 3

go=—==—"2> — 0=150°

~5 3

z= (2150°) 6= (26) 6-150° = 64900" =64 g0

8/64 1500 = 64 (180. 3600165 #=0,1,2,3,4,5

Les arrels i els afixos sén:

Si k=0 — z; = 250.=2(cos30°+i5in30°)=y3+i — A(3,1)

Si k=1 — 25=29¢=2(cos 90° +i5in90°) = 2i — B(0,2)

Si k=2 — z3=2500=2(c0s150°+i5in150°)=—y3+i — C(=43,1)
Si k=3 — 2,=25,0=2(cos 210°+7 5in210°)=—3 —i — D(—y3,-1)
Si k=4 — 2z5=2,700=2(cos 270° +i 5in 270°) = —2i — E(0,-2)

Si k=5 = 2z5=2330-=2(cos 330° +i5in330°) =43 —i — F({3,-1)

La longitud del costat de 'hexagon és igual al radi de la circumferencia circumscrita, que és igual al modul
de qualsevol de les arrels; és a dir, 2. L'apotema de I'hexigon regular és 2 - cos 30° = y/3.

Per tant, |'area de I'hexagon és:

- perlmetrez- apotema _ 6-22-«6 643 u2

Interpretacié grafica d'igualtats amb nombres complexos
Representa, en cada cas, els nombres complexos que compleixen la condicié donada.
a)z+z=2 b)z—z=—4i o|z|=3
a)Si z=a+bi > a+bi+a—bi=2 — 2a=2 — a=1 — Re(z)=11s'obté la figura a).

b)Si z=a+bi — a+bi—(a—bi)=—4i — 2bi=—4i — 2b=—4 — b=-2 — Im(2) =-2 is'obtéla
figura b).

c) Com que |z|=3 il'argument pot ser qualsevol, s'obté la circumferéncia de radi 3.

(1
\

Re(z) =1 Im (2) =2 |z| =3

a) b) c)

3
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Per practicar

Bl Nombres complexos en forma binomica. Operacions

1 Calcula.
a)(3+2i) 2-4)-(1-4) 2-3d)
b) 3 + 2i (-1 + i) — (5 — 4i)
o) —2i — (4-1)5i
d) (4 —37) (4 + 37) — (4-3i)?
a) 3+2i)(2—i)—(1-i) (2-3i)=6—-3i+4i—2i*>—2 +3i+2i—3i>=
=6-3i+4i+2-2+3i+2i+3=9+06i
b)3+2i(-1+i)—(5-4i)=3-2i{+2i>-5+4i=3-2i—2-5+4i=—4+2i
Q) —2i— (4—14)5i=-2i—20i+5i%=-22i—5=-5-22i
d) (4-3) (4+3)—(4-3)?=16—(3)>-16—-9i> + 24i=16+9— 16 + 9 + 24i = 18 + 24i

& Els punts A, B, C, D corresponen als afixos dels nombres complexos z, 2,, 23, 4.
Efectua i representa.
a) 21+ 24— 2 23 A

b) (ZZ - Zl)z

5 (Zl - 24)
C) EP) +Z3 ¢

4 F1=%
23+ 24
z=5+3i 2y =-2+2i 23 =—3i z5=2
a) 2=21 24— 223 = (5+30)2—(-2+24)(-3i)=10+6i — 6i + 6i* =4
b) 2'=(2y — 21) 2 =[2+2i = (5+30)]% = (-7 =) > =49 + 147 + > = 48 + 14i

O o=z _ 5(G+3i-2)  53+3) _(15+15)(2+1) _ -30+15i=30i+151* __q_3;
Z)+23 —2+2i+(=3i) —2-i (2-2)(=2+9) 4+1

&= 21 -2y 5-3i—(2-2i) (7-9)(2+3) _14+21i-2i-3:> _18+19;

Z3+ 724 2-3; S (2-3i)(2+3) 4+9 13

Representacié grafica:

-10

=10

BARCAN®VA
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3 Calcula en forma binomica.

B +3i) (4-24) —2+3i 2+5i 4 1+i —3-2i
2) 2-2i ) (G+24)(-1+7) 932,19 D i 1e3i

2) (B+3)(4-2i) _12-6i+12i—6i> _ 18+6i _ (18+64)(2+24) _
2-2i 2-2i 2-2i  (2-2i)(2+2i)

36+36i+12i—12 _ 24+48i _a .
- 4+4 = 3 —3+6l

) 243 2+3i _—2+3i _ (2+3i)(-6-2i) _
4+2)(-1+4) —-4+4i-2i-2 —6+2i (-6+24)(-6-2i)

_12+4i—-18i+6 _18-14i _9-7i _ 9 7 ;

36+4 T 40 20 20 20

9 §+;z" (1-j)=2=2i+5i+5 _7+3i (7+30)B3+2) _21+14i+9i-6 _15+23i _15 , 23,
— 41

3-2i  3-2i (3-2)(3+2i) 9+4 13 13 13

& Lei =3-2i (+)Q+)  (B-2)(1-3) _2+i+2i-1, -3+9i-2i-6
2-i 1+3i  (2-)@+i) (1+39)(1-3i) 4+1 149

_1+3i —9+7{ 2+6i-9+7: _—7+13i_i+ﬁl~

5 10 10 10 10 10

4 Donats els nombres complexos z=1-34, w=-3 +2i, t=-2i, calcula:

a) zwt b)zt—w(t+ 2) c) %t

d) 2z -3t e) 3z+itw
w 3

zz—wtz
bh=—="

z=1-3i w=-3+2i t=-2i

a) zwt = (1-34) (=3 +24) (-24) = (=3 + 2i + 9i — 6i%) (-24) = (3 + 114) (-2i) = —6i — 22i* =22 — 6i

b) 2t —w(t +2) = (1= 34) (<24) — (=3 + 24) (<2i + 1= 34) = (=24 + 6i%) — (=3 + 31) (1= 54) =
=(=6—-24) = (-3+2) (1-54) = (=6 —24) = (-3 +15; + 2i —=107?) =
=(=6-2i)— (7 +17)=-13-19i

) L4 =342 (o 6i—4i* _ (4+6)(1+3) _4+12i+6i+18:%

1-3i 1-3i 12-(34)? 1+9
_—14+18i __7 . 9.
"7 10 55"
d) 22-3r _2(1-3)-3(2i) _2-6i+6i_ 2(3-2) _ 6-4i__ 6 4,
w —3+2: —3+2 (=3)% - (24)? 9+4 13 13

0 3Z;i’w= 3(1—31';”'(—21') (_3+2l~):%(_3+21)2

=<%—3z'>(—3+2i)=-5+13—0i+9i-6i2=1+33—7i

) 22w _ (1-3)%—(-3+24) (2% _1-6i+9i*—(-3+24) (- 4) _
2 2 2

_—8-6i—12+8i _ =20 , 2.,_ 10,;

2 2 2
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5 Calcula.
a) i%7 b) 126 Qi d) % e) i7216
a) 37 =il =i b) 126-2=—1 ¢ i—7=il7=_il_=i d) %4=i0=1 D) i—216=i2%=ii0=%=1
6 Donat el nombre complex z=—% + gi, prova que:
aA)l+z+22=0 b)§=z2
2
N z2=<_L+ﬁi> 1,32 B, 1 3 B, 2 B, 1 B,
2 2 4 4 2 4 4 2 4 2 2 2
2y (o1, B (L1, B, B 1 B
1+z+z-l+<2 2)(2+2z)—1 2+2z > 2
by L= 1 12 _2(-1-43)
z 1 3. —1+43i -1+{3i (-1+43i)(-1-43i)
22 2
_2(1-430) _2(-1-43i) _-1-y3i __1 43,
1+3 4 2 2 2
z2=—%—§i (ho haviem calculat en a).
Per tant; = 22
z

7 Calcula m i n perque es verifiqui la igualtat (2 + mi) + (n + 5i) =7 — 2i.
Q+mi)+(n+5)=7-2i

m+5==2|m=-7

2+n=7 }'Z:S
(2+71)+(m+5)i=7—2i—){ }

8 Determina % perque el quocient I;"' ‘ sigui igual a 2 — 4.
+1

kel 5 5 po3
/e+i=(/€+l')(1—i)=/e—/ez'+z'+1:(k+1)+(1—/€)l'=</e+1)+<1—/e>i=2_i_) 2
1+i (1+)(1-3) 1+1 2 2 2 1£k=—1—>k=3

Per tant, 4= 3.

9 Donats els complexos 2 —ai i 3 - bi, troba a i b perqué el seu producte sigui igual a 8 + 44.
(2—ai)(B—bi)=8+4i
6—2bi—3ai + abi* =8 + 4i
6—2bi—3ai—ab=8+4i
(6—ab)+(-2b—-3a)i=8+4i
6-ab=8
{—2/7 —3a=4

4+3a
b==7

_ (4+3a)_ 4a+3a>
6 a(—_z )-8—>6+72 =8

2
4LZ+T34=2 — 4a+3a-4 > 342+4a 4=0

Pt J16+48 =_4+8< _>b__3
6 =12 5
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M Nombres complexos en forma polar

10 Representa aquests nombres complexos, els oposats i els conjugats. Expressa'ls en forma polar:
a)l-i b)-1+i o V3 +i d)-{3 -i
) —4 £)2i g)—%i h)2+2/3i
a) 1-i=42315
Oposat: —1+i=y2135°
Conjugat: 1+i= «/5450

=1+ 1+7

b) —1+i=42135
Oposat: 1—i=42315
Conjugat: —1— i=+225

i gy -}

Q) 3+i= 2300
Oposat: —«/g —i= 22100
Conjugat: B—i= 2330 &

+1

o | Ng

d) —«/§—i=22100 —\/—3+l'
Oposat: 3 +i=23p ™
Conjugat: —y3+i=25 Ve

NG

e) —4=4g0
Oposat: 4 = 4.
Conjugat: —4 = 4,40

£) 2i = 290
Oposat: —27 = 2y

Conjugat: —2i = 2,0 2/

_3._(3
8 4 (4>270°

3. 3 3il4
Oposat: ~i= (—)
4 4 —34/4

Conjugat: —z' = (%)

h) 2+243i={14¢
Oposat: —2— 2437 = 14240 /
Conjugat: 2— 2y3i= «/ﬂgooo

2 4123}
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11 Escriu en forma binomica aquests nombres complexos:
a) 2450 b) 3(7‘[/6) C) \/51800 d) 1700
€) Lz £) 5270° 8 Lisos h) 4;90-

a) 2450 =2(cos 45° +i sin 45°) = 2(£ z£) V2 +42i

b) 3(n/6):3<605%+i5in%>:3(g+l%> 3/— 2l

) V2150° =2 (cos 180° + i 5in 180°) = {2 (<1 +7-0) = -2
d)174=17

¢) 1(n/2)=505%+i5in%=l'

£) 5570:=—5i

0) 1y5yr—cos150° 4 7sin150° =~ 43 4 i L__ B3 1,

2 2 2 2
h) 4,¢q- =4 (cos100° + i 5in100°) =4 (-0,17 +7-0,98)=—0,69 + 3,94

12 Donats els nombres complexos: z; = 2y700, 2, = 4105 23 = 33150, calcula:

a) EIRES) b) 2y 23 C) 2]+ %3

d =3 o 22 £ F1°%5
21 21 22

8 Z12 h) 223 i) z§

a) ZI'ZZ=83O° b) 22'23=12750 C) 21'23 =62250
z p4 Z1+2

d) —3=1,5450 C) —2=2_1500=22100 f) 1 3 =1,51050
2] 21

8 21 =450 h) 23 =64 ) 23=8150

13 Expressa en forma polar i calcula.

a) (-1 -4)>5 b) 41-43: ) 464
d) ¥8i e) (<243 +2i)° £) B - 4i)3

a) (-1-1)° =(2225)° = 4421 1250 = 44245° =4ﬁ(g+gi>=4+4i

b) ¥1-V3i=42500-= 4200+ 360° n) 14 = 44275 s 90705 =0, 1,2, 3
Les quatre arrels son: 4275 421650 422550 42345
o) 464 =464 = 425600 114 = 2420043 k=0,1,2,3
Les quatre arrels sén: 2420:=242 2«/29()0:2«51' 242180 ==242 2@27()0:—2«51'
d) ¥8i =800 =200, 360° /3 = 230° s 120745 # =0, 1,2
Les tres arrels son: 2500=y3+i  2y500=—V3+7 25900 =—2i
€) (<243 +21)° = (4150:) © =4 096> = 4 096450 = —4 096

£) 3417 =(5306°52) =125920 36 =125200° 36
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14 Calcula i representa graficament el resultat.
\3
5
«/3 +17

3 3
a) ( l—l')az(ﬁals") - <£> =(£) =<Q> -
J3+i 2300 2 /ygse 4 Jgsso \ 4 1350
11
=g(wsl35 +is5in135%)= - 1 -
_ﬁ( 2 2\ 11,
Ti\T 2T Ty
3/1+i 3] (1+)2+4) 3[1+43i _3/1 3 ._
b) 2—i (2—i)(2+z’)_\/ 5 ‘\/5+5"
) (@) 2 k012
5 Jre3a \ 35 Jgresa sz | O 2SU120%k
Les tres arrels sén:
62 B .
\/;23051‘-0,785+0,347z . +

62 . _ :
\/;143"51'_ 0,693+0,56i B4

62 _ B .
@263051,_ 0,092 —0,853;

15 Calcula i representa les solucions.

a) ¥4 - 434 b) 4-16 ) ¥-27i
a) V4 - 431 =38300:= 2300+ 360" /3 = 2100° s 12043 # =0, 1,2

Les tres arrels son:
21000 = —0,35 + 1,971
22200 = —1,53 - 1,261
25400 = 1,88 — 0,68i
b) 4-16 = V16150 = 2(150°. 360" /4 = 25700045 %= 0,1, 2,3
Les quatre arrels sén:
2450 = N2 +42i 21350 = =2 +42i
. . 2
2225o=—«/§—‘/§l 23150=«/§—«/§l

Q) N=27i=3027 370 =3 2700 3600 135 k=05 1,2

Les tres arrels sén:

N | w7

390°=3i 3

3.
!t 513

ol
By

32100=—

ol
&

33300 = —%i
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16 Calcula passant a forma polar.

a) (1 +43)

8
b)(l—i)5

o Y-64

2-2i
d -3+3i

a) (1+y3)°=(2407) > = 32300 = 32 (cos 300° + i sin 300°):32( §i>:16—16«/§z’

1_
2

b) 8 80 _ 8o _ 80 =( 8 ) =<l> _
(1-9°  (2315)° 4¥215757 4421350 \4v2 ) 1350 \42 /2050

= ﬁ225o =42 (cos 225° +i 5in 225°) = ﬁ(—g - Ql) =—1—4

C) 6v—64 = 6«/641300 = 6‘/?(180%360%)/6=230°+60°/€; k= 0,1,2,3, 4, 5

Les sis arrels sén:
230:=V3+i 2900 = 2i 21500 =—V3 +i

25100=—3~i 2970°=~2 25300 =3~i

2-2i _ |22z _(2)  _( ]2 (2 L
d) . - - - > k - 0) 1
-3+3i 342135 \3/180° 3/(180°+360° &)/2 3 /90°+180° &

Les dues arrels sén:

1'7 Expressa en forma polar z, I'oposat —z, iel conjugat z en cada un d'aquests casos:

a)z=1-3{
b)z=-2-2i
o) z=-2y3 +2i
d)z=-5

e z=7i
f)z=-3-4i

a) z2=1-y3i=2500 —z=—1+y3i=21505 2=1+{3i=2

b) 2=-2—-2i=2y2p555 —2=2+2i=2y2455 2=-2+2i=2y2135
c) z=—2«/§+2i=41500; —z=2«/§—2i=43300; E=—2«/§—2i=42100
d) 2=-5=5g05 —2=5=5¢5 2=—5="51g¢°

€) 2=7i=7gps —2=—T7i=7 9705 2=-7i=7 37

£) 2=-3—-4i=5)33 135 —2=3+4i=553 133 2=-3+4i=55587
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18 Representa els poligons regulars que tenen per vertexs els afixos de les arrels segiients:

a) Vi b) §-1 o) 42/3+2i
a) 5‘/—'=5«/190"=1(90°+360°/e)/5=118°+72°/e§ k=0,1,2,3,4

Les cinc arrels s6n: 1;g05 1gges Lygpes 1o340s 13060

Representaci6 del poligon (pentagon):

A\
(L

%

6 6
b) §=1=T150-= 1180+ 360° )76 = 130060045 =0, 1,2,3,4, 5
LaS sis arrels Sén: 1300; 1900, 11500; 12100, 12700, 13300

Representaci6 del poligon (hexagon):

o) 423+2i=445.= 22004 360° 014 = V2730 19043 k=0, 1,2,3 B
N
Les quatre arrels sén: 270305 V2970305 ¥2187°305 V227730 \

Representaci6 del poligon (quadrat): vil

1. 43

19 Calcula 2% i ¥z, sint z=— > + 71’.

Primer, passem z a forma polar:

Aleshores z = 1.

22 =(1159)° =(1240°)5=(15)5-240°=1120°=Z=—l+£i

22
Vo =Vlas = (V1) e w3600 143 #=0,1,2,3
Si =0 — z; =1y =1(cos 60° +zsm60)—% gz
Si k=1 —> zz=11500=1(005150°+i5in150°)——§+%i
Si k=2 — z3=12400=1(c05240°+i5in240°)——%—£i
Si k=3 — z4=1330=1(cos 330°+i sin 330°) = g—

: [
© ~. N
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Pagina 163

M Equacions i sistemes en C

20 Resol les equacions segiients i expressa'n les solucions en forma bindmica:

a)z2+4=0
b)z2+2+4=0
0)z2+3z+7=0
dz2-2+1=0
) 2 . Zl=—2i
a) z°+4=0 - z°=—-4 — z=i«/—74=1r21<22:2l‘
Zl=_l_£i
b)zz+z+4:0%z:_lim:‘li‘/—wz—limz< 27 2
2 2 2 1415,
Zy=——+ i
2
Zl=—i—mi
c) zz+3z+7=0—>z=_3i'9_28=_3im=—3i«/ﬁl< 22
2 2 2 oo 3,419,
)
Zl=l—ﬁl‘
2 _ C1xJ1-4  1£{-3 1+43i 2 2
d)zo—2+1=0 — z= 3 == <Z_l+£i
27272
21 Resol aquestes equacions:
a)z>+32=0 b)iz3-27=0 z3+8i=0 d)izt+4=0

a) 22+32=0 = 22=-32

2=3-32=32150-= 215074 36005 = 236 72045 k=0, 1,2,3, 4

Las cinc arrels sén:

236 2108 21800 22520 23040

b) iz>—27=0 = 22+27i=0 — 2>=-27i

2=3-27i =327 1300 =3 27004 3600 73 = o0 120045 # =0, 1,2

Les tres arrels sén:

3900 32100 33300

¢) 22 +8i=0 = 2=3-8i=85700= 23700, 360° /3 = 290° 112045 k=0, 1,2

Les tres arrels sén:

200=2i  2p00=—V3—i  2330=43-i

dizd+d4=0 > 24— 4i=0 - 24=4i

z="44i-= 4\/4900 =290+ 360° B)/4 = V222230 +90° k5 #=0,1,2,3

Les quatre arrels sén:

V222030 =1,3+0,5i

2112°30=-0,5+1,3i

V2202030 =—1,3-0,5¢

V2292°30'=0,5-1,3i
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22 Resol les equacions segiients en C:

a3

a)z2+4i=0

b)22-22+5=0

0 2z2+10=0

d)z*+1322+36=0

Q) 22+4i=0 > z2=—4i > z=«/—74'=\/?700 = 2=2(270° 1+ 360° k) /25 £=0,1
Les dues arrels son: 21 =235, 29=2315

z1=1-2i

Zz=1+2i

b)22—22+5:0—)z:2ivg_20:2iv2_16:1124i=1i21.<

ZIZ— 51
2 _ 2 _ 2_ _ .
) 222+410=0 — 22°=-10 = 22=-5 = z=%45i <z2=£i
d) 2% +132%+36=0
Z2=t
2 +13:+36=0

t=—13’—“‘/1269—144=—13215 <t=—94
t=—

22=—4 — z=22i

22=-9 > z=13i
Les solucions sén: 27 = 29g0; =27 = 257005 37 = 39055 —3i = 35700
Obtén les quatre solucions de les equacions segiients:
a)zi-1=0
b)z%+16=0
) zi-8z=0
a) z4-1=0 - z*=1 > z=4ﬁ=m=13600k/4 =lggps #=0,1,2,3

Les quatre arrels sén:

1go=1
Loge =i
1180°=_l
1o7ge=—i

b) 2%+16=0 = 2*=-16 — 2*=¥=16=4/16150-= 2 (150" 360° /4 = 245° s00°43 k=0, 1,2,3
Les quatre arrels s6n:
2yso=42 +42i
21350 =2 +42i
2y =2 - {2
21522 2

z=0
4 3
—8 —0 —8 —O
c z z — z(z ) < 313

3J§=31/8_0“2(360"/@/3 =215043 k=0,1,2

Les solucions de l'equacié sén: 05 200=2; 2500 =—1+y37; 2540 =—1—43i
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24 Resol els sistemes d'equacions segiients:
) 3z-—w=1-i
2z-3w=8-8i
z2+3w=8- 31
5z+4w=1 11
d)

d
e
{2 5w——5+2i.
d

32— w=1-i 3.4 {—9z+3w=—3+3i

2z -3w=8-8i 2z—-3w=8-8i
Sumant, obtenim: —7z=5-5;i — z= —%+%i
3(—%+%i>—w=l—i - w=—1—75+1—75i—1+i=—%+%i

){ z2+3w=8-3i .01 {—2z—6w=—16+6i

2z+ w=6-—1i 22+ w=6-—1i

Sumant obtenim: —Sw=-10+5;/ > w=2—1i

z+32-4)=8-3i > 2=8-3i—-6+3i=2

Sz+4w=11i .04 5z+4w=11i
3z—2w=11i 6z —4w=22i

Sumant, obtenim: 11z =33/ — z=3;

507 +4dw=11i = 4dw=—-4i = w=—i

" 2z —-S5w=-5+2i .12 |—4z+10w=10-4i
4z —3w=-3-10; 4z — 3w=-3-10i

Sumant obtenim: 7w=7-14i — w=1-2;
22—-5(1-2i)=-5+2i > 2z2=-5+2i+5-10i —» z=—4i

Per resoldre
25 Calcula a4 i b de manera que es verifiqui:
(a+b6i)*=3+4i
(a+bi))?=3+4i — a*+bi®+2abi=3+4i —

ﬂz_lyzz
4 _2
a

272 - .
— a*—b*+2abi=3+4i — dbed /7=2—a=

> 4
a* - %) =3 5> 223 5 4442342 5 41342 4-0

)
2_ 3+49+16 3+5 —4—>d +2
? 2 < a%?=-1 (no val)
a=-2 = b=-—
a=2 — b=1
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26

a7

28

29

30

31

Troba el valor de & perque el producte (3 — 67) (4 + bi) sigui un nombre:
a) imaginari pur. b) real.

(B3—065) (4+bi)=12+3bi —24i+6b=(12+6b) + (36— 24) i
2) 12+66=0 — b=-2
b)36-24=0 — 6=8

Determina @ perqué (2 —27)? sigui un nombre imaginari pur.
(a—20)% = a? + 4i* — 4ai = (a* — 4) — 4ai

Perque sigui imaginari pur, ha de ser:
ﬂl = —2
2
a*—4=0 > a=+2 < 4,22

Calcula x perque el resultat de (x + 2 + éx) (x—7) sigui un nombre real.

(c+2+ix) (x —d)=x% —xi+ 26 — 2i + x%i — xi% =

2 2

=x?—xi+2x—2i+ixt+x=(2+3x)+(x2—x—2)i

Perque sigui real, ha de ser:

X1=—1
¥ —x-2=0 - x=

154178 143
2 s

- 2 X2=2

Calcula el valor que ha de tenir 2 perqué el modul del quocient ”1"'—2_’ sigui 3ﬁ .

_a+2i _(+2)(+9) _a+ai+2i+2i* _a— 2+(ﬂ+2)i
1—i  (1-2)(1+9) 1+1

|z|=\/<¢52)2 (a+2) \/ﬁ \/m 36

Elevem al quadrat els dos membres de la igualtat:

a_
d+4 9—)4 5<ﬂl
,=—

La suma de dos nombres complexos és 3 + 7. La part real del primer és 2 i el quocient entre
aquest i el segon és un nombre real. Troba'ls.

Siguin z=2+ bi i w=c+di els nombres complexos buscats.
2+4c=3 = c=1

Zz+w=3+i = 2+bivc+di=3+i — {b+d=1 (1)

Per altra banda:
2=F

Eok > z=kw > 2+ bi=k(1+di) > {bz’:/m’z’ S b-2d

Ara substituim en (1):

brd=1—2d+d=1—>d=L - p-2.1-2
' ' 3 373
Els nombres buscats s6n z=2+%z’ y w=1+Li.

3

Siz=(E%+i'+i2+4%+...4419(3 + ki), troba el valor de % perqué el modul de z sigui 5.

;1020
O+il . 4419222 =1 perque és la suma dels termes d'una progressié geométrica de raé i.

i-1
P00 M- i1 _ -D)G+1l) 2 ii-1 _ -2i _
i-1 i-1  i-1  (i-1)(i+1) 2-1 -2
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Pertant: z=7-(3+ki)=—k+3i

|z|=A(=k)2+32 =k +9
|z|=5 - Vk2+9=5 — k1=2, k2=—2

x—4i>

32 Per a quins valors de x és imaginari pur el quocient -
x+i

x—4i_(x—4i)(x—i)_x2—4+ —Sx_;

x+i (x+2) (x—1) x4l w241

Perque sigui imaginari pur, ha de ser:

2_4 x=2
=0 o =0 < T

x2+1

33 Troba dos nombres complexos tals que el seu quocient sigui 3, la suma dels seus arguments n/3,
i la suma dels seus moduls 8.

* Anomena'ls r, i sp i escriu les condicions que els relacionen.

L=3

s

r+s=38
=

o+fP= 3

o-B=0°

Trobem els seus moduls:

L=3 |r=3s
s

35+5=8; 45=8; s=2; r=06
r+s5=8

Trobem els seus arguments:

o+BoX
+P 3¢ a=p; 2B=£;B=%;OL=%
o-B=0 3

Els ndmeros seran: 65 i 2,4

34 El producte de dos nombres complexos és 2. i el cub del primer dividit per I'altre és (1/2)..
Troba'ls.

Anomenem els nombres aixi: z=7, i w=sp

r-s=2

ra-5B=2900< a+B=90°

73/:=1

W) <
5B 2o 300-B=90°
res=2
ros=2 1 > s=2.13=2
3 r2r3=2 > =1 5 r=
%:% S=27’3} <—1(noval)

— 400=90°+360° %k — a:w; £=0,1,2,3

4

o+ B=90°
300-B=0°

B=90°-o
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Hi ha quatre solucions:

z1=lype sy = w1 =227 =213 = 26750
zy=l110030 = Wy =233723¢

z3=1y02300 = w3=260730'=2247° 30
24=1392:30 = W4=2g77°30 =2 15730

35 El producte de dos nombres complexos és —27 i un d'aquests és igual al quadrat de I'altre.
Calcula'ls.

Anomenem z i w els complexos buscats.

{zw=—27 = w3=27 = w=¥-27 = w=327 150 =3 (150 3603 k=0,1,2

z=w2

*Si k=0 — wl=3600=3(co:60°+i:z'n60°)=%+sz'

21 =w? = (Bgg0) 2 =9 120- =9 (cos 120° + i sin 120°)=—%+ 9f i

*Si k=1 > wy=3,50-=3(cos180°+7 sin180°) = -3

2y =w5=(3150°) > =990 =9 (cos 0°+7 5in 0°) =9

eSi k=2 — w3=33000=3(ms300°+i,€in300°)=%—361’

Z3 =w%=(3300°)2=9240°=9(605 240°+z'5in 240°)=— 9 — 9Bl

Hem obtingut tres solucions del problema.

36 Troba, en funcié de x, el modul de z = ;*’—ﬁ

Demostra que |z| = 1 per a qualsevol valor de x.

||| Lt [ A1
I—xil 1442
O bé¢:
_ d4xi _ (1+ xi) (1+ x2) _ 1+x2+2xi= 1—x2+ 2x i
1—xi (1= xi) (1+xi) 1+x2 l+x%  1+x?
2= 1—x% 2+ 2x 2=\/1+x4—2x2+4x2= x4+2xz+1= (1+x2)2=ﬁ=1
1+x2 1+x2 (1+x2)2 (1+x%)2 (1+x2)2

37 Troba dos nombres complexos conjugats sabent que la seva suma és 8 i que la suma dels seus
moduls és 10.

z2+2=8 -~

_ Com que |z|=|z| = |z]|=5
|z]+|z|=10
Si anomenem:
Zg=a+bi = z=a—bi
g+2=a+bi+a—bi=2a=8 — a=4

|z|=|Z|=4a?+b6*={16+b%=5 — 16+62=25 — b*=9 — b=29=13

Hi ha dues solucions:
z1=4+3i > z1=4-3i

22=4—3i - 22=4+3Z'
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38 Representa graficament els resultats que obtinguis en trobar -2 -2 i calcula el costat del
triangle que es forma en unir aquests tres punts.

32 =2 =825 = V22254 360° 113 = 275 4120 4
Les tres arrels sén:

%)= 275

23 =42195°

Z3= */5315"

»
zZ <
275~

N,
.53

Per trobar la longitud del costat, apliquem el teorema del cosinus:
[2:(«/5)2+(«/§)2—2«/5-«/5505120°:2+2—4<—%>:4+2:6
=46

39 Dibuixa I'hexagon els vértexs del qual sén els afixos de §/-64.
Obtens el mateix hexigon amb els afixos de §/647; %64; §/-64:?
Comprova-ho i representa els resultats obtinguts.

6«]—64 = 61/641800 = 2(180°+360°/€)/6; k = 0, ]., 2, 3, 4, 5
*Si k=0 = z;=250=2(cos 30° +i5in30°) =3 +i

*Si k=1 = 2y=290-=2(cos 90° +7 5in 90°) = 2

*Si k=2 — 23=2150:=2(cos 150°+ 7 5in150°) = —y/3 + i
*Si k=3 — 24=25100=2(cos 210°+7 5in210°)=—y3 =i
*Si k=4 = 25=25700=2(cos 270° +i 5in 270°) = =2

e Si k=5 — z6=23300=2(005330°+i5in330°)=«/§—i

Representacié grafica:

)
z3 |.c . NE
: 1 .
Z4‘“\. L%
[ ~'¢'
s

No s'obté el mateix hexagon perque les arrels sisenes de dos nimeros distints son diferents. S'obtenen
hexagons girats respecte al primer. Observem els casos segiients:
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8641 = 6490 =2 (000, 3600165 #=0,1,2,3,4,5

.Sl k=0 d 2122150

22
©Si k=1 2z =2 A 4
*Si k=2 = 2z3=235 ‘x:zl
*Si k=3 = z4=295 Z4:x
*Si k=4 = 2z5=255 SR 'ZG
*Si k=5 — z5=235 %
6‘/674=6‘/6TO°=2(0°+360°/€)/6; £=0,1,2,3,4,5
*Si k=0 — z =24
*Si k=1 = 2y=24 z3 ---------- .z2
*Si k=2 = z3=2y
°Si k=3 = z4=25 zf:: ::;sl
*Si k=4 — z5=2
¢ Si k=5 - z5=250 Zs __________ ZG
mzmzz(wouam’/«)/é; £=0,1,2,3,4,5
*Si k=0 = 2z =25 .
*Si k=1 = 2z,=2p5 T .
*Si k=2 = z3=255 2
*Si k=3 > z4=25s :
¢ Si k=4 = 2z5=2,45 Kz
*Si k=5 = z5=2345 zy T ._.//'

s

40 Troba els nombres complexos que corresponen als vértexs d'aquests triangles equilaters.

3

Com que els afixos s6n en els vertexs d'un triangle equilater, els nombres complexos s6n:
a) 21 =39-=3i

2y=3510°=3(cos 210° + i sin 210°)=—¥—%i

23 =33300 =3 (cos 330° + i 5in 330°) :¥_ %i
b) Zq =300 =3

2z =31200=3(605120°+isin120°)=—%+ 3‘2/3 i
23 =39400 =3 (cos 240° + i 5in 240°) = —%— 3f i
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41

42

43

44

45

46

¢:Poden ser les arrels d'un complex z els nombres 2,0, 210005 217205 29440 1 231602 En cas afir-
matiu, troba z.

* Comprova si els angles que formen aquestes arrels corresponen als vértex d'un pentigon regular.
28° +72°=100° 100° + 72° = 172°
172° + 72° = 244° 244° + 72° = 316°
Si, son les arrels cinquenes d'un nombre complex. El trobem elevant a la cinquena qualsevol d'aquestes:
2= (259)° = 32140
El nombre complex 3,y és vértex d'un pentagon regular. Troba els altres vértexs i el nombre
complex les arrels cinquenes del qual s6n aquests vertexs.

Els altres vértexs seran:
31 12° 3184° 3256° 3328°

El nombre sera: z = (3400)5 =243

Una de les arrels ciibiques d'un nombre complex z és 1 + 7. Troba z i les altres arrels cibiques.
1+i=y245

Les altres arrels ctibiques son:

24500120 =12 165° 21654120 = V2285

Trobem z:

z=(1+1)2=(245")> = 81350 =8 (cos 135° + i 5in135°) = «/7(—£+ g>——2+2z

Busca dos nombres complexos si la seva suma és —3 + 37 i una de les arrels quadrades del seu
quocient és 24,
Siguin z i w els nombres complexos buscats. Aleshores,
z+w==3+3i z+w=-3+3i > —4dw+w=-3+3i > w=1—4
z N2 —
- =(2i
Z_)

z=—4w
z=—4(1-7)=—4 + 4i
3+bz

Calcula el valor que ha de tenir 4 perqueé el modul de sigui igual a 2.

—3+bi _ (B+b)(1+2)  3_6i+bhi+2bi® _3-2b, b6,
1-2i  (1-29)(1+2i) 1+4 14 14

Com que el modul d'aquest niimero ha de ser y2, obtenim:

S22 o) - > 55

14
551;645 22 5 562-347 — 51_4/34 by=— ,/34

Expressa cos 40 i sin 40, en funcié de sin 0. i cos 0, usant la férmula de Moivre. Tingues en
compte que (2 + b)% = a* + 4a°b + 6426* + 4ab® + b
4

2 3 4

O + 4 cos3 O sin OL — 6 cos® O sin® o, — 4i cos O, sin> OL + sin oL =

4

cos 40 + 7 sin 40t = (cos OL + 7 sin o) % = cos

4

= cos* 0L — 6 cos® O sin? oL+ sin® O+ 7 (4 cos® o sin O — 4 cos o sin® o)

D'aqui obtenim que:

4 4

cos 401 = cos* oL — 6 cos® oL sin’ oL+ sin® o

sin 400 =4 cos3 oL sin O — 4 cos O sin’ o,
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47

48

49

50

Un pentagon regular amb centre en I'origen de coordenades té un dels vertexs en el punt (3, y3).
Troba els altres vertexs i la longitud del costat.

El punt /3, 43) correspon a l'afix del nombre complex z= J3+43i=y645 ~ 2,45 45
Per trobar els altres vertexs, multipliquem z per 1-,.:
2= 2,45, 50 = —1,11 + 2,18i 25 = 2,45 g9 = ~2,42 — 0,381
24 = 2456, = 0,38 — 2,42i 25 = 2455350 = 2,18 — 1,11
Els altres quatre vértexs seran:
(-1,11;2,18) (-2,42;-0,38) (-0,38;-2,42) (2,18;-1,11)

Trobem la longitud del costat aplicant el teorema del cosinus:

12 = (J6) +(J6)' =246 -6 - cos 72°
12=6+6-3/6(0,309)

[7=12-2,271=9,729 [
/=49,729 = 3,119 unitats

L'afix de 3 + 27 és un dels vertexs d'un quadrat amb centre en I'origen de coordenades. Troba
els altres vertexs i I'area del quadrat.

Si tenim un vértex d'un quadrat centrat en I'origen, per calcular els altres vértexs hem de multiplicar
per i=lgg iaixi fer girs de 90°.

z=3+2i 2y=03+2)i=-2+3i z3=(-2+3d)i=-3-2i z24=(-3-20)i=2-3i
Els altres vértexs seran: (-2, 3), (-3, -2) i (2, -3).
La diagonal del quadrat mesura: 2|z;|=2y9+4=2y13 perqué esta centrat en ['origen.

L'area del quadrat és (usant la férmula de 1'area d'un rombe):

Aziz‘/ﬁézm - 262

Poden ser z; =2 +4, 2y =-2+14, 23=—1-2i i z4=1-24 les arrels d'un nombre complex?
Justifica la teva resposta.

No, perque els seus afixos no es troben en els vertexs d'un poligon
regular centrat en ['origen. Podem comprovar-ho en el grafic se- z, ) 2,
glent:
1
2 24
Siguin 4, B, G, D els afixos dels nombres zy=4; 2y = 11020 5= 132 g5 55 = 147
1guin A, 5 ) €ls 0s dels nombres 3 =45 27 = D) 205 R = Tzl, Z3 = D) Zy.

a) Quines sén les coordenades de A, B, Ci D?

b) Calcula dj) = |2y — z|; d; = |2, — 2,|; d, = |2, — 23| iinterpreta geométricament aquests nom-
bres.

©) Quant mesura la linia poligonal ABCD?

a) zg=4 z1=%«4=2+2i z2=%~(2+2i)=(1+i)2=2i z3=1+i~2z’=—1+z’

Els afixos sén: A(4, 0); B(2,2); C(0,2); D(-1,1).
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b) dy=|4-(2+2i)|=|2-2i|=y8=242
dy=|2+2i-2i|=|2|=2
dy=|2i—(-1+)|=|1+i]={2
1 _42

Les distancies calculades formen una progressié geométrica de raé —==-"=

R

\9)

¢) La linia poligonal ABCD mesura 2J242+4y2=3y2+2

51 Escriu una equacié de segon grau les solucions de la qual siguin:
a)l+iil-i b) 5i i —5i c)2-3ii2+3i dd-iil+2i
A x—0+)][x-0=)]=x*-Q=)x—1+Hx+(1-i3)=
=x2—(1—i+l+)x+(1-D)=x*-2x+2=0
b) (x —57) (x +57) = x% + 5xi — 5xi — 252 =x2 +25=0
o) [x—=2-3)][x—2+3)]=(x—-2-3:) (x—2+3i) =
=x? —2x+3xi —2x +4—6i —3xi + 6i —9i2 =x* —4x +13=0

d) En aquest cas, |'equacié de segon grau no tindra coeficients reals perque les solucions no sén nom-
bres complexos conjugats.

[x—(4d—)][x—(1+2)]=(x—4+7) (x=1-2)=x2—(5+)x+6+7i=0

2

5@ Troba el valor que ha de tenir m perque 1 — 27 sigui una solucié de I'equacié z°—mz+5 = 0.

Calculem les solucions de 1'equacié:

mAm* =20 _m . [m?-20
2

= +

2 4

m*—20 _4-20 __ 4
4 4

Comprovem ara quines sén les solucions si 7 = 2.
Z=%i«/—4=li2i

Aleshores, en efecte, 1 —2i és una d'aquestes.

Z =

Si %:1 — m=2 —

53 Resol aquestes equacions:
a)2z+3i-2=3+2zi
b)(5+4)z=3z+4i-2
O 1-d)z2=1+i

d) (% - #%7)z = 24?2 - 34"

=3 _3; _A_g5_a: _5-3i_ (5-3)Q2+4) _13-i
a) 2z—2i=3-3i+2 = z(2-i)=5-3i —> z= T G-h2+d 5

b) (5+1)z—3z=4i-2 — (2+i)z=di—2 — z=4i=2 _21Q+) _,,

2+1 2+1
Zl=1+l=£+£i
C)z2=1+i_>zz=(1+i)(1+i)%Z2=(1+i)2< 2 2 2
1—i (1= (1+1) 2 1+i__2_2

d) (ie)z=2(1)=3(i) = —2iz=-2+3i > z=‘2—;,3"=—%—
—Z1
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54 Troba els nombres complexos z i w que verifiquen cada un d'aquests sistemes d'equacions:

a) z+w=-1+2i
z—w=-3+4i

z2+2w=2+1
iz+w=5+5i

z+w=—1+2i
a) } Sumant membre a membre:
z—w=-3+4i

22=—4+6i —> z=-2+3i
w=(=1+2{)—(-2+3i)=1-i

Solucié: z=-2+3i; w=1—1i

Zz+2w=2+i
, . Multipliquem per -2 la 2a equaci6 i sumem:
iz+w=5+5i

(1-2i)z=-8-9i — z==8=91_9_5;

z+2w=2+1
1-2;

—2iz—2w=-10-101

we 2+i—(2-57) _6i _

> 231

Solucié: z=2—5i; w=3i

55 Resol els sistemes d'equacions segiients:

{z+w=—1+2i b){z—uI=5—3i

iz+(1-2)w=1+3i Q+i)z+iw=3-3i

a) Multipliquem per —i la primera equaci:

—iz—iw=i+2
. . ¢ Sumem membre a membre:
iz+(1-)w=1+3;

—iw+(1-Dw=i+2+1+3i > (1-2)w=3+4i

_3+4i_ (3+4)(1+24)  —5+10i _ .
S T T S R

z=—1+2i—w=-1+2i+1-2i=0
Solucio: z=0; w=-1+2i

b) Multipliquem per i la primera equacié:
zi—wi=5i+3

} Sumem membre a membre:

Q+d)z+wi=3-3i
zi+(2+40)z=5+3+3-3i > (2+2{)z=6+2i

oo 6+2i (6+2)(2-2) 16-8i ,

2+2i 4 4i2 8 -t

w=z—-5+3i=2—-i-5+3i=-3+2i

Solucié: z=2—14; w=-3+2i
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56 Resol les equacions segiients:
)z +22-2=0
b)23-322+2+5=0
0 zt-722-144=0
dz4+222+2=0
a) Usant el métode de Ruffini, obtenim:
2+22-2=(z-1)(z%+2z+2) > z;=1

242242=0 — z= 2248 V24‘8:—1¢i S zy=—l4i, zy=—1—i

b) Usant el métode de Ruffini, obtenim:

22 —32%+2+5=(2+1) (22 —42+5) = z,=—1

22— 4z+5=0 > z=4il2j=21i — 2y=2+1, 23=2—1i

o) z%-72"~144=0
Se tracta d'una equaci6 biquadrada. Fent el corresponent canvi de variable, obtenim:
22=-9 = z=+/9=+3i > z,=3i, z,=-3i
72216 > z=+4/16=+4 — z3=4, z4=—4

d) 2% +22242=0

Es tracta d'una equacié biquadrada. Fent el corresponent canvi de variable, obtenim:
2o2xd-4 gy

2
2 =—14i=\2135 = 2=\2135= 20353600125 #=0,1 = 2 =V267,55 2,=V2247,5
Z=—1-i=2ns5 = 2=W2us5 =25 3600725 k=01 = 21=42112,5 2= V2202 5°

57 Troba els nombres complexos el quadrat dels quals sigui igual al seu conjugat.

2-Z.

Busquem els nombres tals que z
En forma polar, (r,)? =7,

P=r {7’(7’—1)=0 {’"1=0’ rp=1

- -
2a=—a 3a=0°+3600k (Xl =Oo, 0L2=120°, (X3=2400

("2)20L=7—oc - {

{”1 =0 — z;=0 ésuna solucié

ry=1 = zy=1ge, 23=1150% 24=1,4p s6n lesaltressolucions

(Per calcular els valors de o0 hem igualat 300 a 0°, 360° i 720°.)
Els nombres sén:

z21=0 z=1p zZ3=1l1 24=1y0p

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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M Interpretacié grafica d'igualtats i desigualtats entre nombres complexos

58 Representa i descriu amb paraules cada una d'aquestes families de nombres complexos:

a)Rez=2 b)Imz-=1
c)Rez<0 d-1<Imz<3
e)2<Rez<5 f)|z|<3
g) Arg z = 45° h) 0° < Arg z < 90°
a) b)
1
2
19) d)
3
0
-1
e) f) 3
V%%, \
Y
7 %
-2 5 /13
X ;
%Y.
g h)
4‘0

|

59 Representa els nombres complexos z tals que z+ z =-3.
* Escriu z en forma binomica, suma-li el seu conjugat i representa la condicié que obtinguis.
Aomenem z =X + iy.
Aleshores: z=x—1iy

3

Aixi, z+z=x+iy+x—iy=2x=-3 — x=—2

Representacié:
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60 Representa els nombres complexos que verifiquen:
a)z=-3 b)|z+2|=3 o|z-z|=4
a) Z=x+i) = Z=x—1)

z2=—2 > x—iy=—x—iy = 2x=0 — x=0 (és!'eix imaginari)

b) z+Z=x+iy+x—iy=2x
2x=3%x=3/2
gl
lzvzl=loxl=3 <, " " .,

C) zg—z=x+iy—z+iy=2yi

|2—z|=| 2pi|=| 29| =4 <

2y=4 — y=2
2y=—4 — y=-2

2

22

61 Escriu les condicions que han de complir els nombres complexos la representaci6 grafica dels
quals és la segiient:

a) b) ) c)
1
T e P
d) , e) W ) ;// f)
W /éﬁ 3
1 -3 Z 4%2

*En a), b) i f) ésunaigualtat. En c¢) i d), una desigualtat. En e), dues desigualtats.

a) Rez=-3 b) Imz=2 c)-1<Rez<1
Do< ) —3<Rez<2 ¢ 3

< =
)0<tmz< € 2<Imz<3 I
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Qiiestions teoriques

62 Es pot dir que un nombre complex és real si el seu argument és 0°2

No; també son reals els nombres amb argument 180° (els negatius).

63 Si z =7, quina relaci6 tenen amb z els nombres 7, 1ggo i 73600 _¢?
o+ 180° = —% (oposat de 2)

360°— o = 2 (conjugat de 2)

64 Comprova que:

a) z+w=3z+w

b)z.w=z-w

c) kz =kz,amb kcR

z=a+bi=ry = zZ=a—bi=ry50_g,

w=c+di=r'y > w=c—di=r35_p

Q) z+w=(a+0)+b+d)i = z+w=(@+c)—(b+d)i
zrw=a—-bivc—di=(a+co)—(b+d)i=z+w

b) x-w:(r-r')OHB - z-—w=(r-r')36oo_(a+ﬁ)

z-w=(r1")360 03600 p= (7" 360 (@ +p) =2 W
) kz=ka+kbi — kz=ka—kbi
kz = ka — kbi = kz

1
||

L=i=<i> (L) N ‘_’=L=L
Z "o, 7/ —o 7 /360° - o Z r ’Z‘

66 El producte de dos nombres complexos imaginaris, pot ser real? Aclareix-ho amb un exemple.

65 Demostra que ‘l‘
z

Si. Per exemple:
z=i, w=1i

z-w=i-i=i*=-1€lR

Pagina 165

67 Representa el nombre complex z =4 — 3. Multiplica'l per 7 i comprova que el resultat que
obtens és el mateix que si apliques a z un gir de 90°.

iz=4i—3i%2=3+4i

3+ 4
/
/|
)4
oo
N
N
N
4-Bi
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68 Quina relacié hi ha entre I'argument d'un nombre complex i el del seu oposat?
Es diferencien en 180°. Si I'argument del nombre és a, el del seu oposat és:

180° + o

69 Quina condici6é ha de complir un nombre complex z = a + bi perqué z = 1,
z

* Troba f, iigualaa a- bi.

1__1 _ a—bi _a=bi __ _ ;.
e ar b arba—b) ey Y
a _ _ a_ 2. 12 2,72 _ ;
m_a =4 +b* = a*+b*=1 (moddul1)
—b

_=b___y -
b2 Ha de tenir modul 1.

70 Siguin z i w dos nombres complexos tals que |z| = V2 i |w|= y2. Justifica si les igualtats
segiients sén certes o falses:

a) |z + w| =242 b) |3z| = 3.2 o|z-w|=2 d)‘%‘=g
Per resoldre aquest problema hem de tenir en compte que | z[*=z-z:
Zz=a+ bi — z';=(a+éi)(a—bi)=az+/72=|z|2

a) Fals, perque z + w representa la diagonal del quadrat els costats de la qual sén z i w. Per tant,
la seva longitud no pot ser la suma de les longituds dels costats.

b) Cert.
Si z=a+bi — 3z=3a+3bi

132 |=|3a+36i|={(3a)2 +(36)% =3Va* + b2 =3| z|=342

¢) Cert. El modul del producte de dos nombres complexos és el producte dels moduls, tal com hem
vist en les operacions en forma polar.

|z-wl=|z|-|w|=42-42=2

d) Cert. En forma polar 1 1o _ <L> i, per tant, el modul de l'invers d'un nombre complex és
z 1y \7)q
l'invers del modul.

71 Si =7, i w=sp, quinarelacié hi ha d'haver entre 0. i B pequé es compleixi cada una de les
afirmacions segiients?

a) z- w és imaginari pur.

b) z/w és un nombre real.

¢) z- w és ala bisectriu del primer o tercer quadrant.
a) z-w:ra-sB=(7'5)a+[3

Per tant, ot + B =90° o o + 3 =270° ésadir, B=90"-0, =450~ o B=270°-0, B=0630°-0.

b)£=’_0t=<1>
w s s/o-PB

Per tant, . —B=0° o o0 — P =180° ésadir, =0 o B =0 —180°
) z~w=ra~sl3=(7'5)a+[3

Per tant, oL+ =45° o o+ =225 ésadir, B=45"—-0a, =405~ o B=225°~-a, B=585-0.
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72 Sigui z =0 un nombre complexi w=— >t 71’. Justifica que els afixos de z, zw i zw? sén

els vertexs d'un triangle equilater.

L'afix de zw = z - (115p:) és el punt que s'obté girant z un angle de 120° respecte de l'origen de
coordenades.

De la mateixa manera, l'afix de zw? = z - (1,45) és el punt que s'obté girant z un angle de 240°
respecte de l'origen de coordenades.

Per tant, els afixos dels tres nombres complexos sén en els vertexs d'un triangle equilater.
gle eq

Per aprofundir

73 Troba els nombres complexos el cub dels quals coincideix amb el quadrat del conjugat.

Si el nombre complex és 7, , tenim que:

P =

() =(r0)® = (9)34=0?) 20 = {30c=—20€ ”

P —r2=0
- -
500=0°+360°%

2(r—1)=0

- —
500=0°+360°%

N 7’1 =0, 72=1 N
oy =0, 0, =72° 03=144°, 04 =216°, ot5=288°

{7’1 =0 — 2;=0 ésunasolucié

r=l = zp=1¢0, 23=170, 24=1 1440 25=1516 25=128g s6n les altres solucions.

ElS nombres Sén: O, 100, 1720, 11440, 121601 12880.

74 Si el producte de dos nombres complexos és —8 i dividint el cub d'un d'aquests entre I'altre ob-
tenim de resultat 2, quins sén el modul i I'argument de cada un?

z=71y
w=7"[3 , , o ror'=8
—8=850° ro"rﬁz(r'r)(uB: 180° o+p3=180°
2=2p
3 7.3 3 7’3=
(ra,) =#=<7'> =200 SN rr
VB rB r 3(X—B 3(X4_B=00

1r Batxillerat
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Aixi:
8
ror=8l ", r=2
8 r 4
L= = 16=r* -
73—27'} o2 2 4 {r'=4
r —_—
2
o+pB=180° o =45°
o+300=180° — 400=180° —
300=f B=135°

Per tant, z =25, w=4%4135

75 Calculal'invers dels nombres complexos segiients i representa graficament el resultat que obtin-
guis:
a) 3.3
b) 2i
c-1+1¢

Quina relacié hi ha entre el modul i I'argument d'un nombre complex i els del seu invers?

T
33 3u3 \3)ws \3/su3

RE=TE] =m/3

—1/2i

Q) —1+i=y2135

1o (L) <;> 11,
“lvi 2135 \V2) i35 \W2/p50 2 2

Si z=r7, aleshores 1 =<l> .
’ Z  \7/360°-0
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76 Representa graficament les igualtats segiients. Quina figura es determina en cada cas?
a)lz—(1+4)|=5
b)|z—(5+2i)|=3

a) Circumferéncia amb centre en (1, 1) i radi 5.

C(11)

[

b) Circumferéncia amb centre en (5, 2) i radi 3.

TN
/[ 3 N\
ﬁ 06,2
A\ /
N ]

77 Escriu la condicié que verifiquen tots els nombres complexos els afixos dels quals estiguin en la
circumferéncia de centre (1, 1) iradi 3.

|z—(1+9)|=3

78 La suma dels nombres complexos z=a + 37 i w=5b-5i dividida per la seva diferencia és un
nombre imaginari pur. Prova que z i w han de tenir el mateix modul.

z+w=a+b-2i
z—w=a—b+8i

a+b—2i

" —ki amb % nombrereal —» 2+ b6—-2i=(a—b+ 8i)ki —
a—0b+8i

a—b=—2

— a+b-2i=-8k+k(a-0)i — {
b

avb=—8k  |+b=-8k
Dkla-bt)

Multiplicant membre a membre obtenim: 4> — 4% =16

Per un altre costat:

|z|=4a?+3%2=4a%+9
|w|=y6%+(=5)2 = 6%+ 25

Perque els moduls siguin iguals, hauria de ser:

Va2 +9=4b%+25 = 4%2+9=b%+25 > 22— b*=16 1iaix0 és exactament el que hem obtingut a
q g
partir de les dades del problema.
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79 Sigui z un nombre complex I'afix del qual és en la bisectriu del primer quadrant. Comprova

z_il_f és un nombre real.
z+1+1

que
El nombre complex que és en la bisectriu del primer quadrant és de la forma z =4 + 4i.

a+vai—1—i a-1+(@-1)i [a-1+(a-1)d-[a+1-(a+1)i]

a+ai+l+i  a+l+(a+1)i  [a+l+(@+D)i-la+1-(a+1)i]

_ (a-1)(a+D)—(a-1)(a+1)i+(@a—1)(a+1)i—(a—1)(a+1):* _
(a+1)%+(a+1)?

, que és un nombre real.

_2@-1)(a+l) a-1
2(a+1)? a+l

Autoavaluacié
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1 Calcula.
(3-2i)*-(1+i)(2-4)
-3+
(B-202-(1+)(2-4) _9+4i2-12i-(2—i+2i—i%) _5-12i—3—i _
-3+i -3+i -3+i
_Q2-13)(3-49) _—6+13/2-2i+39i _-19+37i __19 37
(-3+4)(-3—1) 9_;2 10 10 10
Z,
2
2

2 Calcula z i expressa'n els resultats en forma binomica.

4 _—«/§+i
z= 7
z—(_B+i ‘
“\

Passem numerador i denominador a forma polar:

r=y(=y3)2+12=2

—3+i< 1

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

rgoc:—E - o=150°
J2i = 2900
2 4 P 1
z:<ﬂ> =(V260°) 4= 4ps00 — 2 =4 (cos 240° + i 5in 240°)
2900 :
-3
z=4(_%_i§)=—2—26i
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3 Troba a i b perqué es verifiqui la igualtat:
5(a—2i)=(3+i)(b-1i)
5a—10i=3b—i*-3i+bi — 5a-10i=3b+1+(-3+b)i

lowal 1 5a=3b+1 5 4
gualant els components 10=-3+4 = b==7, a=—

4 Resol I'equacié: 22 —10z+29 =0
Zl = 5 + 21
Zy = 5-2i

10£°16 _ 10+4i
S

Solucions; zy =5+ 2i, zp=5-2i

x+2i

14 sigui igual a 2.

5 Calcula el valor que ha de prendre x perque el modul de

x+2i _ (0420 (A48 w424 xiv2i  x—2+(x+2)i _ x-2 LX+2
1 (-i)(1+) 2 1+1 2 2

2 2
X [ x=2 x+2\ _ x*+4 x*+4
Modul-\/( 5 >+(—2 )-2% 5 =2 - 7 =4 —

X1=2
2 4 2
— x“+4=8 — «x _4<x2=—2

Solucions: x| =2, x, =2

6 Troba el costat del triangle els vértexs del qual sén els afixos de les arrels ciibiques de 43 — 4.
2= Y443 4i

Expressem 443 —4i en forma polar:

r=y(44y3)%+(-4)2=8 A=z

443 —4i= .
tg(x:—%—>0b330° V3~ 4i =853
z1=2110° 0
2= 8330 = ¥8(330°+ 3603 z3=2230° B=2z
23=2350°
C=z,

En el triangle AOB coneixem dos costats, OA=0OB=2, il'angle compres, 120°. Aplicant el teorema
del cosinus, obtenim el costat del triangle, AB:

AB*=224+22-2.2.2¢005120°=12 — AB=y12=33 u

7 Representa graficament.
a)l<Imzs<5 b)|z|=3 ) z+z3=-4

a) 5 b) /

Qa+bita—bi=—4 — 2a=—4 — a=-2

o] 1
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8 Troba dos nombres complexos tals que el seu quocient sigui 25 i el seu producte 18¢..

r—azzlson % 122, (X—BZISOO
s $
B
7oc'5[3=1890° — r.s=18; OL+B=90°

Resolem els sistemes:
79 o —PB=150°
{;-::18 {“+B=9O°
Obtenim:
r=6 o=120°
{5 =3 {B =-30°=330°
Els nombres s6n 61,0 i 3330-. Una altra possible soluci6 és: 630 i 315¢:.
9 Demostra que z- 2 = |z|%

Suposem que z = a + bi. Aleshores:

2-Z=(a+bi)(a—bi)=a®—abi+bai—b*i=a* + b* =| 2 [*

10 Calcula el valor de cos 120° ide sin 120° a partir del producte 190  13¢0.
Loge 1300 =1 (cos 90° +7 5in 90°) -1 (cos 30° + i 5sin 30°) =

=i-(§+i%>=—%+§i
Toge-1300=1 1500 =1 (ms120°+z'sz'n120°)=—%+gi - 605120°=—%; 5inl20°=§

11 Troba el nombre complex z que s'obté en transformar el complex 2 + 3i mitjangant un gir de
30° amb centre a I'origen.

Multipliquem per 13p. =1 (cos 30° + 7 sin 30°).

2+ 3i
; NESE
2=@r3010=0439( D 111
532,308,
z= 3+21 +i+ 3 i
_243-3 2+343.
z= Tt i



