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Descomposicié d'una forga

I. Una corda de 10 m de llarg penja de dos claus de ganxo, A i B, situats a la mateixa alturaia 8
m de distancia entre ells. D'aquesta corda es penja una pesa de 50 kg de massa que roman en
equilibri en un puntsituata3 mde Aia7 mdeB.

Observa que descomponem el pes, P, que produeix la massa de 50 kg, en dues components, P;
i P, cada una de les quals tira un dels trossos de corda. Estima, mesurant i tenint en compte
I'escala, la magnitud de cada una de les dues components del pes.

II. Repeteix la construccié suposant que la massa es col-loca simétricament respecte als dos claus (5
m de corda a cada costat). Estima, mesurant, la traccié que ha de suportar cada tros de corda en
aquest cas.

ITI. Torna a repetir la construccié per a una corda del doble de llarg en la qual es col-loca el pes si-
metricament.

Si la corda fos debil i temessis que es pogués trencar amb traccions fortes, quina de les tres situacions
I, II o III, et semblaria la més adequada per penjar el pes?

I. P=50kg
Py=27 kg
II. A B

Cada component del pes és d'uns 42 kg.
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Cada component del pes és d'uns 27 kg.

Conclusions: Si la corda és debil, hem de penjar el pes en el centre i, com més llarga sigui la corda, millor.
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B Coordenades d'un vector
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1Si u(=2,5) i v(1,-4) sén les coordenades de dos vectors respecte d'una base, troba les coorde-
nades respecte de la mateixa base de:

a)2r1+; b)ﬁ—; c)3r1+%; d)-%ﬁ-z?
a) 2u+v =2(=2,5) + (1, —4) = (4, 10) + (1, —4) = (=3, 6)
b) u—v =(-2,5-(1,-4) = (=2,5) + (-1, 4) = (-3, 9)

D VIS IR 14\ _(-17 41
930+ 13 =329+ L a,-9 (6,1s>+(3,3) (3,3)
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B Producte escalar de vectors
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1 Cert o fals?

>

Demostrem que a + b = 10

b
i cosd:% = |_I;|L'0$(X=2
o
a
—t

a+b=|a||blcosct=5.2=10

Cert. Partim de la longitud de la projeccié de b sobre a i de la seva expressié en relacié amb el pro-
ducte escalar de dos vectors per calcular el producte escalar d'aquests vectors.

1 Observant el raonament de I'exercici anterior, calcula a « b.
b(5, 3)

(x -
a(3,0)

’;‘=3, |g’cosoc=5 - E‘E=‘;"B’COS(X=3~5=15

3 Dos vectors u i v compleixen que: |u| =4, |v|= %, (1, v) = 30°. Calcula:

o (u)ev

<V
eV

A uev b)

£) ve(=v)

eV

e

d) Bu)  (-5v) e)
a)E-;=|§||;|cos(ﬁ)=4'%-60530°=6~§=3«/§
b)veu=uev=33

) (-u)ev=—-itev)=-33

d) Bu) + (-5v) = 3(=5)(u » v) =—15 - 33 =—45,3

4 Si|u|=3, |[v|=5i u+v =-2, esbrinal'angle (u, v). (Fes servir la calculadora).

—_— > >

cos(v)=—22Y - =2 __ 2 _, (3/,3)=97°39'44'
lallv| 35 15

5 Troba u+(v+u) i ve(v—u) sabent que |_ﬁ| =3, |;| =5, (u,v) = 120°.

—-> > > > > - > —-> > -> ->
ue(v+u)=uev+usus=|ul|v|cos120°+|u||u] cos0° =
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6 Les coordenades dels vectors u i v respecte a una base ortonormal s6n u 3,-4) i v

(-1, 3). Troba:

Dueviven b) [al, [v] i (av)

¢) El valor de £ perqué (4, %) sigui perpendiculara v.  d) Un vector unitari perpendicular a u.

D) uev=0-4(1,3)=3-(1)+ (-4 3=-15
Veus=(1,3)+G-49=(1-3+3-(-4=-15

b) Ju] = /32 +(-4)2 =5
vl = {1)2+32=410

— > 15 == ot g
cos(u,v) = 22Y_ - =22 - _0,9486832981 — (u,v) = 161°33' 54
lallv| 5v10

QU LE1,3) = 4As(1,3)=0 — —4+3k=0 — k:%

Perqué (4, £) sigui perpendiculara v, ha de ser /= %

d) Un vector perpendicular a (3, —4) &, per exemple, (4, 3).

Un vector unitari paral-lel a (4, 3) és ‘ (4’13) | - (4, 3) = %(4, 3)= (%, %)
Hi ha dos vectors unitaris perpendiculars a (3, —4); sén (%, %) i <— %, —%)
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Exercicis i problemes resolts
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1. Producte escalar en bases no ortonormals

Fes-ho tu. Calcula el producte escalar a+ b, sent ;(0, 3) i E(—l, 1) les coordenades respecte a
la base B.

>

aeb=3ve(-0+v)=3ve(-u)+3vev=—>3uev+3|vf=-9+9=0

Pagina 180

4. Descompondre un vector

Fes-ho tu. Resol aquest mateix problema si a-= (-1,4) i b= 2,9).

u=ka u=+k(-1,4)=(—k, 4k)

> > > 2=—k+4h

vea=0 — Jv=h4,1)=(4h,h) - — k=2, h=1
> > > 9:4k+h

b=u+v (2,9)=(—k, 4k) + (4h, 4)

Els vectors buscats sén u = (-2,8) i v = 4, 1).
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Exercicis i problemes guiats
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Obtencié de vectors paral-lels i perpendiculars a un de donat
Donat el vector v (9, 12), calcula les coordenades dels vectors segiients:
a) u, unitarii de la mateixa direccié que el vector v.
b) w, ortogonal al vector v idel mateix modul.

¢) z, demodul 5 i ortogonal a 7.

a) |v| = {81+144 = 15

S 1o (0 12) (3 4
ui= 15012 (15’15> (5’5)
Una altra solucié: Ezz (-%,_%>

b) w, = (-12,9)
Una altra solucié: v—>v2 =(12,-9)

o) |w|=144+81=15

7= 5%(—12,9)4—4,3)

Zo= 5-%(12,-9)44,—3)

Calcul dels moduls de la suma i de la diferéncia de dos vectors

Dels vectors a i b en coneixem els moduls, 1i 2, respectivament, i sabem que formen un angle de

45°.

Troba |a + b| i |a - B

3+bF=G+b)eG+b)=a-as+a-Babea b b=
= AP+ 2a B [BP =142 1.2 cosd5" 2
=1+2ﬁ~g+2=5

|a+B|=15

A-bF-G-B)-G-B)-d-a-a.b-b.a+b.b-
SJaP 22 b+ [BP=1-2-1 42 cos45° 4 2=
=1_2.1-J§-g+2=1

|]a—b|=1
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Determinacié de parametres perqué un vector compleixi certes condicions

Siguin els vectors a3, n) i b(=2 m). Calcula el valor dels parametres n i m en cada un dels casos
segiients, perqué es compleixi:

a)|a|=5
b)albylal=|5]

¢ a Jorma un angle de 45° amb el vector un=(11).

a) |a|=49+n2=5 = 9+n?=25 > n=—4, n=4

-> > }’}1:g
b) a*b=0 —6+nm=0 —6+nm=0 n
|;|=|E|_> «/9+n2=«/4+m2_> 9+712=4+m2_> 5 6\
9+n“=4+|2>
n

Solucions: n=-2,m=-3; n=2,m=3

5 z-3=|Z||3|ms45°=|2|ﬁ.§=|2|=W
aev=0n+(1,1)=3+n
Aleshores, W=3+n —> n=0

Coordenades d'un vector en una base no ortonormal
En una base ortonormal es consideren els vectors u(3,0), v(2, 1) i w(~1,-2).

Comprova que B(u, v) és també una base i calcula les coordenades de w en aquesta base.

3

3.0 ; per tant, no tenen la mateixa direccié. Per tant, formen una base.

271
we=mu+ny = (=1,-2)=m(3,0) +n(2, 1) = (=1,-2) = Bm + 2n, 1)

—1=3m+2n

Igualant ambdues coordenades: { )
—2=n

Solucio: m=1, n==2
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Exercicis i problemes proposats
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Per practicar

M Els vectors i les seves operacions

1 Observa la figura segiient:

A B C D E
L 2 L4 £ 2 L2 *
o K o [

F G H 1 ]
a) Compara el modul, la direccié i el sentit dels parells de vectors segiients:
AB ¢ Ij; 4H i LC.
b) Calcula AC +CH i HC +2CL.

_— —> —> ——> ——> @ ———

¢) Completa les igualtats segiients: LC - CB=L...; HA+H...=HC
a) AB e IJ tenen el mateix modul, direccié i sentit.
AH y LC tenen la mateixa direccié, el mateix sentit contrari i |AH | = 2|LC]|.
b) AC+CH = AH
HC +2CL = HC + ] =HJ
o LC-CB=LC+CD=1D
HA+HJ =HC

2 Siguin u, v i w els vectors segiients:

S
= u
\4
w
Calcula graficament els vectors:
aAu+v b)u-v cu+w
d)2u-3w e) u+3w-—4v f)-u-v-w
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3 Observa el rombe de la figura i calcula:

a) AB + BC

b) OB + OC B

) OA + OD

d) 4B + CD e e

e) AB + AD

f) DB - CA ]

Expressa els resultats usant els vértexs del rombe.

a) AC b) 4B = DC o) BA - CD
d) A4 =0 e) AC f) 2DC

~
4 Considera el vector w:

> - —
Dibuixa en cada un d'aquests casos un vector v que, sumat amb u , doni com a resultat w:

a) b)
/ i
u
c) d)
u 1
\
) b) W c) w N
N W A u | —
/ N u P = 2
S 7
o !
d) N N
P u w
|\
vl

—-> ->

5 Hem obtingut els vectors a, b i ¢ operantamb els vectors x, y, z. Quines operacions hem
fet en cada cas?

o —Z
Vo </ Xz
/o > S N
/X X yors
7 == =
a=y—-7-—X
\
7\
b // // »
/ / -
l/ /
> -> -> > > —-> —-> —->
b=x+y-z C=X-y+z
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M Bases i coordenades

6 Observa la figura i dibuixa els vectors segiients:
—u+v u-v

-u-v —u +2v

Vo ay

\ \
188 A'4 —1L A'4 Il & L?_ V_) —)/ 1 é u+ __ﬁ)+ ‘7 /
_ v uw
== 3
¥ aasss N
—u+v=(11 u—-v=(1,-1) w+v=(1,1)
—a—v=(-1,-1) —u+2v=(-1,2) u—2v=(1,-2)

> > ->
7 Escriu el vector a com a combinaci6 lineal dels vectors x i y. Escriu-lo també com a combi-
naci6 lineal de u i v.

w1

=
.

Quines sén les coordenades de a respecte a la base B(x, y)? I respecte a la base B'(u, v)?

[t}

oy
1
)
R
+
<V

(AN
<l

En la base B(x, ;), les coordenades de a sén a = (2, 1).

oy
1
)
=3
|
)
<y

En la base B'(a, ;), les coordenades de 2 sén a = (2, -2).
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8 Escriu les coordenades dels vectors ;, b, ci d respecte a la base B(;, ;).

10

o
ol %]
SIN e
ol

a=(2,2); b=(0,-3) ¢=(-1,05 d=(-1,3)
Quins dels parells de vectors segiients formen una base?

a) u(3,-1), v(1,3) b) u(2, 6), 3(% z)

a) Si, tenen diferent direccié (u = kv pera qualsevol 4). N'hi ha prou de representar-los graficament
per comprovar-ho.

b) No, ja que tenen la mateixa direccié (u =3v).

Considera el vector u(-1,-3). Déna un vector v tal que B(u, v) sigui una base, i un vector
= it
w talque u i w no formin una base.

Perque formin una base, les seves coordenades no poden ser proporcionals. Hi ha moltes solucions,
perd una d'aquestes és v = (1, 4).

erque no formin una base, les seves coordenades han de ser proporcionals. Hi ha moltes solucions,
Perq f b | denades han d Is. Hi h le |

_—
perd una d'aquestes és w = (2, 6).

Pagina 183

11

12

13

Donats els vectors ;(3, -5) i v (=2, 1), calcula:

a+ 1y 1 ad+N—2m-
a)—2u+2v b)2(u+v) 3(u v)

9-2(3,-5)+ 12,1610+ <_1,%)=<_7,%)

b) %[(3,—5) f(2,1)]- %[(3,—5) (2, 1)]= %(1,_4) - %(5,—6) - (% _z)+<—10,4):(£, z)

Troba el vector b tal que ¢=3a- E, sent ;(—1, 3) i 2(7, -2).

1
2

1 7=-3-(1/2)b, — b,=-20
7.=2) =313 =500 0) =95 9 (1/2)6, — b,-22

b (=20, 22)

Donats els vectors ;(3, -2), E(—l, 2) i Z((), -5), calcula m i # de manera que: ¢ =ma +nb.
0 5 L) 0=3m—n

( 3_5):m(3)_)+n(_3 ) - —5:—2m+2n

Aillant en la primera equacié, 7 = 3m, i substituint en la segona:

S5==2m+6m — -5=4m — mz% - nz%

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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14 Expressa el vector a (-1, -8) com a combinacié lineal de b 3,-2) i P (4, —%)

15

—1=3m+4n
(-1, -8) = m(3, -2) + n<4, _%) N

—8=—2m—%n

Resolem el sistema per reduccié (per exemple). A tal fi, multipliquem la segona equacié per 8 (en els
dos membres) i sumem membre a membre les dues equacions:

1= 3m+4n
—64==16m—4n
65 = —13m — m=%=5

Substituint en una de les dues equacions i aillant 7:
—1=3m+4n > -1=3.(5) +4n > -16=4n > n=-4
Aixi, podem dir: a =5b —4¢

En una base ortonormal, les coordenades d'un vector sén v (2,-5). Troba les coordenades de v
en la base B=((1,-1), (0, -1)).

x(1,-1)

v(0,-1)t = v=ax+by — (2,-5)=a(1,-1)+b(0,-1)=(2,—a) +(0,~b) = (2,~a — b) —

v(2,-5)
2=a a=2
7 5e—a—b| 6=3

Les coordenades de v en la nova base sén (2, 3).

M Producte escalar. Modul i angle

16

17

Donats els vectors x 5, -2), ;(0, 3), z (-1, 4), calcula:

a)xey

b)x-z

Oyez

a) xey=(5-2)+(0,3)=-6
b)yxez=(5-2)¢(1,4=-5-8=-13
Qyez=(0,3)(1,4) =12

Dels vectors u, v i w sabem que:
- > {} — ->
u(-1,1); |v|=1; (u,v)=45% w Lv

->

Calcula u+v i v+ w.
|E|=\/1+ =42
E-;=|a||;|cos(z,;)=«/§~l'60545°=«/§~g=1

->

vew =0, perque cos 90° = 0.
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18 En una circumferéncia de centre O i de radi 2 cm, s'hi inscriu un hexagon regular de vertexs A4,

B, C, D, Ei F. Calcula els productes:
a) OA - OB b) OA - OC c) AB « ED d) BC « EF

a)m-ﬁé=|§‘1>|-|Ué|ms(m,ﬁé)=2-2-00560°=2-2-%:2
b)@l’-o—c’=2-2.c05120°:2-2.<-%>:_2

Q) ABEDZ2.2.cos0° 2.2, 124
(*) OAB és un triangle equilater; aleshores:

|4B| = |04 -

Raonem igual pera |ED]|.
d) BC =—EF (mateix modul, mateixa direccié i sentit oposat)

Aleshores: ﬁ'ﬁ=2~2-6‘05180°=2-2~(—1)=—4

19 Donats u(2,3), v(-3,1)i w(5,2), calcula:
a) Bu +2v) e w
buew-vew
o (u-v)w
du(vev)
)30 +2v =3(2,3) +2(=3, 1) = (6,9) + (=6, 2) = (0, 11)
BGu+2v)ew=(0,11)-(52)=0-5+11-2=0+22=22

b) 2,3)+(5,2)=10+6=16

3,1)+(5,2)=-15+2=-13

<+C+

ew=( - .
~ - uev —vew=16-(-13)=16+13=29
ew=(—

=(2,3)+(3,1)=—-6+3=-3

)w =-3(5,2) = (=15, —6)

ev=(31+(31=9+1=10

(v +v)=(2,3)-10 = (20, 30)

> >
Quev

- >
.V

—~

u

d)

>
Ve
u

20 Si A, B i C sén els vertexs d'un triangle equilater de costat 1, calcula:
a) AB - AC
b)24B - (-3A4C)
o) (4B + AC) - AB
d)(24B -34C) + AC
En un triangle equilater, els costats mesuren 1 i formen un angle de 60°.
2) E-R:|E|-|R|-60560°:1-1-%=%
b)24B « (-34C) = 2 (-3) 4B - AC =-g -3

_ —— —> —> —> ——>  —>

=1+

N | —

1
"2
2.

-3
2
d) QAB -3AC)+« AC =2AB + AC -3AC + AC = 3|AC2-1— 3.1=-2

1_
2
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21 Comprova si els parells de vectors segiients sén perpendiculars:
a) u(0,1), v(2,4)
b) u(0,7), v(-5,0)
9 u(2,5), v(5,2)
d) u@3,6), v(-2,1)

A uev=(01)+(24)=420 — No sén perpendiculars.

b)us+v=(0,7) (5,0 =0 — Sisén perpendiculars.
Duev=(25¢:52=20=0 — Nosén perpendiculars.
d) Wev = (3,6)+(-2,1) =0 — Sisén perpendiculars.

22 Obtén, en cada cas, un vector paral-lel i un altre de perpendicular al vector donat.

a) u(0, 3) b) u(-5, 0) o) u@3,8) d) u(-1,-1)
PARAL-LEL PERPENDICULAR

a) (0,9) (3, 0)

b) (10, 0) (0, -5)

c) (30, 80) (-8, 3)

d) (2, 2) (1,-1)

23 Calcula /# perqué el producte u « v sigui igual a 0 en els casos segiients:
a) u(6, k), v(-1,3)
b) E(% -2>, v (%, 3)
o u(=3,-2), v(5, %)
d) u(k, k), v(5,5)

A Uusv=-06+3k=0— k=2

<V
I

(=l

b) <l,—2)-(k, 3)=%k—6=0—>/e=30

5
Quev=(3-2+6k=2k-15=0 — k=_175
d)uev=>k-k-+(55=0— Qualsevol £eR ésvalid.

24 Troba el modul de cada un dels vectors segiients:

u(3,2) v(=2,3) w (5, 0)
4] =13, 2)| = 9+4=413

V] = (-2, 3)| = ¥4+9 =13

|w| = (5, 0)| = ¥25+0=5

25 Troba el valor de m perqué el modul del vector u <%, m) sigui igual a 1.

o3 e [ 2 __4 _4
|u|—’<5,m>’ 25+m 1 > m 5,m 5
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26 Donada la base B = (;)1, ;) on :1(3, -4) i \7(0, —-8), determina, en cada cas, una base B’ de

vectors unitaris tals que:
a) els vectors de B’ siguin paral-lels als de B.
b) els vectors de B’ siguin perpendicularsa u i v.
a) B'=(u', v
|u|=9+16 =5; |v|=0+64=8

E':%E:%(a,—@:(%,%) 3':%3:%(0,—8):(0,—1)
b)B'=(u', v')

W'lu > u'=(43)

viLlv = v'=(8,0)

27 Donat el vector u (-5, k), calcula % de manera que:
a) u sigui ortogonal a ;(4, -2).
b) el modul de u sigui igual a y34.
Adulvouev=0— (584 -2=0 - -20-2k=0 — k=-10
b) || = V(5) 2+ A2 =25+ k2 =34 — 25+ k2 =34 — k=9 — k=13

Hi ha, doncs, dues solucions.

28 Donat el vector ;(5, 12), determina:
a) Els vectors unitaris paral-lels a u.
b) Els vectors ortogonals a u que tinguin el mateix modul que 1.

¢) Els vectors unitaris i perpendiculars a u.

|u| = y25+144 = 13

a) v = %3(5,12)=< 5 12>

1313

c__ 1 (.5 _12
b) v = (-12, 5)

v, = (12, -5)

o1 _(_12 5
v =13-125 < 13° 13)

o1 (12 5

v =-13 12,5 (13’ 13)

29 Troba un vector de mddul 50 que sigui perpendicular al vector a (8, 6).
u'=(6,-8) és perpendiculara a.
|0'| = Y36+ 64 =10
Un vector amb aquesta direccié i de modul 1 és:
v=Ll@_g-(06 _8) (3 _4
R T (10’ 10> (5’ 5)

El vector que busquem és:

v =50(2._4)_ 30 _
vV = 50(5’ 5) (30: 40)

També és solucié v' = (=30, 40).
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Troba I'angle que formen aquests parells de vectors:

D uG3,2), v(1,-5) by m&6), n(3,-2) 9 a(1,6), E(—%, —3)
> = ~ 3,1_2_5 _ - _ ° "

a) cos(u,v) = v 26@ 038—>(u,v) 112°20' 12
= = 4-3—6-2 = = o

b n)=—=2"2% _(0— (m,n) =90

) cos (m, n) 16+3649+4 (m, n)

Y
c) cos(a,b) = =-1—(a,b) =180°

mjj

Donats ?1(%, k) i ;<%, 0), calcula % perqué u i v formin un angle de 60°.

11,0 L
4 —6‘05600

2 2
L /eZ\f L.
1 - —+/e2 1—>/e=_7f; =%/§

Calcula x de manera que el producte escalar de a(3,-5) i b(x,2) sigui igual a 7. Quin angle

cos (u, V) =

> -
formen els vectors a i b?

25 =(3,-5(62)=7 = 3x-10=7 — x=%

cos (a,b) = 7 _21y44z (2,b) =79°31' 17"
12 2210
V9+25 ? +4

Calcula la projeccié de u sobre v, lade v sobre u irepresenta graficament cada situacio.

a) u(3,0) i v(3,4) b) u(l,3) i v(-4,2) o u(=2,-5) i v(5,-2)
a) [ul=9+0=3; |v|=9+16 =5; cos(u, V) = %:%

Pron(;) = |;| cos (0, v) = 5 - % -3
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b)|ﬁ|= J1+9=410; |;|= J16+4=25; ms(a,—\;)= ﬁ: T0

proj ) = [ cos(a ) = 2,542 410

N
< u
- ‘~‘~
v U

proj;(Z) = |Z| cos (1, V) = m%ﬁz%ﬁ

N
UaL
— K
A'A 7
,

o) |u] = V4+25=429; |v| = y25+4=429; cos(1,v) =0
proj(2) = |v| cos (4, v) = 0

proj;(Z) = |Z| cos (?1, ;) =0

T

el
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Per resoldre

34 Assenyala si les afirmacions segiients s6n certes o falses:
a) Si v =0, aleshores B= (E, ;) és una base.
b) Dos vectors paral-lels poden tenir les coordenades no proporcionals.
¢) Si dos vectors sén perpendiculars, les coordenades no poden ser proporcionals.
d) AB i BA tenen el mateix modul, pero diferent direccid.
e) Elmodul de —3v és el triple que el modul de v.
a) Certa, perque els vectors s6n perpendiculars; per tant, no tenen la mateixa direccid.
b) Falsa. Si sén paral-lels, les seves coordenades sén proporcionals perqué 1 = 4v.
¢) Certa. Si les coordenades fossin proporcionals, serien paral-lels.

d) Falsa. Tenen el mateix modul i la mateixa direccid, pero sentits contraris.

e) Cerrta: |—3;| = |-3] |;| = 3|;|
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35 Com és I'angle format pels vectors u i v en els casos segiients?:

a) proj;(v) >0 b) proj;(v) <0 ) proj;(v) =0
a) 0° < (#,2) < 90° b) 90° < (u, v) < 180° o) (#,v)=90°
36 » 6 Expressa els vectors a, b i ¢ com a combinacié lineal de x i y.
-
4 i--livyy B-Lliey; -dioj

37 Siguin A, B i C els vertexs d'un triangle. Si AB (-1, 4), AC 3,-1) i BC (4,-5), es pot tractar

d'un triangle rectangle?

AB = (-1, 4); AC =(@3,-1); BC = (4,-5)

AB « AC = (-1,4) + 3, -1) =7

AB « BC = (-1, 4) « (4,-5) = —24

AC « BC =(3,-1) + (4,-5) = 17

Cap dels tres productes escalars no és zero; aleshores cap parell de vectors no és perpendicular.

Els costats no sén perpendiculars. Per tant, el triangle no és rectangle.

38 Siguin 4, B, Ci D els vertexs d' u_guadrllater Assenyala, en cada cas, les condicions que han
de complir els vectors AB, BC, CD i DA perqué el quadrilater ABCD sigui un:

a) quadrat. b) paral-lelogram. c) trapezi isosceles. d) trapezi escale.

a) Costats iguals i perpendiculars:

AB - -CD; BC =-DA;  AB-BC =0

b) Costats iguals dos a dos:
AB = -CD; BC =-DA

¢) Dos costats paral-lels i els altres dos no paral-lels i amb el mateix modul:
AB || CD — AB = k- CD; BC {DA;  |BC|=|DA|

d) Dos costats paral-lels i els altres dos no paral-lels i amb diferent modul:
AB || CD — AB =k- CD; BC §DA;  |BC|=|DA|

39 Siguin a(~6,8) i b(3,4). Troba, en cada cas, un vector c(x,y) perpendiculara b tal que:
a) |c| = |a] b)|c|=1 ) cea=4
a) |al=36+64 =10; |b|={9+16 =5
Un vector ¢ L b ¢sdelaforma ¢ =4- (-4, 3).

= k(-4,3)=10- %(_4, 3) = (=8, 6)
~_ 1. =—_42
b)C—5(4,3) <575>
O Ceda k(-4 3)(—6,8)=24k+24k-48k=4 — b= 2 L
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40 Donats els vectors ;(—1, a) i ;(b, 15), troba 4 i b, en cada cas, de manera que:
95 L7 i[a]-yi0
buev=7i|v|]=17

ulv (~1,2)-(b,15)=0 154—b=0
3 5=y10  Wi+a?=J10 1+4%=10

Solucions: a; = -3, by =—45; a,=3, b, =45

v|=17 2 +152=17 b24+152=172

Solucions: a, =—%,[9=—8; a,=1,b,=8

{3.3:7 {(—1,4).(@15):7 {154_1;=7
) -

41 Donatselsvectors 2 =2u—v i b=-3u+ k;, sent u = 2,3) i v = (-3,0), troba %2 de manera que

(a + b) sigui ortogonala (a — b).

i-2(2,3)-(3,0-(7,6) }_} {§+§=(1-3k,—3)
b=-3(2,3)+k(-3,0)=(-6—3k-9) a—-b=(13+3k15)

Ara, com que el producte escalar d'ambdés vectors ha de ser 0, per ser ortogonals:
(1-3k-3)+(13+3k,15)=0 — (1-3k) (13+3k) +(-3) - 15=0 —

— 13+3k—39% -9k -45=0 — 9k?+36k+32=0 —

,_ =36 £41296-1152 364144 _ 3612 _ —24/18=—4/3=k,
- 18 - 18 18 —48/18=-8/3=k,

-

42 Calcula la projeccié de u +v sobre u sabent que la|=|v]=2i (u,v) =45

Perser |u]=|v| = cos(u+v, 1) = % cos (1, v) = 22° 30'

- == =5 s = s =
pm];(u+v)=|u+;|cos(a+v,u)=«/|u+v\ cos(W+v,0) = Y(U+v)+(W+v) cos(U+v,u) =

al 207+ VP cos 22030 = \/4+2-2-2-g+450522°30' -
= {8+442.0,92~34

43 Delsvectors a i b sabem que |a|=3 i |b| =5 i que formen un angle de 120°. Calcula |a — b|.
Comque: v +v =|v||v|cos0°=|v[*- 1 =|v]?
Aleshores podem dir que:
|a-bPP=(G-b)s(a-b)=a+a-2a+b+b:b-=
=3P~ 23] B s (2.5 + [B =
=32—2-3-5-m120°+52=9—3o-<_%)+25=49

Aleshores: |a —b|=7

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY



Unitat 7. Vectors

Matematiques
1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

44

45

46

47

48

Troba el valor que ha de tenir % perque els vectors x=ka+b iy=Fka—b siguin perpendi-
culars, sent a(3/2,4) i b(5,0).

2
|Z|2=(é) i16-73

>

§.§=(/eZ+E)-(/eZ_E)=/eZZ-Z_/eZ-E+/eZ-E_E-E=k2|3|2_|b|2=/e27—43_25
Aquest producte escalar ha de ser zero: per tant:

273 55 _ _10 3., __ 10
k ;2 0 — k 73J7_3,k 73J7_3

Si |ul=3i (u+v)e(u—-v)=-11, troba |v|.

(+v)e(@=v)=ueu—vev=|uf-|v]r=-11

Com que |u| =3, tenim que:

32_|vPP=-11 = |[v[*=20 = |v|=420

Sabent que |u|=3, [v|=5i u L v, troba |u+v|i |u-v|

|—1:+;|2=(G+;)-(G+;)=G-E+ZE-;+;-;=
QP+ |v[P=32+52=34 — |0+ v|= 34

Mulv = uev=0

[i-vr=(0-v)e(U—V)=teu-20ev+vevs=

A+ [vPP=32+52=34 = |u-v|= 34

Sigui B(X, y) una base ortonormal. Calcula |x + y| i |x - y].

>

|;+;|2=(;+;)-(;+_};)=§-;+2;-y+_};-;=|§|+0+|;|=2—) |§+_}:|=«/§

K -yP=G-7) G-y =x-x-2x+y+y-y=[x|-0+[y[=2 > [x-7|= 2

Si |[u|=4, |v|=3 i |u+v|=5, quinangle formen u i v?
Raonant com en el problema guiat niimero 2, arribem a:
s P af+2[a] [v] cos (@) + [V]2
Substituint els valors coneguts:
52=42+2-4-3-cos(§,3)+32
25=16+24 cos(ﬁ/,s) +9

25-25

74 =0 = (u,v)=90

> >
cos (u,v) =
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49 Calcula x perque els vectors ;(7, 1) i B(l,x) formin un angle de 45°.
aeb=7+x=|al|b|cos45° — 7+x=450- «/1+x2-g -

> 14+ 2x=y100(1+x2) — %: 1+ —

2
7Jsrx= 122 o 49+9;5+14x
— 49 + x2 4 14x=25+25x% — 24x2 - 14x-24=0 —

- =1l+x? >

G x =43
122 Tx— 1220 — x= /22570 49+57 "

XZ = —3/4
50 Troba un vector unitari que formi un angle de 30° amb el vector a (1, y3).
Anomenem u = (x, y) el vector buscat:
== o 3
(G,2)=30° _ |cos30 _xryB 5wy B=x+y3
- 14143 5 {2 2 =1,
lul|=1 x2+y2=1 x2+}/2= x4 yt=1
. , . , 1 1
Les solucions d'aquest sistema sén: x=0,y=1; x= ?«B, y= 5
Per tant: u; = (0, 1); u, = lB 1
. 1= > > 2= 2 > 2
51 Determina x perque els vectors u(x, 1) i v(x 0) formin un angle de 30°.
o U-v x? x 3 2 2 2
cos30° = =% = = =22 5 2x=B3yx%+1 > 4x2=3(x2+1) > x=21y3

|u||v| «/x2+1-x «/x2+1 2

52 Troba un vector a que formi un angle de 60° amb el vector b(2,23) i tingui com a modul la
meitat del modul de b.

a=(xy)

_ ( 2x+243

(Z,E)=60° cos 60° = x+2{3y L=2x+2‘/§}/

TLp 2 T 2 e
2 ‘a|=§ 4+12 x2+)/2:2

2:x+«/§y
x2+)/2=2

SN R N

{ x?+yr=2

(| x+ 3y
{ x=—1,y=«/§;x=2,y=0

Solucions: ;1 = (-1, 43); ;2 =(2,0)

> >

53 D'unabase B= (_1;,5') se sap que la| =2, |v|= 1 i u+v=-1. Enaquestabase, les coordenades

>

de dos vectors sé6n x(1,2) i y(-1,1). Calcula x «y.
* Mira el problema resolt niimero 1.
Xey=(0+2v)e(-u+v)=

=—UeU+U*V—2VeUu+2Vevs=

U va2vPed-(-1)+2=7
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54 Donats a (1 2) ib (5, 5), expressa el vector b com a suma de dos vectors: un de la mateixa
direccié que a iun altre d'ortogonal a a.

_l; = x + y, on:

e X téla mateixa direccié de 2 — x = ka = (1, 2) = (&, 24)

ey la = y=h-2,1)=(2hh

Aleshores: (5,5) = X +y = (k, 28) + (=2h, h) = (k—2h, 2k + h)
S=k—2h| k=3
5=2/€+/J} h=-1

Els vectors demanats sén x (3, 6) i ;(2, -1).

55 Sesapque ¢ = a + 2b i d =52 —4b sén perpendicularsique a i b sén unitaris. Quin és
I'angle que formen a i b?

Sicld > ¢+d=0— (a+2b)+(52-4b)=0 > 5a-a-4a-b+10b-2-8b-65=0
Comque a i b sén unitaris — |a|=1=|b|
5|Z|2+6Z-E-8|E|2=5+6§-E—8=0 -

> a.b= =L 5 3.% |a||b|cos(a,b)—cos(a,b)—— — (Z,E)=120°

56 Demostra que el vector (E . Z); - (; . Z)E és perpendicular al vector c.
S'ha de provar que el producte escalar d'ambdés vectors és igual a 0.
* Vegem primer quines son les coordenades del primer vector:
(b+C)a—(a-3)b=(be+byy (ay, a) — (aye, + ayey) (by, by) =
= ((bye; + byey) ay, (byey + byey) ay) — ((ayc; + ayey) by, (ayc) + ayey) by) =
= (a1byc; + a1by0y, arbic) + arbyey) — (a1b1c) + aybicy, a1bycq + aybyey) =
= (aybyc; + a1byey — aybic) — arbycy, arbicy + arbycy — aybye) — arbyey) =
= (a1by¢) — ayby ¢y, ayby ) — a1 b5¢1)
* Calculem ara:
[(b+C)a—(ae«c)bleC=(aybyey—abicr, arbie; —arybyey) « ey ¢5) =
= (a1by6) — ayb16y) ¢ + (aybic) — aybyc)) ¢ =
= a1bycyc; — arbicycy + aybicicy — aybyeicy = 0

57 Una barca es desplaga per un riu en direcci6 sud a una velocitat de 20 km/h. Si comenga a bufar
un vent en direccié est a 5 km/h, en quina direcci6 i a quina velocitat es moura la barca?

5 La velocitat és |u + v| = \/|G|2+ZG°;+|;|2=«/400+25 =5417
: v s 5 La direccié és (G + ;, G). Calculem aquest angle:
L5 : cos(m) - 20 =0,97 — (m) ~14°4"11"
! 5417
-10 ' Es mou en direcci6 sud-est amb 14° 4" 11" respecte de la direccié
i sud.
15
IRRRRN
_20 _______ ¥ IY+7
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58

Siguin a i b els vectors que defineixen un quadrat. Demostra que els punts b
mitjans dels costats defineixen un altre quadrat.
* Mira el problema resolt niimero 5. a a
F B \q
N b
Ft a
E G
H b
ﬁ=%3+%g
.. .o EF-HC
AHG=?b+33‘
EH-2b-1a
. .. j.p—oEH-FC
FG==b-=
277 2%
B P=(16-15) (18- 13)= 18- 25203 18 13 L5 Lypp Lyap
2 2 2 2 22 2 2 2 2 4 4 =3 | =B
P (L la) (152 L3 25 Lol 1p, Ly 1 LR, L3P ~ |BH|=|EF|
Vo2 i L S S Y (B O D S DD S D O 10 Ul O D S Ui 1
|EF (2 2t <2 N R R R I R SR T
EE.FG=(L1a+dp)(Llp_Lla)-lz.lp_ 1. 17, 1p.1g_1¢g.17_
G 2a+2b> <2b 23) 72 2b 72 2a+2b 2b 2b 7 a
=—%’;|2+%‘g’2=0 perqué el poligon original era quadrat i, per tant, |a| = |b|.

Com que els altres dos costats s6n paral-lels a aquests, també sén perpendiculars entre ells. Aleshores,
els costats del poligon EFGH mesuren el mateix, els oposats sén paral-lels i sén perpendiculars dos a
dos. Per tant, el poligon EFGH és un quadrat.
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Indica si el resultat de les operacions segiients és un nombre o un vector:
a)2a-b b)(a-b)c © (3a-2b).c d)(a+b)-(a-b)
a) Nombre. b) Vector. ¢) Nombre. d) Nombre.

Si B(a, b) és una base dels vectors del pla, assenyala quins dels parells de vectors poden ser una
altra base:
a) (3a, -2b) b)(-a - b,a +b) 9 (a-b,a+h) d)(a-b,b-a)

a) Si, ja que no tenen la mateixa direccié, ja que 3a téladirecci6é de a i —2b téla direccié de b (que,
perser B(a, b) base, no és la mateixa).

b) No, jaque —a — b =—1(a + b); aleshores els dos vectors tenen la mateixa direccié (i sentits oposats).

¢) Si, ja que tenen una direccié diferent.

d) No, ja que tenen la mateixa direccié enser a — b =—-1(b — a).
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61 Siguin a i b dos vectors no nuls. Indica quin angle formen en els casos segiients:

a) a+b=|a||b] bya+b=0 o) a+b=-|a||b| d)a-b=05]|a||b]
a) cos(2,b)=1 — (a,b)=0° b)alb — (a,b)=90°
o) cos(a,b)==1 — (a,b)=180° d) cos (2,b6)=0,5 = (a,b) = 60°

62 Busca alguns exemples amb que es vegi que:
asb=2a+c noimplicaque b =¢
Considera els vectors a, b i ¢ del dibuix de la dreta:
a«b=[al- proj; (b)
aec=lal- proj; (0
Com que ambdues projeccions coincideixen: aeb=a-c

->

I, tanmateix: b = ¢

®l

63 Prova, que si albial z,aleshores:
;J_(m_g+n2), m,n <R
S'ha de provar que a « (mb +n¢) = 0. Vegem:
a«(mb+nc)=m+b)+na-c)
Com que: 2alb > a-b=0 - Z.(mg+n2)=m.0+n.0
alc > a-c=0

64 Prova que, si albial (i; + Z), aleshores es verifica que alec.

> > > > > > > > > > %a’C:0_>aJ_C
Sial(b+c) > a<(b+tc)=a+b+a-c=0
65 Justifica per qué |a « b| < |a]-|b].
|cos(;,g)| = FH_E] = ;EH_E: <1 perque el cosinus d'un angle, en valor absolut, sempre és menor o igual que 1.
a a

Aleshores, passant el denominador (que sempre és positiu) al segon membre:

|2+ bl <]allb]

Per aprofundir

66 Siguin a i b els vectors que defineixen els costats d'un rombe, partint d'un dels
vertexs (cada vector determina un parell de costats paral-lels).

a) Expressa les diagonals del rombe en funcié dels vectors a i b.

b) Demostra vectorialment que les diagonals del rombe sén perpendiculars.

>

a)5<1’=Z+E; BD=2-b

b) CA+BD =(a+b)+a-b=|a*~|b]*=0 perque els costats d'un rombe tenen
la mateixa longitud.

L

ol
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67

68

Troba els angles interiors del triangle ABC.

Observa que pots expressar aquests angles com a angles entre vec-
tors. Les coordenades d'aquests vectors les obtindras expressant-los
com a combinacié lineal de la base B = (x, y).

DH = (8,6); EG = (-3, 4)
i- (oA zc)

(8,6)+(=3,4)
|(8,6) [| (=3,4) |
HD = (-8, -6); IF =(=8,0)

cos A = cos <DH EG> -0 > A=90°

¢ - (@B, 77)

== = (-8,-6)-(-80) _64_4 _
cosC-cos<HDIF> 80 C8.0)] 80_5_0,8

C=35°52"11"
B =90°-35°52" 11" = 54° 7' 49"

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

Donats dos vectors u i v, definim el vector projeccié de v sobre u com el vector proj;(v) -

->

ﬁ. Calcula analiticament i graficament aquest vector si:
u

a) u(3,4) i v(3,-4) b) u(8,6) i v(2,-1)

Hi ha cap relacié entre el sentit d'aquest vector i I'angle (u,v)?

—_—

a) projﬁ(;) = |;| cos (_11, ;) =0

Aleshores, proj=(v) - |_,L| = (0, 0)
u
b) projz®) = [¥1 cos (G 9= 5 & 61)0(} b _
Aleshores, projz(v) - |E—| = (8 6)= <5 5)

Si l'angle és agut, proj;(v) té el mateix sentit que u; si el triangle és obtts, té sentit contrari a u
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Autoavaluacié

1 Es consideren els vectors E(—Z, 6) i v (1, =2).
Calcula graficament i usant coordenades, u +2v i % u-3v.

3y

(120 3y

=1

2w

— —
u+2v

[

W+2v=(=2,6)+2(1,-2) = (=2, 6) + (2, —4) = (0, 2)

u—3v - %(—2, 6)—3(1,-2) = (-1, 3) = (3, —6) = (=4, 9)

N —

2 Siguin u i v dos vectors unitaris que formen un angle de 60°. Calcula:

> >

auev b) 3u) « (-2v) ) projz(u+v)

Gev=lulv oo1.1.L-1
A uev=|ul|v|cs60°=1-1 =3

b)3u -+ (=2v) =—6(u -~ v) =3

u-(u+V) uou.i.u- |a|2+a'_\;=l+%=%

o) proj; (?1 + ;) =
ul

3 Expressa el vector a (-1, -9) com a combinacié lineal dels vectors de la base ortonormal B = ((-2, 3),

(—1’ 5)).
(-=1,-9) = £&(-2, 3) + 5(-1,5) = (-2k -5, 3k + 55)

—1=2k—s| s=1-2k
—9=3k+5s| -9=3k+5(1-2k) > -9=-Tk+5 > k=2

Per tant: (=1, -9) =2(<2,3) —3(=1,5) — a = 2u - 3v

—>s=1-4=-3

4 Considerem els vectors u i v les coordenades dels quals respecte a una base ortonormal, sén u

0,2) i v(l ¥3). Calcula:
a) El seu producte escalar.
b) El modul d'ambdés vectors.

¢ L'angle que formen.
A uev=0,2-01,3=0-1+2-y3=2/3
b) Ju] = ¥02+22 =2, |v| = ¥12+y3% =2

c) cos(a,;):% 2‘f f (u,v)—arcco:<£> 30°
Ty 22 2

5 Considera el vector u (3, —4). Calcula:

a) Un vector paral-lel a u de modul 1. b) Un vector perpendicular a v de modul 2.
D fil=5 ¥ - Le-0-(2 -4
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bW =2 £4,3)- <5 5)

6 Sigui u(-3, k). Calcula £ de manera que:
a) u sigui ortogonal a v (4, —G). b) El modul de u sigui igual a 5.

a) El producte escalar de dos vectors ortogonals és igual a 0.
ul 3 Su-v=0
Uev=(3k¢4-6=-12-6k=0 — k=-2
b)[ul= V9442 =5 — 9+ k2=25 — k=14

7 Determina les coordenades d'un vector a (x, ) que formi amb el vector v(=1,0) un angle de 60°

i el modul del qual sigui 2.

cos (Z, ;) = cos 60° = %

S . A SNV |

lal-|v| 21
=P =ley? =2 5 1+92=4 5 y2-3 - y=143
- Ja143)

Hi ha dues solucions per al vector a: -
P 2 (-1,-3)

8 Obtén un vector u(x;y) ortogonala v (8, 6) i el modul del qual sigui la meitat del de v.
Ulv © a-v=0
[4] = Jx2+ 3% |v] = V64+36 =10
(%, 7) + (8,6) = 8x+ 6y =0
|E|=%|3| = 2+ =5 o x2+y2=25
Resolem el sistema:

8x+06y=0 } x=—%y

x4 yt=25 19—6y2+)/ =25 - %2}/2 25 = y2=16 = y=+4
y=4 = x=-3
y=—4 > x=3

Hi ha dues solucions: u(=3, 4); u(3, —4)

9 Siguin a i b dos vectors unitaris que formen un angle de 120°. Calcula |a + b| i |a — b|.

>

|a+bP=(@+b)+(a+b)=a-a+2a-b+b-b-=
=|a|*+2|a||b| cos (a,b) +|BfP=1+2- S DA
2
=1-1+1=1 - |a+b|=1
a-bP=(@-b)+(a-b)=a+-a-2a-b+b-b-
|
=|a|?=2[a||b| cos (3, B) + |B|P=1-2. 1) iq
2

=1+1+1=3 - |a-b|=

BARCAN®VA
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