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L'embarcador

Tenim dos pobles, A i B, cada un a un costat d'un canal. Es
vol construir un embarcador situat exactament a la mateixa dis-
A tancia dels dos pobles. On s'haura de fer?

°B

Per decidir-ho, col-loquem uns eixos de coordenades i raonem de la manera

segiient:

Els punts de la mediatriu del segment AB sén a la mateixa distancia dels
extrems d'aquest. Per tant, el punt buscat, P, és la interseccié de la recta r
(el canal) amb la recta s (perpendiculara AB en el punt mitja).

Troba les coordenades de P.

&

s3]

Coordenades de A =(1,5)
Coordenades de B=(13, 1)

Trobem les coordenades de A, punt mitja entre A i B.

(1+13 5+1)
M-( 5 )-(7,3)

Trobem el vector AB = (13, 1) —(1,5) = (12, -4)

La recta s passa per M i té vector de direccié d - (4, 12).

S . x—-7 ¥-3
L'equaci6 de s és: R D)
L'equacié de 7 és y = %x +2.
y= %x +2
P ésla solucié del sistema: - x=8, =6
x—7=)’_3
4 12

Solucié: P = (8, 6)
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ﬂ Punts i vectors en el pla
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Fes-ho tu. Esbrina m perqué P(1,4), Q(5,-2) i R(m, 0) estiguin alineats.

PQ = (4,-6)
@):(mao)_(57_2):(m—5,2)

4 __-6 5.3 17
m-5- 2 T Mt Dome 42

1 Troba les coordenades de MN i NM, sent M(7,-5) i N(-2,-11).
MN = (=2,-11) = (7,-5) = (-9, =6)
NM = (7,-5) - (=2, -11) = (9, 6)

2 Esbrina si estan alineats els punts P(7, 11), Q(4,-3) i R(10, 25).

PQ =(-3,-14
_Q> -3 ) - =3 _-14 — A, B i C estan alineats.
QR =(6, 28) 6 28

3 Calcula el valor de % perque els punts de coordenades segiients estiguin alineats:

A(1,7) B(-3, 4) C(k, 5)

AB =(—4,-3) 4 -3 s
- 3y 4o 3k hoos s ho=D
BC:(/e+3,1)}_> Fe3 1 3=9 = 3k=5 = k=
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4 Donats els punts P(3,9) i Q(8,-1):
a) Troba el punt mitja de PQ.
b) Troba el simétric de P respecte de Q.
c) Troba el simetric de Q respecte de P.
d) Obtén un punt A de PQ tal que PA/AQ =2/3.
¢) Obtén un punt B de PQ tal que PB/PQ =1/5.

2) M<3+8, 9+(—1)>:<Q, 4>

2 2 2
b) 3128 5 x=13 P 3.9
9+ y P'(13,-11) Q@8 1)
+
— =-1 — y=-11 (3, 9)
c) Anomenem Q'(x’ y") el simétric de @ respecte de P.
o
Aixi: x'+8 . P
: T=3 - x'==2
) ) ’
J =9 = y'=19
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d) Anomenem A(x, y) el punt que busquem. Ha de complir-se que:

pA:%A_Q’ - (x—3,y—9)=%(8—x,—1—y)

e) Anomenem B(x, y) el punt que busquem.
P_)z%PQ > (x-3,y-9)=1 L(5,-10)=(1,-2)
x—3=1 > x=4

B(4,
y—9=—2—>y=7} ®.7)
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B Equacions d'una recta
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Fes-ho tu. Obtén les equacions paramétriques i I'equacié continua de la recta que passa pels punts

P(7,-4) i Q(3,2).
Vector de posicié de P: E =(7,-4)
Vector de direccié de la recta: d = (3, 2) — (7, —4) = (-4, 6)

Equacions parametriques:

x=7 =4\
y=—4+6L

Equacié en forma continua:

x—7 _y+4
4 6

x-5_ )

Fes-ho tu. Obtén les equacions paramétriques de la recta
Vector de posicié de P: p = (5, 0)

Vector de direccié de la recta: d = 0, -7)

Equacions parametriques:

x=5
y==7\
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Fes-ho tu. Obtén totes les formes possibles de I'equaci6 de la recta que passa per A(-2,5) i B(3,-5).
Vector de posicié de A: OA = (-2,5)
Vector de direccié de la recta: d = (3,-5) = (=2,5) = (5,-10) = 5(1, -2)
Ara agafarem com a vector de direccié de la recta un vector proporcional a l'anterior: d=@1,-2.
Equacions parametriques:

x==2+A

y=5-2A
Equacié en forma continua:

x+2 _J=5
1 )

Equacié implicita:
2x+2)=y-5 > 2x—-4=y-5 = 2x—y+1=0

Equacié explicita:

y=—2x+1
Equacié punt-pendent:
- =2
"
y=-"2x+2)+5
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x =5t

Fes-ho tu. Obtén I'equacié implicita de 7: { s
y = —_

_4
%:y_l — x=5y-20 = —x—5y+20=0
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Fes-ho tu. Déna les equacions paramétriques de la recta y = —2x + 7.

Trobem un punt A de la recta donanta x el valor0: x=0 — A=(0,7)
m=-2 = d=(1,-2)
x=A

Equacions parametriques: 1

y=7-2A

Fes-ho tu. Troba les equacions paramétriques i implicita de la recta xa =
Punt de la recta: A= (5, -1)

d=(0,2

x=5

Equacions parametriques: 1 y=—1+2A

Equacié implicita: x =5

1 Troba les equacions paramétriques, continua, implicita i explicita de la recta que passa per 4 i B,
en cada cas:

a) A(-1,-1), B(@3, 3) b) A(0, 4), B(6,0) c) AG3,5), B(-1,5) d)AB3,5), B3,2)
a) A(-1,-1), B(3,3) — AB = (4,4)
=3+4L -
Parameétriques: {j’ s : . Continua: =~ Z 3_ %
Implicita: x—y=0 Explicita: y=x
b) A(0, 4), B(6,0) — AB = (6,-4)
= 67\, —
Parametriques: {; 4 Continua: % = }/_—4
Implicita: —4x—6y+24=0 Explicita: y = %x +4
) AB3,5), B(-1,5) — AB = (~4,0)
=3 -4\ -
Parameétriques: ) Continua: *~=3 - =5
y=5 - 0
Implicita: y—5=0 Explicita: y=5
) AB.5). BG,2) - 4B =(0,-3)
x=3 -
Parametriques: L/ _5_3), Continua: X 6 5 _ %
Implicita: x—3=0 Explicita: No existeix, ja que es tracta
d'una recta vertical d'equacié
x=3.
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2 Obtén les equacions implicita, parametriques i continua de la recta y = 2x + 3.
y=2x+3
* Busquem dos punts de la recta i el seu vector direccié:

Six=0 — y=2.0+3=3 — A(0,3)

AB = (1,2
Six=1—>y=2-1+3=5—>B(1,5)} - (1,2)

e Implicita: 2x—y+3=0

* Parametriques:

x=A
y=3+2A
¢ Continua:
ﬂ=ﬁ
1 2

3 a) Troba dos punts, P i Q, que pertanyin alarecta r: 2x—3y+ 6=0.
b) Comprova que PQ és perpendicular a (2, -3).
¢) Escriu les equacions paramétriques de 7.

d) Escriu-ne I'equacié explicita i comprova que el vector (1,m) és paral-lela PQ
(m és el pendent de 7).

a)r:2x—3y+6=0
Six=0—>2-0-3y+6=0 - y=2 — P(0,2)
Six=-3 5 2-(-3)-3y+6=0 > y=0 > Q(-3,0)
b) PQ = (-3,-2)
PQ L(2,-3) & PQ -(2,-3)=0
(-3,-2)+(2,-3)=(-3) -2+ (-2) - (-3) = =6+ 6=0

x=-3\
o r: y=2-2h

d) Aillem y en l'equaci6 de 7:

2x=3y+6=0 = 2x+6=3y — %x+2=y

Explicita: y = %x +2

El vector (1, %) és paral-lel a m si les seves coordenades sén proporcionals:

(-3,-2) =x<1,%> — A=-3

Els vectors sén proporcionals i, per tant, paral-lels.
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E Feix de rectes
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1 Troba la recta del feix de centre P(-3,5) que passa per (8, 4).
Hem de trobar la recta que passa per P(-3,5) i Q(8, 4).

PQ =(11,-1)
‘x+3_)’_5
T T

2 Els feixos de rectes els centres de les quals sén P(4,0) i Q(-6,4) tenen una recta en comii.
Quina és?

Es la recta que passa per P(4,0) i Q(=6, 4).

PQ = (-10, 4)
e x—4:}’_0
10 4

3 Les rectes segiients:
r:3x-5y-7=0  s:x+y+4=0
formen part d'un mateix feix. Quina de les rectes d'aquest feix té pendent 42

* El centre del feix és el punt de tall de 7 i s. L'anomenem:

3x—5}/—7=0}
— x=—y—4
x+ y+4=0
- _ _ 19
3(y-4)-59-7=0 = -8-19=0 — =

x=—y—4-= %—4:—%

El centre del feix és el punt P(—ﬁ —£>

* Equacié de la recta que passa per P i té pendent igual a 4:

y= %+4<x+%> — 32x-8y+7=0
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E Reflexions sobre equacions amb «parametres» i sense
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1 Representa:
=5 x=5 x=A x=\
a)x=5 b){" c){ d)y=2 e){ f){
y=A =2 g y=Ar y=n
a) [ Y]
x=5
5 X

b) Es la mateixa que la de l'apartat a).

¢) Es un punt, el punt (5, 2).

Y
5 (5,12)
3 X
d) Y]
y=2
2
X

e) Passa per O = (0, 0). Té vector de direccié d - (1, 1).

al
-
—_

f) Tenim qualsevol punt del pla, ja que no hi ha cap restriccié.
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E Paral-lelisme i perpendicularitat
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-1
1 Cert o fals? Cada una de les rectes segiients és paral-lela a x;2 =yT:
a)2x+5y-4=0 b)5x+2y=0 ©2x-5y+1=0
-5 ] =2,
d)y= 2x+4 ey 2x+1 f)y 5% 3

Bl vector de direccid dela recta ¥2= ;2 & d-(52).
a) Vector de direccié: (=5, 2) # (5,2) = Fals,

b) Vector de direccié: (-2, 5) # (5,2) = Fals.

c) Vector de direccié: (5, 2) //(5,2) = Cert.

d)m:% — Vector de direccié: (2, 5) # (5,2) = Fals.

e) m= —% — Vector de direccié: (2,-5) # (5,2) = Fals.

f) m= % — Vector de direccié: (5, 2) //(5,2) = Cert.

& Cert o fals? Cada una de les rectes segiients és perpendiculara x -2y + 4 = 0:

2) {x=y+t py [x=1-2¢ 9 {x:t
y=1-2t y=3+t y=2¢
d)y=2x+1 e)y=-2x+3 f)y:%

El vector perpendicular a la recta x—2y+4 =0 és (1,-2).
a) Vector de direccié: (1,-2) //(1,-2) = Cert.

b) Vector de direccié: (-2, 1) # (1, -2) = Fals.

c) Vector de direccié: (1, 2) # (1,-2) = Fals.

d) m =2 — Vector de direccié: (1, 2) # (1,-2) = Fals

e) m=-2 — Vector de direccié: (1, -2) //(1,-2) = Cert.
f) m= % — Vector de direccié: (2, 1) # (1, -2) = Fals.
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-1
Fes-ho tu. Troba una paral-lela i una perpendicular a 7: x; 5.7 5~ que passin per (7, -5).
Y x+5 Jy-1 , = >
El vector de direccié de la recta 3 - & d = (3, -2). Vector normal: n = (2, 3).

Recta paral-lela:

x= 7+3\
v {y=—5—2k
Recta perpendicular:
x= 7+2\
& {y=—5+37\.
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Fes-ho tu. Trobalarecta 7, // 7: 5x—y +4 =0 que passi per (3,-5), ilarecta r, L » que passi per (0, 0).
El vector de direccié de larecta 7:5x—y+4 =0 és d - (=1,-5) =—(1, 5). Vector normal: n = (5, -1).

Recta paral-lela:

x= 3+ A
v { y=-5+5\
Recta perpendicular:
= 3+5\
ry: {}/ s
Fes-ho tu. Donada la recta 7: x;S =%, troba:

a) les equacions parametriques de 7; L 7 que passi per (-2, 0).
b) I'equacié implicita de 7, // r que passi per (0, -3).

c) I'equacié explicita de 75 // r que passi per (-3, 5).

El vector de direccié de la recta - > _ ) és d = (2, -5). Vector normal: n = (5, 2).

2 55
a) Recta perpendicular:
x=-2+5\
r: y=21
b) Recta paral-lela:
ry X = y+3 — Sx=2y+6 = S5x-2y-6=0

2 -5
¢) Recta paral-lela:

ry 223 :% S 5x—15=2y-10 = —5x-2y-5=0 — y=—%x—%

3 Escriu les equacions parameétriques de dues rectes que passin per P(4, —3) i siguin paral-lela

. . . x=2-5t
i perpendicular, respectivament, a 7:

y=4+2t

r: {x:2—5t — Vector de direccié de 7: ;, =(-5,2)
y=4+2¢

* Recta paral-lelaa » que passa per P:
P(4,-3); ¥,=v,=(5,2)
x= 4-5¢
g y=-3+2t

* Recta perpendicular a 7 que passa per P:

P(4,-3); v;=(2,5)

x= 4+2¢
y==3+5t¢
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4 Donada larecta r: y=-2x+ 5, troba:
a) les equacions paramétriques d'una recta 7, parallelaa r que passi per (0, -2).

b) I'equacié explicita d'una recta r, parallelaa 7 id'unaaltra r; perpendiculara 7 ique
ambdues passin per (0, 1).

¢) I'equaci6 implicita d'una recta 74, perpendiculara 7 i que passi per (-2, 5).

riy=-2x+5
Pendent m = —2 — Vector de direcci6 de la recta és d = (1, =2). Vector normal: n = 2,1).
) x=A
a 71. y=_2_2}\’
-1
b) @%:y—z - 2x=y-1 = y=-2x+1
. x_)’_l _ _ _ 1
73.?—T —> x=2y-2 = x-2y+2=0 —>y_?x+l
chyﬁglzl%z—%x+2=@—10—9x—%w12=0
5 Donada s: {x=5—t’ troba
y=3t

a) I'equaci6 continua d'una recta r, perpendiculara s que passi per P;(5,-3).
b) I'equacié implicita de 7, paral-lelaa s que passi per P,(0, 4).
¢) I'equacié explicita de r; perpendiculara s que passi per P3(-3, 0).

x:S_t >
s:{ — P(5,0)es; v,=(-1,3)
y=3t

a) El vector direccié de 7, és ;Vl =(3,1). P,(5,-3) en

AN X~ 5 = 'y * 3
3 1
b) El vector direccié de 7, és el mateix que el de s: ;,2 = (=1, 3). Py(0,4) er
—4
”25x_10=_3 — 3x=—y+4 > 3x+y—-4=0
c) El vector direcci6 de 73 és el mateix que el de 7;: ;,3 =(3,1). P5(-3,0) er3
x+3 -0 1
: == -1
73 3 1 — ) 3 X +

6 Determina les equacions implicites de dues rectes que passin per P(-3, 4) i siguin paral-lela
i perpendicular, respectivament, a 7: 5x—2y + 3 = 0.

r:5x—2y+3=0 = 5x+3=2y = y= %er%
El pendent de 7 és m, = %
* Recta s paral-lelaa » que passa per P(-3, 4):
em= 2
me=m, ==

s:y—4:%(x+ 3) = s:5x—2y+23=0

* Recta / perpendiculara r que passa per P(-3, 4):
/ 2

my=— ==

m, 5

[:y—4=—%(x+3) — [:2x+5y—-14=0
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Fes-ho tu. Determina la posicié relativa i el punt de tall, si existeix, de les rectes:

x=1+2¢ x=—4+t
7'1: 1 7'2:
y=-5-5¢ y=6-t¢
Vector de direccié de 7;: d - (2,-5)
Vector de direccié de 7,: d'= (1,-1)
No sén proporcionals: les rectes es tallen.
Punt de tall:

{1+2t=—4+s

1, -2
—5—5t=6—s_> : !

Per a aquests valors dels parametres: x=-4+1=-3; y=6-1=5

Punt de tall: (-3, 5)

Fes-ho tu. Troba la posicié relativa de les rectes:

x =2t ] x=8+4t
7'12 1 7'23

y=1+5¢ y=3+10z
Vector de direccié de 7y: d - (2,5)
Vector de direcci6 de 7,: d'= (4, 10)
Sén proporcionals, (4, 10) = 2(2, 5): les rectes sén paral-leles o coincidents.

Puntde 7: (0, 1)

Substituim en 7,:

0=8+4r 0=8+4r = r=-2
- 1 — No hi ha solucié: les rectes sén paral-leles.
1=3+10z 1=3+10t—>t=—g

Fes-ho tu. Determina la posicié relativa de 7;: x =21 i x=8+dr
y=1+5¢ y=21+10z

Vector de direccié de 7;: d=(,5)
Vector de direccié de 7,: d'= (4, 10)
Sén proporcionals, (4, 10) = 2(2, 5): les rectes sén paral-leles o coincidents.
Punt de 7;: (0, 1)
Substituim en 7,:
0=8+4r 0=8+4t = r=-2

{1:21+10t ~ {1:21+10t — t=-2

Pera #=-2, obtenim el punt (0, 1), que és en les dues rectes.

Les rectes 7, i r, tenen la mateixa direcci6 i un punt en comu: sén coincidents.
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1 Esbrina la posicié relativa d'aquests parells de rectes:

a)r:3x+5y—-8=0, s:6x+10y+4=0
b)r:2x+y-6=0, s:x—y=0

x=7+5¢t x=2+t

c) r: , St
=2+5¢

d)r:3x-5y=0, s: 1%
)7:3x-5y s {y=1+3t

a)r:3x+5-8=0 — E,=(3, 5)
s:0x+10y+4=0 — E:=(6,10)
3_5 -8

~=—_z—2 — Les dues rectes sén paral-leles.

6 10 4
b)r:2x+y-6=0 - E,:(Z, 1)

six—y=0 — ES:(I,—I)

[t

- Ll — Les dues rectes es tallen.

17 Z
x=7+5t -
Q) r: {y=—2—3t - v,=(5,-3)

st ¥=2+1 - ;S=(1,—2)
y=1-2¢
%:: _—g — Les dues rectes es tallen.

d)7:3x—5y=0 = n,=(3,-5) = v,=(5,3)

{x=2+5t

s — _\;52(5;3): ])3:(2) 1)
y=1+3¢

Comque v,=v, i P &r lesrectes sén paral-leles.

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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ﬂ Angle de dues rectes
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1 Troba I'angle que formen els parells de rectes segiients:

a) s x=3-2t . x=1-4z

v y=7+t > y=4+3t
b)ri:x+2y—-17=0, r:3x-5y+4=0
O rpy=5x-1, rpy=4x+3

d) ry: {x=3—2t’ 7:3x-5y+4=0
y=7+t

a) Vo = (=2, 1); Vi, = (-4, 3)

_ |(_271)'(_493)| _ 11

= = ~0,9838699101 — o =10°18"17,45"
(2,1 [(=4,3)] (55

0s O

b) Vector normal de 7;: ;1 =(1,2)

Vector normal de 7y: 1, = (3, =5)

|(1’2).(3)_5)| 7 1 "
0s OL = = =~ 0,5368754922 — o =57°31"43,71
[(1L,2)[[3,-5)|  (/5)-(/34)

o) m, =5 m, =4
1 2

_ 4_5 _L" _ o 1 "
tgoc_’ L+5.4 121 = 0,0476190 — o =2°43"' 34,72

d) Vi = (=2, 1); Vi = (5, 3)

[(2,1)+5,3)| 7

- ~0,5368754922 — o= 57°31' 43,71"
[C2D[16G,3)] (5)-(/34)

cos Ol =
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E] Calcul de distancies
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Fes-ho tu. Troba I'area d'aquest mateix triangle prenent com a base BC i com a altura la distancia
de A alarecta BC.

Base: c= BC=/(2-6)2+(5-5)2={16=4u
Larecta BC és: y=5

L'altura és:

h, = dist [A, BC] = % =5u
Per tant:

A C'hc 4.5 2
= =—=1
Area > > Ou

1 P(_Ga _3)’ Q(9, 5)
r:3x—4y+9=0, s:5x+15=0

Troba la distancia entre els dos punts.

Troba també les distancies de cada un dels punts a cada recta.
P(-6,-3), Q9,5)

ri3x—4y+9=0

s:5x+15=0

dist (P, Q) = | PQ |=| (15, 8) |= {157 +87 = 289 =17
3--6)-4(-3)+9| _3

dist (P, r) =
V32 +(-4)? 5
dist (P, s) = M=£=3
V52402 5
dist (Q, 7) = ’39_§5+9‘=156
di;t(Q,;):%:%:lz

2 a) Troba l'area del triangle de vértexs A(-3, 8), B(-3,2)i C(5,2) amb la férmula d'Heron.

b) Troba-la, també, mitjancant I'aplicaci6 de la férmula habitual §= b , sent b la mesura del

costat AC. Hi ha cap altra manera més senzilla de trobar-la?

a) A(-3,8), B(-3,2), C(5,2)

Férmula d'Heron: S= {p(p—a) (p—6)(p—0)

a=|BC|=|(8,0)|=8
b=|AC|=|(8,-6)|=82+(=6)2=10 p:f“lzﬂﬂz
c=|AB|=](0,-6)|=6

S=412(12-8)(12-10)(12-6) =412-4-2-6 =576 =24 u?
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b-h,
b= =

e b= |R| =10 (de l'apartat anterior)
* Trobem I'equacié de la recta que passa per A(-3, 8) i C(5, 2):

Pendent: m = _Té=% y= —%(x—S) — 7:3x+4y—23=0

_13:-3)+4-)-23| 24
{32+ 42 5

=24 u?

* h, = dist [B, 7]

10-(24/5)

5= 2

Hauria estat més senzill si haguéssim dibuixat el triangle.

Observa:
N 8
\\\ ) o o
) Esclarque AB =6 i BC =8.
\\ o
N Com que el triangle és rectangle, § = % = % =24 u?.

B 2 C

-3 5




Matematiques

Unitat 8. Geometria analitica 1r Batxillerat
BARCAN®VA
AAAAAATIETTIYY

Exercicis i problemes resolts
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1. Punts i vectors en el pla
Fes-ho tu. Fes els calculs per arribar a la solucié D'(8, 3) d'aquest problema:
BC =(5,6)—(3,6)=(2,0)
AD = (x,y) - (0, 3) = (x, y— 3)
AB = (3, 3)
CD = (%)~ (5,6) = (x5, y-6)
Primera condicié:
BC [|AD — y-3=0 — y=3

Segona condicié:

|AB|=|CD| — {18={(x-5)2+(y—6)2 — 18 =(x—5)%+ (y—6)? — 18 =x2—10x+y2— 12y + 61

y=3

— 18=x2-10 2_12.34+6] — x=8, x=2
18=x7 ~10x+ > ~12y + 61 x7=10x+ () 3+ x=8, x

Si x =2, obtenim un paral-lelogram; aleshores, x =8, y=3.

D'=(8, 3)
&. Simétric d'un punt respecte d'una recta

Fes-ho tu. Troba el punt simétric de A(2, 2) respecte de la recta 7:y =6 —x.

Pendentde 7»: m=-1

Pendent de la recta s perpendiculara 7: m'= 1

-
Vector de direccié de la recta s: d’ = (1, 1)

)
Equacié de s: %:% - x-2=y-2 > x—y=0

M és el punt d'interseccié de les rectes 7 i s:

y=6-x
- x=3,9y=3 > M=(3,3)
x—y=0

M ésel punt mitja entre A i A'= (x, y)

2

2
3:% — y=4

- A'= (4, 4)

> 3=M%X=4

[ x+2 Jy+2
(3)3)_< 2 b 2
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3. Rectes paral-leles i perpendiculars a una de donada

Fes-ho tu. Del quadrat ABCD coneixem el vértex B(5,-1) i l'equaci6 del costat AD,
y =—4x + 2. Trobal'equacié dels costats BC i AB.

Y \

AD\ \

\ \

L -1 \

El costat BC és parallel a AD i passa per B = (5, -1):
Pendent de AD: m=—4
Pendent de BC: m = —4. Vector de direccié de BC: d = (1,-4)

Equacié de BC: xIS = 'y+41

El costat AB és perpendicular a AD i passa per B = (5, —1):

Pendent de AB: m = % Vector de direccié de BC: d’ = (4, 1)

Equacié de AB: xZS = )’;1

Pagina 205

4. Rectes notables en un triangle

Fes-ho tu. En el triangle de vertexs A4, 1), B(2,-2) i C(-2,2) calcula la mediatriu relativa al
costat BC, l'altura que parteix de C i la mitjana relativa al costat AC.

Fem servir la mateixa notacié que en I'exercici resolt:

Y

/
/ ™
/
/

I A

a) La mediatriu relativa al costat BC, m,, és la perpendiculara BC que passa per M.

BC = (=2,2) = (2,-2) = (4, 4)

2 2
Vector perpendiculara BC: d’ = (4, 4)

My = (ﬂ u) _(0,0)

x_J _
4—4—>x y

Equaci6 de m,:
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b) L'altura que parteix de C, h, és perpendiculara AB i passa per C.
AB = (2,-2)-(4,1)=(-2,3)
Vector perpendiculara 4B: d'= (3, 2)

-2
Equaci6 de h: % = yT

¢) La mitjana relativa al costat AC, n,, és perpendiculara AC i passa per M.

AC = (=2,2) = (4, 1) = (=6, 1)

MAC=<_22+4’2;1>=<1’%>

Vector perpendiculara AC: d’ = (1, 6)

,_3
Equaci6 de 7y x-1_- 2

1 6

8. Rectes paral-leles a una de donada a una distancia determinada
Fes-ho tu. Troba les equacions de les rectes que disten Y10 unitats de r: y = 3x — 2.
sp:3x—y+ k=0

Puntde »: P=(0,-2)

0—(— E+2=10 = £=8
dist (P, 5) = 10 — 30Dkl 55 141210 _>{ '

J9+1 k+2=-10 — k=-12
Les rectes buscades s6n s;: 3x—y+8=0 i s: 3x—y—12=0.
Y
5, /
/
/
r /
/
/ / X
/ /
/ 2
/
/
/

6. Distancies i area en un triangle

Fes-ho tu. Resol aquest mateix exercici pera r:x—3y+3 =0, B(6,3) i C(4,4).

a) Substituim les coordenades dels vertexs B i C enl'equaci6 de 7. Obtenim que Ber i C ¢ r. Per tant,

el costat desigual és AB: dist(A, C) = dist (B, C) = dist(A, B).

Com que A €7, les seves coordenades han de complir la seva equacié; és a dir, A= (3y— 3, ).

dist(A, C) = dist(B, C) — \/(4—(3y—3))2+(4—y)2=«/4+1 — 10y2=50y+65=5 — y,=3, y,=2
Obtenim dues solucions, A(3,2) i A'(6,3), perdo A'= B no és valida.
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b) Prenent com a base AB, Area = % base - altura = % - dist (A, B) - dist(C, r)

dist (A, B) = {3-6)2+(2-3)2=/10 u
[4-12+3] 10 "

dist (C, 7) = 1o 3
Area = L. J70. 410 _5 _ 2
Area = 5 J10 3 -2—2,5u
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8. Recta que passa per un punt i forma un angle determinat amb una altra recta donada

Fes-ho tu. Trobal'equacié d'una recta que passi per I'origen de coordenades i formi un angle de 60°
amb larecta r: y=x+ 3.

Pendent de 7:m, =1

Pendent de s: m,

rr GO° = 1—m, - 1—m, 1+m, 1+43

Chadh 1+m, | 1em, 1-m 1+43
Lom, - P75
+m, —

Com que passa per O = (0, 0):

143 o 1+43
S1ty = 1+Bx, $Hiy= -3

\ Y]
\ 7,
\
60y
_)&
X
\ 1
\:
\
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9. Recta simétrica d'una altra respecte a una tercera recta donada

Fes-ho tu. Troba la recta #, simétrica de larecta 7: —2x + 3y + 2 = 0 respecte a la recta
s:5x+y+18=0.

Calculem A, el punt d'intersecci6é de 7 i #:
—2x+3y+ 2=0
- A=(4,2)
—Sx+ y+18=0

Ara, prenem un punt P de r: P=(1,0)
Calculem la recta @ perpendicular a s que passa per P = (1, 0):
25 = (_1) _5) - ;?ﬂ = (5’ _1)

ﬂ:X;l:Ll%_x+1:5}/—)—x—5}/+1=0

Determinem Q, puntdetallde @ i s:

—-x—=5y+ 1=0
ey
—Sx+ y+18=0 27 2

Calculem P'=(x, y), simetricde P respectea Q:

(Z _L>:<x+1 l) S P = (6,-1)

20 2 2 72
Y /
/
\\ ///
a / \
2NN
. Tl X
r / .
N
s ¢

La recta  passa per A= (4,2) iper P
AP =(6,-1)~(4,2)=(2,3)

ﬂzﬁ

) 3

10. Calcul del circumcentre d'un triangle
Fes-ho tu. Troba el circumcentre del triangle de vertexs A(3, 1), B(4,2) i C(9,-3).

Calculem la mediatriu 7, del costat AB, que passa pel punt mitja de AB:

AB =(1,1) — @:z(l,_l)
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Calculem ,, mediatriu del costat AC que passa pel punt mitja d'AC:

—_—

AC =(6,-4) > d,, =(4,0)
_(3+9 1-3\_ .
MAC‘( DI )—(6) 1)
mb:x26=}l;1 — 6x—36=4y+4 — 6x—4y—-40=0
Trobem el circumcentre calculant el punt de tall de 72, i m,:
—x— y+ 5=0 6 .
6x—4y—-40=0 G

El circumcentre és el punt (6, —1).

Y
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Exercicis i problemes guiats
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1. Calcul de I'ortocentre d'un triangle
Troba l'ortocentre del triangle de vértexs A(-1, 2), B(2, 4) i C(1, 0).

Y

a) BC = (-1, -4)

Altura hy: Passa per A= (-1, 2) itévector de direccié E =(-4,1).

-2
hA:%=yT - x+1l=-4y+8 = x+4y-7=0

b) AC = (2, -2)

Altura hp: Passa per B=(2,4) itévector de direccié a; =(2,2).

-4
hy x;ZJT = 2x-4=2y-8 > 2x-2y+4=0

L'ortocentre és el punt de tall de h, i hg:

x+4y—-7=0 1 9
2x—2y+4=0 - =)y

19
0 o
rtocentre ( 5 5)

2. Determinacié d'un punt que equidista de dues rectes
Determina un punt P de l'eix d'ordenades que equidisti d'aquestes rectes:
r:6x-8y+1=0
sidx+3y-3=0

a) Pe OY = P=(0,y)

b) P=(0,y)
_slyo+1 i 3),5_3 . y:%
_Sf/o+1 :_3),5_3 . y=—%

Els punts solucié sén:

-3



Matematiques
Unitat 8. Geometria analitica 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

3. Vértexs d'un rombe

Un rombe ABCD té el vértex A en l'eix d'abscisses. Uns altres dos vértexs oposats sén B(6, 0) i D(2, -2).

Troba A i C.
Y
A | B.-
VATEARE
DL /
BD = (-4, -2)
(642 0-2\_ .
MBD-( 7 )—(4, 1)

d = diagonal AC perpendiculara BD

d passa per My, i té vector director (-2, 4).

) x—24 J;l — 4x—16=-2y-2 — 4x+2y—14=0

A éslainterseccié de 4 il'eix OX:

4x+2y—14=0
4 —>x=l,y=0—>A=<Z,0)
=0 2 2

C=(x,9) éselsimetricde A respecte a Mpp:

e[y ey

4. Vertexs d'un triangle conegudes algunes rectes notables

En un triangle ABC coneixem el vértex A(3, 5), l'equacié de la mediatriu relativa al costat AB,
my:x—2y + 2 =0 il'altura que passa per B, hg: 3x —y — 14 = 0. A més, sabem que BC esta sobre
Valtura hg.

Calcula els vértexs B i C.
a) El costat AC passa per A= (3,5) iés perpendiculara hp.

Vector de direccié del costat AC: d = (3,-1)

Equacié del costat AC: x;S =}/7_15 - x+3=3y-15 > —x-3y+18=0
x—=2y+ 2=0
- x=6,y=4 = C=(6,4)
—x—3y+18=0

c) El costat AB passa per A= (3,5) iés perpendiculara m.

Vector de direccié del costat AB: d = (1,-2)

Equacié de costat AB: xI3 :% — 2x+6=y-5 > 2x—y+11=0
Feoy-14=0 S,y=1 — B=(5,1)
— x=5y=1— B=(5,
2x—yell=0 7Y
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Exercicis i problemes proposats
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Per practicar

M Coordenades de punts

1 Troba les coordenades de AB i BA, sent:
a) A(0, 0), B(-1,2)
b) A(2, 3), B(-2,5)
a) AB = (-1,2)-(0,0) = (-1,2)
BA =(0,0)-(-1,2) = (1,-2)
b) 4B = (-2,5) (2, 3) = (-4, 2)
BA=(2,3)- (2,5 =(4-2)
2 Determina si els punts A(5,-2), B(3,-2) i C(-5,-2) estan alineats.
AB = (3,-2) - (5,-2) = (-2, 0)
BC =(-5,-2) - (3,-2) = (-8,0)
Les coordenades de AB i BC sén proporcionals; per tant, A, B i C estan alineats.
3 Determina % perque els punts A(-3,5), B(2,1) i C(6, k) estiguin alineats.
Ha de passar que AB i BC siguin proporcionals.

AB-(5.—
AB=G,-9) | 5 _4
BC =(4,k-1)

4 Siguin A(8,-2) i B(-4,2) dos punts. Calcula:
a) M, punt mitjade 4 i B.
b) S, simétric de A respecte a B.

©) P, tal que A sigui el punt mitja del segment BP.

2 M- (%4— 2+2) - (2,0)

b) B és el punt mitgja entre A i S=(x, y)

_4-X*8 o o 16
2) 2
2 2

(—4,2):(“8 L2 -

y—2
ZZT e d _)/:6
S =(-16, 6)

¢) P ésel simetricde B respectede A — A ésel punt miga entre B i P.

P=(x7)
g-*=4 _ y_20
_4 y+2 2
(8,-2) - (xT T) - 2
-7 — y=-06
P=(20,-6)
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5 Dénales coordggdes d_e! punt P que divideix el segment d'extrems A(3,4) i B(0,-2) en dues
parts tals que BP =2PA.

Sigui P(x, y).
Substituim en la condicié que ens imposen:

BP =2PA — (x—0,y—(-2)) =2B3-x,4-y) —

x=23-x) x=6-2x 3x=6 x=2
- - - - - P(2,2)
y+2=2(4-y) y+2=8-2y 3y=6 y=2

6 Determina els punts que divideixen el segment AB en tres parts iguals, sent A(-2, 1) i B(5, 4).

Busquem les coordenades dels punts A, i M, de la figura:

Y
B
s
f””le
A

X
AB = (7,3)
M = (x,9)

1
Y 7=3x+6 > x=—=
AB=34AM, — (7,3)=3(x+2,y-1) > 1 0 73 5 M1=<%,2)

3=3y-3 — y=2
M, = (x, )
_— 1 x+2=1—4 5 x=3 8
AM2=21LM1 - (X+2,}/—1)=2 §+2,2—1 —> 3 3 —> M2= §’3
y-1=2 = y=3

7 Troba les coordenades del vertex D del paral-lelogram ABCD, sabent que A(1, 2), B(5,-1)
i C(6,3).

Sigui D (x, ).
Ha de complir-se: AB = DC

5-1,-1-2)=(6-x3—7) =6 RS
-1,-1-2)=(6-x3-y — - - ,
BITVT 3232 7 y=6
D (x, y)
A1,]2) efep
L /
AN/
B(:’_)
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8 Coneixem tres vertexs d'un rombe ABCD, A(3,5), B(2,-2) i C(7,3). Determina el vertex D.

* Les diagonals d'un rombe es tallen en els seus punts mitjans i son perpendiculars.

En un rombe, AB = DC.

AB = (-1,-7)
D= (x,}’)

-1=7—-x = x=8

1,7 =(7=x,3— D=(8,10
( 7N=07-x73 y)—>{_7=3_y_)y=10 - ( )

W Equacions de rectes

9 Escriu les equacions vectorials i parameétriques de la recta que passa per A i té direcci6 paral-lela
al vector d en cada cas:

a) A(-3,7), d(4,-1)

b) A(-1, 0), d(0,2)

Obtén 2 punts més per a cada recta.

a) Equacié vectorial: (x, y) = (=3,7) + £(4, 1)

x=-3+4k
Equacions parametriques: | 7k

Donant valors al parametre 4, obtenim punts: (1, 6), (5, 5)
b) Equacié vectorial: (x, y) = (-1, 0) + £(0, 2)

. ) . x=—1+0-k
t :
quacions parameétriques =2k

Punts: (-1, 2), (-1, 4)
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10 Escriu l'equaci6 de la recta que passa per P i Q de totes les maneres possibles en cada cas:
a) P(6,-2) i Q(0,5) b) P(3,2) i Q(3,06)
) P0,0) i Q(8,0) d) P(0,0) i Q(0,-2)
a) PQ = (-6,7)
Equacié vectorial: (x, y) = (6, =2) + #(=6, 7)
x= 6-06¢t

E i etri :
quacions parametriques {}/ 247

x-6_J)* 2
-6 7
Equacié implicita: 7x+ 6y—30=10

Equacié continua:

Equacié explicita: y=— Lx+5

6
b) PQ = (0, 4)
Equacié vectorial: (x, y) = (3, 2) + £(0, 4)

x=3
Equacions parametriques: { y=2+ 4¢

. ’ X —
Equac1o continua: ——=-——

Equacié implicita: x—3 =0

o) PQ = (8,0)
Equacié vectorial: (x, y) = (0, 0) + #(8, 0)
x =8t
Equacions parametriques:
y=0
-0
E .7 /7 . X — 0 _ .)/
quaci6 continua: == == —
Equacié implicita i explicita: y =0
d) PQ =(0,-2)
Equacié vectorial: (x, y) = (0, 0) + £(0, -2)
E ] o x=0
quacions parameétriques: Py
E ., foooox )
quacié continua: <=

Equacié implicita: x =0

D'equacié explicita no en té.

11 Escriu les equacions parameétriques i les implicites dels eixos de coordenades.

e Fix OX
=\
Equacions parametriques: | 0 Equacié implicita: y=0
* Eix OY
x=0
Equacions parametriques: A Equacié implicita: x=0
)} =
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12 Determina un vector normal i I'equacié implicita de cada una de les rectes segiients:

x+1 x=—t+1
: =y-1 b) s:
g *tloy )s{y=ﬁ_2
a)n=(1,2

Equacié6 implicita: x+2y+ £=0
Com que passa per P = (-1, 0), substituim les seves coordenades en I'equacié de la recta per calcular .
“1+0+k=0 = k=1
rix+2y+1=0
b)n=(5,1)
Equacié implicita: 5x+y+4=0
Com que passa per P = (-1, 2), substituim les seves coordenades en I'equacié de la recta per calcular 4.
5-1)+2+k=0 > k=3
5s:5x+y+3=0

13 Obtén, per a cada una de les rectes segiients, un vector direcci6, un vector normal i el pendent:

x=2t-1

. .x+3_1—3’ 2
a) rq: {y:St b) r,: T

d)r4:y=%x+§

o) ryx+3=0

d: vector de direccié; n: vector normal; 7 = pendent.
9 d =255 n=652; m=2
b)yd=(2,4); n=(-42); m=2

<) d - 0, 1); o= (1, 0); m no es pot calcular perque és una recta vertical.

dd=(32; n=2-3); m%

14 Determina un punt i un vector direccié de cada recta. Fes-los servir per formular les equacions
continues i les parameétriques.

a)3x-2y+1=0 b)y=2(x-1)+7 cx-3=0 d)y:%x+1
d: vector de direccié
a) d=(23) P- (o%) b)d=(1,2; P- (0,5
x=2\ x= 7\‘
Equacions parametriques: y- % L3 Equacions parametriques: {}/ 5.0
=5 s
i6 continua: X =2 i6 continua: X =22
Equaci6 continua: > 3 Equaci6 continua: 1 5
9 d=(0,1; P=(3,0 dd=(62: P=0,1)
Eauac - x=3 Eeuac - x =3\
quacions parametriques: yoh quacions parametriques: yo1421
o x-3 ) ¢ continug: X 2271
Equacié continua: o1 Equacié continua: 3= 2
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15 Comprovasi el punt P(5,-7) pertany a alguna de les rectes segiients:

x=5 _1 y-3
: b)s: X =
VT {y=13—2t )73

a) Substituim les coordenades de P en l'equacié de la recta:

x=5 5=5
- — =10
y=13-2¢ —-7=13-2¢

Hi ha solucié; per tant, Per.

—-10
5

b)x;:y—3_}5—1:—7—3_>%¢

5 5 5 ; per tant, P ¢&s.

16 Troba el valor de % perqueélarecta x+ ky—7 =0 contingui el punt A(5, -2).
(5,-2) =5 S+k(2)-7=0 = 2k=2 — k=-1

M Feix de rectes

17 Considerem el feix de rectes de centre (3, -2).
a) Escriu I'equacié d'aquest feix de rectes.
b) Quina recta d'aquest feix passa pel punt (-1, 5)?
¢) Quina de les rectes del feix és paral-lelaa 2x + y = 02

d) Troba una recta del feix que disti 3 de I'origen.
a) alx—3)+b(y+2)=0; obé y=-2+m(x—3)
b) Si passa per (—1, 5), aleshores, substituint en y=-2 + m(x— 3), obtenim:

5=2+m(=1-3) - 7=—4m — mz—%; és a dir:

y:—2—%(x—3) — 4y=-8-7x+21 — 7x+4-13=0
c) Si és paral-lelaa 2x+y=0, tindra pendent —2.
Per tant, sera:
y=-2-2(x-3) = y=-2-2x+6 — 2x+y—4=0
d) Una recta del feix té per equacié:
y==2+mx-3) = y==22+mx—-3m — mx—-y—-3m—-2=0
La seva distancia a l'origen ha de ser igual a 3:
|-3m—2|
m? +1
|-3m — 2| = 3ym? +1. Elevem al quadrat i operem:

I9m?+ 12m+4=9m?>+1)=9m>+9

2m=5 — m=—>

12

= 3; ésadir:

Per tant, sera:

IV N —12y-39 -
TRARET) 2=0 = 5x-12y-39=0
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18 Determina el centre d'aquest feix de rectes d'equacié 3kx + 2y -3k + 4 =0.
Anomenem (xg, yp) el centre del feix. Ara escriurem I'equacié que ens donen de la forma:
a(x—xp) + b(y—yp) = 0
Bkx+2y—3k+4=0 — 3klx—x5) +2(y—y) =0
Bhx—3kxy + 29— 290 = 0
Bk + 2y — 3kxg — 2y, =0
Les dues equacions han de ser iguals. Per tant:

—3kxy=-3k — x5=1
2)=4 — yy=-2
El centre del feix és el punt (1, -2).

19 Lesrectes r:y=3 i s:y=2x—1 formen part del mateix feix de rectes. Quina recta d'aquest

feix té pendent —22

Si r1y=3 1 s:y=2x—1 estan en el mateix feix de rectes, el centre d'aquest feix és el punt de tall
d'aquestes rectes: P(2, 3).

Busquem la recta que passa per P(2, 3) ité pendent m = -2:

y="2x-2)+3 > y=-2x+7

M Paral-lelisme i perpendicularitat

20 El vector direccié de 7 és ?1(2, -5). Troba, en cada cas, el vector direccié i el pendent de:
a) Una recta paral-lelaa 7. b) Una recta perpendicular a 7.

5

a) Té el mateix vector de direccié d = (2, =5) — m = _7

b) Té vector de direccié d = (5,2) — m = 2

5
21 Donada la recta 7: {x B 12_ jt, obtén en forma explicita les rectes segiients:
y=2+
a) Paral-lelaa » que passa per A(-1,-3). b) Perpendicular a » que passa per B(-2, 5).
x=1-5¢ >
r: { - v,=(-51)
y=2+t
a) ;;: (-5, 1), A(-1,-3) — 5:y=—%(x+ 1)-3 - J:]=—% x— %

b) v,=(1,5), B(-2,5) = s:y=5(x+2)+5 — s:y=5x+15

22 D'unarecta 7 en coneixem el pendent m = % Troba la recta s en cada cas:
a) s és paral-lelaa 7 i passa per (0, 0).
b) s és perpendicular a 7 i passa per (1, 2).
2

a) En ser paral-lela, té el mateix pendent. A més, passa per (0, 0). Per tant, s:y = gx.
: (1 _-3 _ -3 _ 3. .7
b) En ser perpendicular, el seu pendent és ———= - Per tant, y = T(X -1)+2 = y= DA
m
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23 Troba una recta que passi pel punt P(0, 1) i que sigui perpendicular a la recta x; 1_ 3 J
7 té vector de direccié d = (=3, 4) i passa per (0, 1).
L x 21
T34

24 Troba, en cada cas, I'equacié de la recta que passa pel punt P(1,-3) iés:
a) paral-lela a la recta 2x—3y + 5 =0.
b) perpendicular a la recta x + y—3 = 0.
c) paral-lela ala recta 2y—3=0.

d) perpendicular a la recta x + 5 = 0.

a) 7 té vector de direccié d = (3, 2) i passa per P(1,-3) — r: x;l zg
b) r té vector de direccié d = (1, 1) i passa per P(1,-3) — r: %: )“{3

¢) Es paral-lelaal'eix OY i passaper P(1,-3) — r:y=-3
d) Es parallela a I'eix OX i passa per P(1,-3) — r:x=1

25 El vector normal de la recta 7 és n (2, -3). Obtén, en cada cas, I'equaci6 de la recta s.
a) s és paral-lelaa 7 iconté el punt P(2,-3).

b) s és perpendicular a 7 i passa per Q(0, 1).

a) s té vector de direccié d- (3,2) ipassaper P(2,-3).
5 X= 2_J* 3
3 2
b) s té vector de direccié d = (2, -3) i passa per Q(0, 1).

y-1

X
T3

26 Escriu les equacions de les rectes segiients:
a) r;, paral-lela al'eix d'abscisses que passa per A(-1, -2).
b) r,, perpendicular al'eix OX que conté B(1, 0).
©) 3, paral-lela al'eix d'ordenades que passa per C(3, 5).
d) 74, perpendicular al'eix OY que conté D(-1, 7).

a) riy=-2
b) r:x=1
o) ryx=3
drgy=7

27 Trobal'equacié6 de la paral-lelaa 2x—3y =0 l'ordenada en 1'origen de la qual és 2.
r:2x—3y=0
s/ r — el pendentde s hadeserigualalde » m5=mr=%
%
P(0,-2)Es P(0,-2)E s

Equacié explicita: y= %x -2

Equaci6 implicita: 2x—3y—-6=0
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28

29

30

31

32

Donats els punts A(0, 1) i B(4, -3), troba l'equacié implicita de la recta perpendicular al
segment AB que passa pel punt mitja.

AB = (4,-3) = (0, 1) = (4, 4)

s té vector de direccié d = (4, 4) ipassaper M=(2,-1).

x—=2 =)’+1
4 4

st = x=2=y+1 = s:x-y-3=0

Donada la recta 4x + 3y — 6 = 0, escriu l'equacié de la recta perpendicular a aquesta en el punt
de tall amb I'eix d'ordenades.

Punt de tall amb ['eix d'ordenades 7

4x+3y—-6=0
— x=0,y=2
x=0
s té vector de direccié d = (4, 3) i passa per P = (0, 2).
Lx )2
Y473

Determina, en cada cas, una recta que passi pel punt P(-2, -3) i que sigui:
a) Paral-lela a la bisectriu del primer quadrant.

b) Perpendicular a la bisectriu del segon quadrant.
a) Bisectriu del primer quadrant: y = x
s té vector de direccié d = (1, 1) ipassaper P=(-2,-3).

S:M=M = x+2=y+3

1 1
b) Bisectriu del segon quadrant: y = —x
s té vector de direccié d = (1, 1) i passa per P = (=2, 3).

oo x+2 _J+3
| 1

Es la mateixa recta que 'anterior.

- x+2=y+3

D'un triangle coneixem el vertex A(1, 3) ilarecta 7:2x—3y + 6 =0 que conté el costat BC.
Troba I'altura relativa al vertex A.

h, és perpendicular a 7 ipassa per A= (1, 3).
h, té vector de direcci6 d=2,-3) i passa per A= (1, 3).

ox—1_J)-3
A
Calcula les equacions de les mediatrius del triangle de vertexs A(-1,-2), B(3,2) i C(3, 4).

a) m, és perpendiculara BC i passa per Mp.

BC té vector de direcci6 BC = (0, 2).

MBC= (3;3: 2;4> = (3> 3)

m,, té vector de direccié d = (2, 0) i passa per Myc = (3, 3).

my;y=3



Matematiques
Unitat 8. Geometria analitica 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

b) m,, és perpendicular a AC i passa per M .
AC té vector de direccié AC = (4, 6).

My (—123 —22+4> _L

my, té vector de direccié d = (6,—4) i passa per My = (1, 1).

-1
m: x—-1_J

6 -4

) m, és perpendicular a AB i passa per M yp.

AB té vector de direccié AB = (4, 4) = 4(1, 1).

M= (% —22+2> (10

m, té vector de direccié d - (1,-1) ipassaper Myp=(1,0).

m,: x;l :—Ll — —x+1l=y

33 Troba, en cada cas, el valor de %2 perqué larecta r:y=kx+ 1 sigui:
a) Paral-lelaal'eix OX. b)Perpendicular alarecta 2x+3y+7 =0.

Pendentde 7: m = £
a) Pendent de l'eix OX: m'=0; pertant, m=m'=0 — k=0

b) Pendent de 2x + 3y +7 = 0: m':—%; per tant, m=— L
m

_3 _3
—2—>/e—2

34 Troba el punt simetric de P(1, 1) respecte alarecta x—2y—4=0.

* Mira el problema resolt niimero 2.
Anomenem 7 larecta: x—2y—4=0.
s: Perpendicular a » que passa per P=(1, 1)

s tévector de direccié d = (1, -2)

-1
s xIl =yT - 2x+2=y-1—= 2x—y+3=0
M = punt de tall de les rectes
—2x— y+3=0
- x=2,y=-1 - M=(2,-1)
x—2y—4=0

M és el punt mitjrentre P i P'=(x, y), el seu simétric respecte de 7.

) 2=x;1 %X=3

2,-1) = <ﬂ ﬂ

P'=(3,—
2 3 - (3, -3)

1
4:% > y=-2

LY

N

Ay

‘\P r

-
4

VI
A

I
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M Posici6 relativa de dues rectes

35 Estudia la posici6 relativa dels parells de rectes segiients. Calcula'n el punt de tall quan siguin
secants.

x=2t+1

y=-10¢-3

b)7:3x+5y+10=0; s:-3x+5y+10=0

x=3t-1 {x:t
c r: 3 St
{y=t+3 y=2t

a)r:5x+y+7=0; s:{

d)r:y=2x+1; s:y=%x+l

a) Busquem un vector direccié de cada recta:

ri5x+y+7=0 = n,=(51) = v,=(1,5)

x=2t+1 -
5 - v,=(2,-10)
y=-10r-3

Com que els vectors direccié sén proporcionals (_\: $= —2;,), les rectes o sén paral-leles

o sén coincidents.

Com que P(1,-3)es i P&r, lesrectes son paral-leles.
b) Busquem un vector direccié de cada recta:

r:3x+5y+10=0 — _ﬁ,: (3,5 — ;,z (-5, 3)

s13x+5y+10=0 = n,=(-3,5 — v,=(5,3)

Com que els vectors direccié no sén proporcionals, les rectes sén secants.

Resolent el sistema format per les equacions de les dues rectes s'obté el punt de tall, (0, -2).
¢) Busquem un vector direccié de cada recta

x=3t-1 -
72{ d Vr:(33 1)
y=t+3

K

xX=t >
:{ - V:=(1’2)
y=2t

Com que els vectors direccié no sén proporcionals, les rectes sén secants.

El punt de tall s'obté prenent #=1 enlarecta 7 i #=2 enlarecta s. Esel punt (2, 4).

d)m,=2; m=— % — Les rectes s6n perpendiculars.
y=2x+1
1 — x=0,y=1 — Puntdecall P=(0,1).
y=— 596 +1

36 Calcula el valor dels parametres % i ¢ perque les rectes segiients es tallin en el punt A(1, 2):
rikx—ty—4=0 s:2tx+ky—2=0

Aer - k- 1-t-2—4=0| k—=2t—4=0 | Resolent el sistema:
Aes = 2t 1+k-2-2=0| 2k+2t-2=0 k=2, t=-1

3'7 Determina k£ perque les rectes 7 i s siguin paral-leles.

x=2_) x+5_y-1
"3 T2 726 Tk
Perque siguin paral-leles, els seus vectors direcci6 han de ser proporcionals; és a dir:
3 2
D 2 =4
=} — k
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38 Troba el valor de % perqueé aquestes rectes siguin coincidents:
r:2x+3y+5=0
5 {x =—6t+k
y=4t+2
Expressem ambdues rectes en forma implicita:
r:2x+3y+5=0
si4x+6y—12-4k=0

Perque 7 =5, aquestes equacions han de ser proporcionals i, per tant:

12— 4k = ~22 _-l1
12-4k=10 = k= =2==

39 Calcula %2 perque 7 i s siguin perpendiculars.

riy=2x+1
s:3x+ky+3=0
3
=2 om=—=
mr mf k
Perque siguin perpendiculars, 72, = — 1
m

§

Per tant, 2=§ — k=6

M Angles
40 Troba Il'angle que formen els parells de rectes segiients:
a)riy=2x+5; sty=-3x+1
b)7:3x-5y+7 =05 s: 10x+6y—-3=0
o {x=3—t; o {x:—l—St
y=2t y=4+t
d)r:2x—y=0; s:2y+3=0

rmy=2x+5 m,=2
a) — els seus pendents sén:
siy==3x+1 m;==3
_ m, —ms _ 2_(_3) ‘_i_ _ /o
O T m, “ 1+2(-3) | 5|1 onds
V=35 L _oEE [vewl _[30-30] :
-~ = O=7,7=V,W = 0sOl=—5—=—5—5—=0 = 00=90
w=(10,6) L7, vilwl vllw]

¢) Els vectors de direccié d'aquestes rectes son ?11 =(-1,2) i Hz =(=3,1).
Aleshores:

dirda| _[3+2] s 12 e

ENEIRER TR

;2(2,—1)J_71 —_—~ =
— — O=r,rmn=2a,a, —
a,=(0,2) Lr, Pramar 2

cos Ol =

—)cosOC:’al.az‘_|0_2|_ 2 L=£z0,4472—>oc=63°26'5,82"

ailles] 5525
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41 Quin angle forma 3x—2y + 6 =0 amb I'eix d'abscisses?

* El pendent de la recta és la tangent de l'angle que forma amb l'eix d'abscisses. Troba l'angle amb el pen-
dent de la recta.

3 Y
El pendentde 7 és m, = 5 /

El pendent de 7 és, a més, rg o /
m,=tg o — tg(l:% — o=56°18'35,8" ks X

v

42 Quin angle forma la recta 2x—y + 5 =0 amb I'eix d'ordenades?

Y
L'angle demanat, o, és complementaride B — # [} = # /
4

Per altra banda, 7 = m, = 2:

1 1 o 22! "
o= ——=— — O.=206°33"54,2

43 Calcula 7 de manera que larecta 3x + ny—2 =0 formi un angle de 60° amb I'eix OX.

Y tg60°=«/§

/ o3 Com que #g 60° = m,, tenim que:
60° __i _i _3‘/7__
/ X By o B

44 Calcula m i n en aquestes rectes sabent que r passa pel punt P(1,4) ique r i s formen un

angle de 45°:

rimx—2y+5=0 stnx+6y—8=0

Per—->m-1-2-4+5=0 - m=3

r:3x—-2y+5=0 —)y:%,“% N mﬁ%
sinx+6y—8=0 —>}/=—£x+§ S om=_n

6" 6 0

—(n/6)—(3/2)‘ ‘—2;1 18
1—(n/6)(3/2) 12-3n

g 45° =

Hi ha dues possibilitats:

o ~ 0 -1 -5 2n—-18=1

—2n-18 _
12-3n

6

5

-1 > 2n-18==12+3n > n=—
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45 Lesrectes 7:3x—2y+6=0, s:2x+y—-6=0 i #:2x—5y—4 =0 sén els costats d'un triangle.
Representa'l i troba'n els angles.

/i P

//

I~

/

d,=2,3), d,=(-1,2), d,=(5,2)

—~ (2,3)(-1,2) —_
s) = |22~ 222 1 = (0,49 — (r,5) = 60° 16
s (n9) = |55 fisd (r.9)
— | 2,3:65,2 o am
1) = | — 22 1 -(,82 = (r,1) =34°30
cos (1, t) ‘ 0.5 .4 (r,2)
T (_1)2).(5s2) - o '
1) = | ——=2 222 1 =0,08 = (s5,2) =85° 14
c0s (5,1 ’m 25+4 (1)
Pagina 211

M Distancies i arees

46 Calcula £ de manera que la distincia entre els punts A(5, %) i B(3,-2) sigui igual a 2.
A5, k), B(3,-2), AB =(-2,-2-k)
dist(A,B) = |AB|=(-2)2+(2- k)2 =2 — 4+4+4k+ k2 =4 — k2 +4k+4=0 > k=-2
4'7 Determina, en cada cas, si el triangle ABC és equilater, isosceles o escale.
a) A(-1,0), B(1,0), C(0, {3) b) A1, 3), B(3,5), C(-1,7) ) A2, 3), B(-1,2), C(-2,-3)
a) dist(A, B) = {(~1-1)2+(0-0)2=2
dist(A, C) = {(=-1-0)2+(0—3)2=2
dist(B, C) = {(1=0)2+(0—43)2=2

Triangle equilater.

b) dist (4, B) = {(1-3)2+(3-5)2=242
dist(4, C) = {(1+1)2+(3-7)%=2,5
dist(B, C) = {(3+1)2+(5-7)%=2y5

Triangle isosceles.

o) dist(A, B) = {(2+1)2+(3-2)2=10
dist(A, C) = {2+2)2+(3+3)2=2/13
dist(B, C) = {(2+2)2+(3+3)2=2/13

Triangle isosceles.
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48 Troba la longitud del segment que és determinat per la recta x—2y + 5 = 0 en tallar els eixos de
coordenades.

S'ha de calcular la distancia entre els punts de tall de la recta amb els eixos de coordenades.

Calculem primer aquests punts:

{x—2y+5=0 5

- 2y+5=0 = y== — A(O, 5) és el punt de tall amb I'eix V.

x=0 2 2
x—2y+5=0

. 0 — x+5=0 = x=5 — B(5,0) ésel puntde tall amb I'eix X.
)/:

2
. AB - Jdi 16502+ (0-2) 2. /o5, 2> _ /125 _5
Aleshores AB-a’zst(A,B)—\/(S 0) +<0 2) 25+ i Z 2«5

49 Troba les distancies de O(0, 0) i P(-1,2) a aquestes rectes:

2) 3x—4y+5=0 b)2x+5=0 9 {;:g; D) = (1) + @10k
a) dist (O, 7) = J% lu
dist (P, 7) = ‘3'(‘3)9:%2”':%11
b) dist(O, 7) = %:3
dist (P, 7) = |2'(;1+)4+5|:% u
19) 7:%=% — 8x—-06y=0
dist(O, 7) = 6'4‘1'36 _0u > Oer
dist (P, m‘“@%‘zhzu
x+ L
d) i —2 BPALIN x4l =2y-2 = x-2y+ 30 > 20— dy+3-0
dist (O, r) = J%zl?’—oﬁu
dist(P, 7) - ‘2'(‘%2”':%611

50 Determina ¢ perque la distanciade 7:x—3y+ c=0 al punt (6,2) sigui de Y10 unitats (hi ha
dues solucions).

|1.6-3-2+¢c| [6-6+c| |c] _/T0

dist(P, r) = = =
) JI0 410

lel  ma _

—m = 10 —> Cl —10
Hi ha dues solucions: N 0=0

C x
ﬁ=—,/10 — ¢;=-10 M
510"

Les dues rectes soluci6 seran dues rectes paral-leles.
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51 Troba la distancia entre els parells de rectes segiients:
a)r:3x+5=0; r':{ -

ey =2 e gl _
b)r:y= 3x+1,r. 3 3

a) P'=(0,0)er’

dist(r, r'") = dist (P, r) = | -

b) Les rectes sén paral-leles.
P=01,-1)er
r:2x+3y—-1=0

dist(r, v') = dist (P, r) = %:%‘/ﬁ u

52 Comprova que el triangle de vertexs A(-3, 1), B(0,5) i C(4,2) és rectangle i troba'n I'area.

Vegem si es compleix el teorema de Pitagores:

| AB|=Y(0+3)2+(5-1)2=5
|A—C>\=\/(4+3)2+(2—1)2=‘/% 52+52=(y50)2 — Per tant, el triangle és rectangle.

|BC|=y42+(2-5)2=5

Area = %-|EHB—C)|:%-25=12,5 u?

53 En el triangle de veértexs A(-1, -1), B(2,4) i C(4, 1), troba les longituds de la mitjana i de
I'altura que surten de B.

Y
B
o |\
A LT
M, X
A

a) Longitud de la mitjana = disz (B, M )

My - (% o)

2
diSt (B, MAC) = \/(2—%> +(4—0)2=%«/E

b) Longitud de l'altura = dist (B, costat AC)

AC =62
1
r: x;l =J’; — 2x+2=5y+5 — costat AC: 2x—5y—-3=0
; 2-2-5-4-3] 19
dist(B, r) = = 22" 27219 [
ist (B, r) Tves 29511
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54 Donat el triangle de vertexs A(0, 0), B(4,3) i C(6, 8), calcula'n I'area.

7]
C
/
// Ja
/
)
/ /1B
2
A X

Area = % - base - altura

Base = dist(4, C) = J/(0-6)2+(0-8)2 = 10 u
Altura = dist(B, costat AC)

Costat AC:

AC =(6,9)
r:izl—>8x—6y=0%4x—3y=0
6 8

dist (B, costatAC)=|4'416_+39'3|=Zu

Area = L . . 1l q0. 272

Areal—2 base - altura 3 10 5 7u

Per resoldre

55 Els punts mitjans dels costats de qualsevol quadrilater formen un paral-lelogram. Comprova-ho
en el quadrilater de vertexs A(3, 8), B(5,2), C(1,0) i D(-1,6).

5+3 8+2) _
P( ) )—(4,5)

Q(3, 1); R(0,3); S(1,7)

§:(3_4’1_5):(_1’_4)}@=§
SE=(0-1, 3-7)=(~1,-4)
SP-(4-1, 5—7):(3,—2)} %3
RGO -=(3-0, 1-3)=(3,-2)
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56 En un triangle equilater coneixem dos vertexs, A( V3/2,0) i B(=y3/2,0). Troba el tercer vertex.
El vertex C=(x, y) esta en la mediatriu del segment AB i dist(A, C) = dist(A, B).
r: Mediatriu de AB
4B = (-{3,0)
Punt mitja de AB:
M,z =(0,0)

rix=0

2
dist (A, C)=\/(g—x> +(0_),)2=\/x2_‘6x+),2+2

4
2
dist(A, B) = \/<—§—§> +(0-0)%2=y3

Les coordenades de C sén la solucié del sistema d'equacions segiient:

x=0 x=0
{xz—«/gx+y2+2=«/§ - L2+Z=«/§ — y:%«/4«/§—3 - y=—%«/4«/§—3
Hi ha dos triangles equilaters amb vértexs A i B:

o (o,%m), c( %m)

57 Troba les equacions de les rectes a, b, ¢, d, e i f:

Y 74

S~

L
N

a—)x:—%
|
RN
d o 5t
e —> y=1

f — Si f forma un angle de 60° amb I'eix vertical, aleshores forma un angle de 30° amb I'eix horit-
zontal positiu.

Un vector el pendent del qual sigui de 30° té coordenades proporcionals a (3, J3); per tant,

2
l'equacié de la recta és: % = Jre
q 375
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58 Calcula les equacions de les altures del triangle de vertexs A(-2, 1), B(4,7) i C(6,-3).

Després, troba'n I'ortocentre.

* h, és perpendiculara BC i passa per A = (1, 3).
BC = (2,-10) = 2(1, -5)

h, té vector de direccié d - (5, 1) ipassaper A=(-2,1).

-1
hy: x+2=7)’1 —> x+2=5-5 > x-5+7=0

* hp és perpendicular a AC i passa per B = (4, 7).
AC = (8,-4) =4(2,-1)
hy té vector de direccié d = (1, 2) i passa per B = (4, 7).

hy: XI4=3'2;7 > 2—8=y-7 — 2-y—1=0

* ho és perpendicular a AB i passa per C = (6, -3).
AB = (6,6) = 6(1, 1)

he té vector de direccié d = (=1, 1) i passa per C = (6, -3).

he: x_—16:_y’1“3 = x-6=—y-3 > x+y-3=0

L'ortocentre és el punt d'interseccié de les altures. Com que les tres altures es tallen en el mateix punt,
per calcular 'ortocentre n'hi ha prou de resoldre el sistema format per dues de les altures.

{2x—y—1:0

_4 .5
x+y-3=0 %x—a,y 3

3)
13-

Les coordenades de ['ortocentre sén (

SN
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59 Déna les equacions de les mediatrius del triangle de vertexs A(-4, -2), B(4,-2) i C(2, 4).

Troba'n el circumcentre.

m m,
——B
\I\ 7,
(X2
TZe N
A M, c

* m, és perpendicular a BC i passa per Mp.
BC té vector de direccié BC = (-2, 6) = 2(-1, 3).
MBC = (3, 1)

m,, té vector de direccié d = (3, 1) i passa per My = (3, 1).

_ -1
m: X 3:—}/1 — x-3y=0

* my, ¢és perpendicular a AC i passa per M .
AC té vector de direcci6 AC = 6, 6) =6(1, 1).
MAC = (—1, 1)

my, té vector de direccié d - (1,-1) ipassaper Mp-= (-1, 1).

-1
mb:%:y_—l — x+y=0

* m, és perpendicular a AB i passa per M p.
AB té vector de direccié AB = (8,0) = 8(1, 0).
Myp=1(0,-2)
m, tévector de direccié d = (0, 1) ipassaper Myp=(0,-2).
m.:x=0

El circumcentre és el punt d'interseccié de les mediatrius. Com que les tres mediatrius es tallen en el
mateix punt, per calcular el circumcentre n'hi ha prou de resoldre el sistema format per dues de les
mediatrius.

x=0

- x=0, y=0
x+y=0 X J

Les coordenades del circumcentre sén: (0, 0).
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60 En el triangle de vertexs A(0, 0), B(9,2) i C(3,7), determina les equacions de les mitjanes
i calcula'n el baricentre.

™~
—
/

\/./

S\ NS

SN\\ IS
\
\
\
=
5

* n, passaper A iper Mpc.

- (23463

AMBC:<6’ %>:%(43 3)

n, té vector de direccié d - (4, 3) ipassaper A=(0,0).
na:%=% — 3x—4y=0
* 1, passaper B iper Myc.
_(3 7
MAC_<2’2)
" (=15 3)_3
BMAC—( 2 b 2>_2( 5)1)

ny, té vector de direccié d = (=5, 1) i passa per B = (9, 2).

_ -2
7, x_59:_1 - x-9=-5y+10 = x+5y-19=0

* 1, passaper C iper Myp.

(2
MAB_ <2’1>
(3 _6)23q.—
CMAB—(z, 6) 5 (L 4)
n,. té vector de direccié d - (1,-4) ipassaper C=(3,7).

7 x;3=)’_;7 — —4x+12=y-7 = —4x—-y+19=0

El baricentre és el punt d'interseccié de les mitjanes. Com que les tres mitjanes es tallen en el mateix
p ) q )
punt, per calcular el baricentre n'hi ha prou de resoldre el sistema format per dues de les mitjanes.

{3x—4y=0

=4’ =
—4x—y+19=0 o x=by=3

Les coordenades del baricentre sén: (4, 3).
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61 En un triangle de vertexs A(-2, 0), B(1, 3) i C(2,0), tracem en cada vertex una recta paral-lela
al costat oposat. Troba els vertexs del triangle que determinen els punts de tall d'aquestes rectes
i comprova que és semblant a ABC.

* Per comprovar que dos triangles sén semblants, només cal veure que els seus angles sén iguals.
E —_—
AB =(3,3)=3(1,1)

Y
M
AC = (4, 0) = 4(1, 0)

A C X .
BC = (1;_3)

El costat EF:
o Es paral-lel a AB i passa per C.
o Té vector de direccié d = (1, 1) ipassaper C=(2,0).

d %:% = x-2=y > x-y-2=0

El costat DE:

e Es paral-lela AC i passa per B.

o Té vector de direccié d = (1, 0) i passa per B = (1, 3).

©y=3

El costat DF:

e Es paral-lel a BC i passa per A.

* Té vector de direccié d = (1,-3) i passa per C = (-2, 0).

o x¥2 _ )
1 -3

Els punts de tall de cada parell de rectes sén: D(-3, 3), E(5,3) i F(-1,-3).

- 3x-6=y = 3x-y-6=0

cos D = cos (m) = cos (BC, AC) = cos C

cos E = cos (m) = cos (A—E R) —cos A

Si tenen dos angles iguals, els triangles sén semblants.

62 Larecta 2x + 3y—6 =0 determina, en tallar els eixos de coordenades, el segment AB.
Troba I'equacié de la mediatriu de AB.
Equaci6 de l'eix OX: y=0. Equacié de l'eix OY: x=0.

Punts de tall de » amb els eixos:

2x+3y—-6=0
= x=3,y=0 - A=(3,0)
y=0
2x+3y—-6=0
- x=0,y=2 = B=(0,2)
x=0
AB = (-3,2); MAB=<%,1)
La mediatriu de AB té vector de direccié d = (2, 3) ipassa per Myp= (;1)_
3
fatri T2 -1
Mediatriu de AB: 5T
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63 Troba el peu de la perpendicular tragada des de P(1,-2) alarecta r: x—2y+4=0.
* Escriu la perpendicular a v des de P i troba el punt de tall amb r.

Vector normal a 7: n = (1,-2)

La recta s, perpendicular a » que passa per P, té vector de direccié d = (I, —2) i passa per
P, -2).

2
5 xfl :)Hz = 2x+2=y+2 > 2x-y=0

El peu de la perpendicular Q és la interseccié de les dues rectes 7 i s.

x—2y+4=0 4 3 4 8
{—2x—y=0 - x:—;,y:; - Q:<_§’§>

64 D'un rombe ABCD sabem que els vertexs B i D estan enlarecta r:y=2x+2 ique A(4,0).
Troba les coordenades de C.

La diagonal BD ésenlarecta 7.

Les diagonals d'un rombe sén perpendiculars i es tallen en el punt mitja; la perpendicular s tragada des
de A alarecta r tallard aquesta recta en el punt mitja M entre A i C= (x, y).

Larecta s perpendiculara 7 té pendent m =— % i passa per A = (4, 0).
sty=-— %x +k

Substituim les coordenades de A en l'equacié per calcular 4.

—_l. = N =—i
0= 24+/€%/e 2 > sy 2x+2

M=rNs
y=2x+2
{y=_%x+2 - x=0,y=2 - M=(0,2)
0=x+4 4
(0,2):(’6;4,%) - yz — C=(-4,4)
2= > y=4

65 Calcula I'area del triangle els costats del qual s6n sobre les rectes 7: x=3; s:2x+3y—-6=0
itix—y-7=0.

Els vértexs sén en la interseccié de les rectes.

A=rNs

x=3
= 5 =0 A= ,O
{2x+3}/—6=0 =3y ~ G.0)

B=rNt

=3 3. y= 4 — B=(3 4
x_y_7=0 — X = >)/—— — —(3_)

C=sNt

2x+3y—-6=0
x+3y _)x:g,y:_g_w:<£ _§>
x—y-7=0 5 5
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Area = % - base - altura

Base = dist(4, B) = {(3-3)?+(0-4)? =4 u

Altura = dist (C, costat AB)

Costat AB=1; AB = (0, 4) = 4(0, 1)

[ té vector de direccié d = (0, 1) i passa per 4 = (3, 0).
[:x=3 -5 x-3=0

‘ 27 _3 ‘
; 5 12
dist (C, costat AB) = —=—— ===

1 u

Areq = L . ) _ 1 412 _24 »
Area = 3 base - altura 3 4 5 5 u

66 Troba l'area del quadrilater de vertexs A(-4, 3), B(0,5), C(4,-2) i D(-3,-2).

B(0,3)
A (4,3) ‘/ \
S| \
\ [ \
VLN
D(3,12) C 4, 1)

* La diagonal AC divideix el quadrilater en dos triangles amb la mateixa base, la mida de la qual és:

| AC|=|(8,-5)|=189
e Siguin hp i hp lesaltures desde B i D, respectivament, a la base:
hp = dist(B, ) i hp = dist(D, r)
on r éslarecta que conté el segment AC.
Prenent com a vector direccié de 7 el vector AC, l'equacié d'aquesta recta és:

5x+8y+k=0
Comque(-4,3)er = -20+24+k=0 = k=—4 = r:5x+8y—-4=0

Aleshores:
[5-0+8-5-4| _ 36

hp = dist(B, r) =

¥89 Y89
, 5(:3)+8(=2)-4] _ 35

hn= = =
D dlft(D, 7') @ @

o Aixi:

2

b'h b-h 89 1
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67 El costat desigual del triangle isosceles ABC té per extrems A(1,-2) i B(4, 3). El vertex C és
enlarecta 3x—y + 8 = 0. Troba les coordenades de C il'area del triangle.

* La recta del costat desigual (base) té com a vector de direccié AB = (3, 5):

_ :Sx—3y—11=0
yo—2ese 03 T3 TTNTY

r{x:1+3t %x—l y+2

* La recta que conté l'altura té per vector de direccié a = (=5, 3) L AB i passa pel punt mitja del

costat desigual AB; és a dir, per M <%, %)
oo

- 2y-1
N 2x105 :—}l6 — h,:12x+20y-40=0 — h,:6x+10y—20=0

>3-

y=%+3t

e C=sNh, on s:3x—y+8=0.

{3x— y+ 8=0 {—6x+ 2y-16=0
%

6x+10y—20=0 6x+10y—-20=0
12y-36=0 —>y=?—g=3 - 3x-3+8=0 2 3x+5=0 = x=_3—5
Aleshores: C (%5, 3)
850
—
o Area base~2:1ltura=|ABH2CM’(:) B4 2 6 ~14,17

AB=(3,5) — | AB|={34
() —»<_25 —5>_>|CTV[>|:«/850

6

6 2

68 Calcula ¢ perque la distancia entre les rectes d'equacions 4x+3y—6=0 i 4x+ 3y + c=0 sigui
igual a 3.

Sigui Pe r on x5=0 = yy=2 — P(0,2) e n

g iy _[4-043-2+¢] [6+c| 6+c=15 = ;=9
Aixi, dist(ry, rp) = dist(P, rp) = W—f» - 5 =3 — Greaal5 = =21

69 Troba un punt en larecta x—2y—6 = 0 que equidisti dels eixos de coordenades.

Eix X: y=0
Ay dist (P, eix X ) =dist (P,eix Y)
ExYix=0; — -
x—2y—-6=0
P, yer
ol I .,
- <‘/02+12 J02+12 — dos casos: —
X =—
x—2y—-6=0 )
Y
y-2y-6=0 = y;=-6 = x;=-6 P, (-6,-06)
- —
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70 Determina, en cada cas, un punt P delarecta 7:y=-x+1 tal que:
a) la distanciade P a s:3x— 4y + 2 =0 sigui 1.
b) P disti 3 unitats de I'eix OX.
¢ la distancia de P al'eix OY sigui de 4 unitats.
d) P equidisti de les rectes x—y+5=0 i x+y+1=0.

a) P=(x7)
Per — y=-x+1
. |3x —4y+2]|
dist(Pr) = ———— " =1
1) V9+16

Les coordenades de P sén la solucié del sistema d'equacions:
q

y=—x+1 s s
lemyaa) | Btz
J9+16 *
3x—4(—x+1)+2
=1 = x=1 -1 -0
9+16 * . x=l—-y
Bx—d(x+D+2 3 x=—2 5 y=10
=1 > x=-=2 7 7
{9+16 7
Solucions: Py =(1,0), P, = <_ %, 170>
b) Eix OX:y=0
dist(P, OX) = |%:3
Les coordenades de P sén la solucié del sistema d'equacions:
——x+1 —x+1 _ __
T |—x+1] [ T2 x=-2 > y=3
|yl - —=3-
T ! !ﬂ?l:—3—9x=4 x=4 = y=-3

Solucions: Py = (=2, 3), P, = (4,-3)
c) Eix OY:x=0
I=]
1

Les coordenades de P sén la solucié del sistema d'equacions:
q

dist(P, OX) = =4

1 x=4 — y=-3
sl _,

1 %=—4—)X=—

Solucions: P; = (4,-3), P, =(-4,5)

y=—x+1 X -4 > x=4
%
4 {x=—4%y=5

@) dist(p, ) = XI5 iy el

JT+1 1A

Les coordenades de P sén la solucié del sistema d'equacions:

y=—x+1

|x—y+5|_|x+y+l| = [x—(=x+1)+5]=|x+(x+1)+1| =
J1+1 V1+1
x—(x+1)+5=x+(—x+1)+1 > x=-1 x=-1—> y=2

- -
x—(x+1)+5=—(x+(=x+1)+1) > x=-3 x=-3 = y=4

Solucions: Py = (-1, 2), P, =(-3,4)
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71 Troba un punt de I'eix d'abscisses que equidisti de les rectes 4x+3y+6=0 i 3x+4y—9=0.
P(x, 0) ha de verificar dist(P, r) = dist (P, 5):

|4x+3-0+6] [3x+4-0-9] N 4x+6=3x=9 — x=-15
25 b5 bx+6=-(Bx—-9) > x,=3/7

Solucions: P;(-15,0), P, <2, O)

72 Troba l'equacié de la recta que passa pel punt d'intersecci6 de les rectes 7 i s i forma un angle
de 45° amb la recta x + 57— 6 =0.

r:3x—y—-9=0 s:1x-=3=0

Anomenem ¢ la recta que busquem. # passa per P=rMs ité pendent 7.

m—5 _ m——é
tg45°=‘m_5‘—>1:‘m_5‘—> L+5m 2
1+5m 1+5m m—5 :—1—>m=;
1+5m 3
3x—y-9=0
— x=3,9=0 > P=(3,0)
x—-3=0

t; té pendent m = —% i passa per P=(3,0).
f:oy= —%(x—3)
t, té pendent m = % i passa per P=(3,0).

Ly y= %(x—3)

73 Donades r:2x—y-17=0 i s:3x—ky—8 =0, calcula £ perqué r i s es tallin formant un
angle de 60°.

- (1,2)+(k,3) ‘ o k+6 1 k+6
cos (r,5) = | =L 22| — cos60°=| — 22 | > —=| 22|
J1+44F+9 54k +9 2 ‘«/3«//62+9‘

1 k+6

L= KtO 5 k=24-153

2 [5yk2+9
1 k+6

L= RPO 5 k=24+1543

2 B

Solucions: ky = 24— 15y3; ky =24 + 153

74 Troba els angles del triangle els vertexs del qual sén A(-3, 2), B(8,-1) i C(3,-4).
AB = (11,-3); AC =(6,-6) =6(1,-1); BC = (-5,-3)

r conté el costat AB; s conté el costat AC; ¢ conté el costat BC

———  (11,-3)+(1,-1) e — e

AB, AC)=—2"- "2 "7 -(,87 = (AB, AC)=29°45
cos ( ) J121+941+1 ( )

=7 aa  (=11,3)+(=5,-3) = o o1 41

BA, BC) = =0,69 — (BA, BC)=46°14
cos { ) ¥v121+9425+9 ( )

(CA, CB)=180°—(29°45'+ 46°14') = 104°1'
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75 Trobal'equacié de la recta que passa per (0, 2) i forma un angle de 30° amb x = 3.

Y] /
\ 1 /
\ 4
\ &
N/
\ 1/
0-2)f
120°
X
/607 '\
/ \
/ N\

!

La recta » forma un angle de 60° o de 120° amb I'eix OX.

El seu pendent és:

my =g 60° =3, obé
my =1g120°=—3

Tenint en compte que ha de passar per P(0, 2), les possibles solucions sén aquestes:
ry= B x+2
7y = —Bx+2

76 Larecta 2x+y =0 éslabisectriu d'un angle recte el vértex del qual és (— %, 1).

Troba les equacions dels seus costats.

Els pendents de les tres rectes sén: my, = -2, m,, m,

V-1,
2
my—m —2—-m
45° = | ——| > 1= L
45 ‘ 1+mym, 1-2m,
1-2m,=-2-m, = m,=3
- ~1+2m,=-2-m, — m,=-1/3 -
r:y—l=3<x+%) — y=3x+%
9
~r':y—1=_3—1<x+%> - y=_?1x+%
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77 Troba les equacions de les rectes que passen per A(-2, 2) iformen un angle de 60° amb x = y.

b:x=y — elseu pendent és my =1

600 = | A= | 5 3| l=m|
m

1+1. 1+m
«/7+«/§m=1—m%ml=1_‘/3
N «/§+l

—3-Bm=1-m — my = 1+3
—3+1

Tenint en compte que passen per A (-2, 2):

riy—2= %(x+2)

B+

1+«/§
1y—2=
Yy —«/3+1

(x+2)

78 Donada la recta 7: 2x — 3y + 5 = 0, troba l'equacié de la recta simétrica de r respecte a I'eix
d'abscisses.

Calculem P=rNOX:
{2x—3y+5=0 5

- x=-—

5 .. (-2
=0 2,)/-0—)1’-( 2,0)

Busquem un punt Q de 7 itrobem el seu simétric, Q' respecte de OX:

o) -3

La recta 7' passaper P iper Q"

3

X+ =
w2 _J)
r 3 "5

Y //
4
A
//
5 /
I~~l o
// “I~ ‘M
1/ T~ JQ
4 ~o
s t

Calculem P=7rNs:

—3x+4y+9=0

{2x—y—6:0 - x=3,y=0 = P=(3,0)
Busquem un punt Q = P de 7 i trobem el seu simetric, Q, respecte de s.
Qer > x=-1 - y=-3

Q = (_1) _3)
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Simetric de Q respecte de s:
Calculem la recta / perpendicular a s que passa per Q:

[ té vector de direccié d = (2,-1) ipassaper Q= (-1,-3).

l: %:# — x—-1=2y+6 - —x-2y-7=0
M=sN/
—x—2y-7=0
- x=1Ly=-4 - M=(1,-4)
2x—y—-6=0

M ésel punt mitjaentre Q i Q'= (x, y).

) 1=—x51 - x=3

<1,—4>:<x—1,ﬁ N

5 3 - Q'=(3,-5)

_4:¥ % }/:_5

La recta ¢ passa per P iper Q'=(3,-5):
PQ = (0,-5) =50, 1)
tix=3

80 Larecta b:y=-x+4 és labisectriu de I'angle format per les rectes 7:3x+y -8 =0 i s
Troba l'equacié de s.

Y] \ L
I~~~ it
~ Q7
AN
o\ X
g
7\
e b
1.
/’ 7'\

s es la simetrica de 7 respecte de 4.

b té pendent m =—1. Calculem P=7rNb:

3x+y-8=0
- x=2,y=2 = P=(2,2)
y=—x+4

Busquem un punt Q= P de 7 i trobem el seu simétric, Q) respecte de &.

Qer - x=3 = y=-1

Q=0G,-1)

Per trobar el simétric de Q respecte de &, calculem la recta / perpendicular a & que passa per Q:

[ té vector de direccié d = (1, 1) ipassaper Q=(3,-1).

[: x;?):)’;'l - x=3=y+1 > x-y—-4=0
M=bN/
y=—x+4
4-0 - x=4,y=0 - M=(4,0)
x—y—4=
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M és el punt mitja entre Q i Q'= (x, y):

_x+3 _
x+3 y-1 4= 2 B )
(4,0) = L - - Q'=5,1)
2 2 y-1
OZT%_}/Zl

Larecta s passaper P iper Q'=(5,1)

PQ" = (3,-1)
x—2_}’_2
T3 T

81 Siguin A, B, C i D els punts de tall deles rectesx—2y+2=0 i 2x—y—2=0 amb els
eixos de coordenades. Prova que el quadrilater ABCD és un trapezi isosceles i troba'n
I'area.

x=2y+2=0
Siguin: A=rNeix OX: 0 — x=-2 — A(-2,0)
_)/=

—-2y+2=0

_0 — y=1— B(0,1)

X
B=rﬂeixOYz{
X

2x—y-2=0

— x=1— C(1,0)
y=0

C:sﬂeixOX:{

2x—y-2=0
— y=-2 = D(0,-2)

D::ﬂeixOY;{

Calculem els vectors de direccié dels costats:

AB=(2,1)

BC =(1,-1) DA=-2BC — BC / DA
CD=(~1,-2) {|E|=B=I@I

DA =(-2,2)

Aleshores, efectivament, ABCD és un trapezi isdsceles de bases BC i DA.

Per calcular 1'area necessitem ['altura:

AD (2,-2)
Com que = y=—x-2 > AD:x+y+2=0
D(0,-2)
. 0+1+2] 3 342
h = dist (B, AD =|7=—:—
R S
Aixi:
Area < |BC+IDAl 342 {2422 32 _9.2
2 2 2 2 4

29
2
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82 D'un quadrat en coneixem I'equaci6 d'una de les diagonals, d: x + 2y—5 =0, iun vertex, A(2,-1).
Calcula'n la resta de vertexs i I'area.

M

A e d; aleshores el vertex C és el simetric de A respecte de 4.
r: perpendicular a 4 que passa per A.
7 té vector de direccié d = (1,2) ipassaper A=(2,-1).

. x—2_)’+1 =
AT 2x—y=5
M=rNd
x+2y-5=0
- x=3,y=1 > M=(3,1)
2x—y=5
M ésel punt mitjaentre A i C= (x, y).
1 3:x£2 — x=4
3, 1)=(%,7;> »1 0 - C-(4,3)
1= 5 — y=3
El vertex B = (x,y) verifica: Be d i dist(M, A) = dist(M, B); aleshores B és solucié del sistema:
x+2y-5=0 . 5 5 0
- =L )y=4x=0)=
J6=3)24(-D2=J2-3) 24 (1-D2 = 5 T TEEE2

Aquestes son les coordenades dels vertexs que falten: B =(1,2), D= (5,0).
Tenim un quadrat de costat J10. Laseva area és 10 u?.

83 Larecta x+y—2 =0 iuna recta paral-lela a aquesta que passa pel punt (0, 5) determinen,
juntament amb els eixos de coordenades, un trapezi isosceles. Troba'n I'area.

s/ rix+y—2=0 > x+y+k=0

P(0,5) € s }_>O+5+k:0—>/e:_5

Per tant s:x+y—5=0

x+y 2=0
Siguin: A=rNeix X: — x=2 — A2,0)
Jy=
x+y 2=0
B=rNeix V: — y=2 — B(0,2)
x+y 5=0
C=sNeix X: — x=5—> C(5,0)
)=
x+y-5=0
D =5 Neix V: — y=5 — D(0,5)
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AB =(-2,2); CD=(-5,5)

|AB|+|CD|-h:‘AB|+|CD|dljt(A,f):
2 2

84450 [2+0-5] 242452 3 742 3 _21

2 iz 2 220

Area =

84 Larecta 2x+y—4 =0 ésla mediatriu d'un segment que té un extrem en el punt (0, 0).
Troba les coordenades de I'altre extrem.

ri2x+y—4=0

0(0,0) A, y)

Un vector de direccié de la recta és v = (1, =2).
e S'ha de verificar que: vVLOA=v-04=0
(1,-2)+ (%, ) =0 = x—2y=0 — x=2y
* A més, el punt mitja de OA, M, pertany a la recta:
M(ﬁ,l>e r— 2%+%_4:0 - 2.2—2J’+%—4:0 -
8 _16

8
- 4 -8=0—> y=2 > x=2
)+ =3 X 5~ 5

Aleshores: A (15—6, %)

85 Els punts P(-2,4) i Q(6,0) sén vertexs consecutius d'un paral-lelogram PQRS amb centre
en el punt (0, 0). Troba els vértexs R i S i els angles del paral-lelogram.

Y

P|(-2, 4)

a) Com que les dues diagonals d'un paral-lelogram es tallen en el seu punt mitja, que és el centre,
obtenim facilment els altres dos vertexs:

R(2,-4), S(-6,0)
b) PQ = SR = (8,-4) — QP = RS = (-8, 4)
PS = QR = (~4,—4) — SP = RQ = (4, 4)

5 PS-PQ 32416 _

cosP= 2 % -_0,31623 — P=108°26'5.8"=R
|PS|| PG| V32-480

BARCAN®VA
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360°— (P + R)
2

NOTA: Podriem haver calculat S amb els vectors:

S = =71°33'54" = Q

s § o SP=SR _ 32-16
|SP||SR| +32-480

-0,31623 — S =71°33' 54"

86 Dos dels costats d'un paral-lelogram estan sobre les rectes x+y—2=0 i x—2y+4 =0 iun dels
vertexs és el punt (6, 0). Troba els altres vértexs.

* Com que les rectes no son paral-leles, el punt on es tallaran sera un veértex:

ri e+ y—2=0 x+ y—2=0
%
7 |x—2y+4=0 —x+2y—4=0
3y-6=0 = y=2 > x+2-2=0 = x=0

Aleshores un vértex és A(0, 2).

El vértex que ens donen, C(6,0), no pertany a cap de les rectes anteriors (ja que no verifica les seves
equacions, com comprovem facilment substituint els valors de x i y per les coordenades de C).
Aixi, doncs, el vértex C no és consecutiu de A.

Siguin s, // 7, una recta que passa per C i s, [/ 7, una recta que passa per C.
Es tracta de les rectes sobre les quals hi ha els altres costats.

Aixi, els altres vértexs, B i D, seran els punts de tall de:

rlﬂ.fz:B
52
rzmSIZD ) /
7y
‘
b
/D C 51
x+y+a=0
DE {Ce (> 6404220 = a=—6 — spix+y—6=0

x=2y+b6=0
2 {Ce 5 = 6-0+b=0 = b=—6 2% =2y=6=0
x+ y—2=0
.B=rlnjzz{x—2y—6:0

Resolent el sistema:

De la primera equaci6 — x=2-y — enlasegona —» 2-y-2y-6=0 —

—4 10 10 —4

- =4 10, p(10 -4

A T T (3 3>

5 A x+2y+4=0 } 6 oya d0
BRERRR AN P y—6=0 = x=6-y 7 oTym A=l =

g ooy )
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87 En un triangle, baricentre, ortocentre i circumcentre estan alineats. La recta que els conté
s'anomena recta d'Euler. Comprova-ho en el triangle de vertexs A(-3, 2), B(6,2) i C(6, 5).

Y m,

~ q

™~ M, | D // M.

5l B

m ~ Q

" R T~
h, A M, Bl T—

X

n9 hc

 Circumcentre: P.
Calculem dues mediatrius i la seva intersecci:
m, és perpendicular a BC i passa per Mpc.
BC té vector de direccié BC = (6,5) - (6,2) = (0,2) = 2(0, 1)

7
Mpe=16,%
we=(63)
m,, té vector de direccié d = (1, 0) i passa per My, = <6, %)
7
myry = 2

m, és perpendicular a AB i passa per Myp.
AB té vector de direccié AB = (6,2) — (=3, 2) = (9, 0) = 9(1, 0).

My = <% z)

m, té vector de direccié d=(0,1) i passa per Myp = (%, 2).

Les coordenades del circumcentre sén P = <%, %)

Baricentre: R.
Calculem dues medianes i la seva interseccio:

n;, passaper B iper My..

_(3 7
MAC‘(z’z)
(3 7)) (29 3).3
BMAC_(Z’z) (6.2 ( 2’2> 730
n,, té vector de direccié d - (=3, 1) ipassaper B=(6,2).
-2
ny: x_—36 == " x—6=-3y+6 = x+3y—-12=0
n, passa per C iper M,p.
(3
(32

m:(% 2)—(6, 5):(—%, —3):—%(3, 2)
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88

n,. té vector de direccié d - (3,2) ipassaper C=(6,5).

n: xg_6=J’2;5 — 2x-12=3y-15 — 2x-3y+3=0

El baricentre és el punt d'interseccié de les medianes. Com que les tres medianes es tallen en el
mateix punt, per calcular el baricentre n'hi ha prou de resoldre el sistema format per dues de les
medianes.

x+3y—12=0
2x-3y+ 3=0 7 x=3y=3
Les coordenades del baricentre sén: R = (3, 3).
* Ortocentre: Q.
Calculem dues altures i la seva interseccié:
h, és perpendicular a BC i passa per A = (-3, 2).
BC =(0,2)=2(0,1)
h, tévector de direccié d = (1, 0) i passa per A = (=3, 2).
hy:y=2
he és perpendicular a AB i passa per C= (6, 5).
AB =9(1, 0)
he té vector de direccié d=0,1 i passa per C'= (6, 5).
heix=6
L'ortocentre és el punt d'interseccié de les altures:
x=6
{y =2
Les coordenades de I'ortocentre sén: Q = (6, 2).

p- (%%) Q=62 R=(,3)

Per veure si estan alineats, calculem els vectors:

i-62-35){3-4)-300

QR =(3,3)-(6,2)=(-3,1)=(-1) (3,~1)

Aixi, els vectors sén proporcionals i, per tant, els punts estan alineats.

D'un triangle, en coneixem dos vertexs, A(0, 0) i B(5,0) ilalongitud del costat AC, 3.

A més, sabem que la tangent de 1'angle format pels costats AB i AC és %

a) Calcula I'equacié del costat AC.

b) Determina el vertex C.

¢) Troba la longitud de I'altura relativaa C.
d) Obtén I'area del triangle.

* Pots calcular l'altura usant raons trigonométriques.

a) La recta que conté el costat AC té pendent % perque el costat AB ésenl'eix OX, ilatangent de

l'angle que forma una recta amb ['eix horitzontal positiu és el seu pendent: 7: y = %x.
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b) C ésenlarecta r:y= %x i dist(A, C) = 3; pertant, C és solucié del sistema:

_4
J=3" ) 12, .9 12

,)/=— ) ,_J’=—
Je—0)24(—0)2=3 > > >

N

[un—y

Com que la tangent de I'angle és positiva, C = (%, ?>
c)AB:y=0

Altura = dist (C, AB) = % u
d) dist (A, B) =3 u

Area= L .3.12 _ 18 2

Area = 5 3 5 5 u

89 Els punts 4 (—v3,-3), B(3,-3), C(243,0), D(3,3), E(~3,3) i F(-2/3,0) s6n els vértexs

d'un hexagon regular ABCDEF. Calcula:

a) El centre de I'hexagon, trobant la interseccié de les mediatrius de dos costats consecutius.
b) La longitud de I'apotema.
c) L'area del poligon.

a) AB = (243,0)

MAB= (0) _3)
mAB: X = 0
BC = ({3,3)
_(33 3
MBC_ (2 B’ 2 )
mge té vector director: (=3, +3)
x—é«/g y+i
Mmpc: 2. 2
3 5

Centre = myp N mpe

x=0

x—%@=y+% — = = — y=0
3 5
Centre = (0, 0)

2 2
b) Apotema = dist(Mp, Centre) = \/<%«/§ - O> + (% - 0) =3u

c) Area = % - Perimetre - Apotema

Costat = dist(A, B) = {(243)2+(0)%2=2y3 u

Area = % - Perimetre - Apotema = % 26243 =18y3 u?
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90 Donat el triangle de vertexs A(—4, -2), B(-1,5) i C(5, 1), troba les equacions de les rectes r
i s que parteixen de B, tallen AC i divideixen el triangle en tres triangles de la mateixa area.

* L'altura dels tres triangles és igual a la distancia de B al costat AC. Per tant, tindran la mateixa area
si tenen la mateixa base. Aixi, es tracta de trobar els punts P i Q que divideixen el costat AC en
tres parts iguals.

=, —

0p - 204+0C =<_2 1>; 0G - 0C+20C =<§’0)

3 3 3 3
e Larecta r ésla que passa per B iper P:
m=———1=> ___=6___3

T (@2B)-)  anB)
y=5-18(x+1) = r:18x+y+13=0

* Larecta s éslaque passa per B iper Q:

__5-0 _ -5 15
©(=1)—(8/3)  (-11/3) 11

m

y=5—%(x+1) — 11y=55-15x—15 — s: 15x+ 11y—-40=0

91 Un rombe ABCD té un veértex en l'eix d'ordenades; uns altres dos vertexs oposats sén
B(-1,-1) i D(-5, 3). Troba les coordenades dels vertexs A i C il'area del rombe.

Sigui A€ eix ¥ — A=1(0,y;) isiguiel punt C= (x, y,).
Com que estem treballant amb un rombe, les seves diagonals AC i BD es tallen en el seu punt mitja, M.

A més, AC L BD.

M(# —12—+3> - (-3, 1) ésel punt mitja de BD (i de AC).

e Sigui d la recta perpendiculara BD per M (sera, per tant, la que conté AC):

BD =(—4,4) — d=(4,4) ésvector director de o
%
M(3,1)ed

El pendentde d és md=%=1
M(-3,1)e d

= diy—-1=(x+3) > diy=x+4
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o Aixi:
y=x+4
A=dNeix V- 0 — y=4 — A(0,4)
X =
X
3=22 5 x,=-6
4 2
* M ésel punt mitja de AC — (-3, 1):<0+x2, +y2> - 2 — C(-6,-2)
2 2 1_4+y2 IR
« Area = IACQBDI

AC |=](=6,-6) |={72 =642 . ‘
Iﬂl K¢ ) =472 =642 s Anea G242,
|BD |=|(-4,4)|=32=442 P

92 Un punt P, que és equidistant dels punts A(3, 4) i B(-5, 6), dista el doble de 1'eix d'abscisses

que de I'eix d'ordenades. Quines sén les coordenades de P?

y=2x
* d(P, OX) =2d(P, OY) — |y|=2|x| —
y==2x

o |[AP|=|PB| — J(x=3)7+ (=42 ={(-5-07+(6-)7 —
= x2+9-6x+y2+16-8y=x2+25+10x+y%+36-12y —
— —6x—8y+25=10x—12y+61 — 16x—4y+36=0 — 4x—y+9=0

* Com que han de complir-se les dues condicions, hi haura dues solucions:

Py y=2 > 4r—2x+9=0 = x= 2 — y=-9
P ldx— y+9=0 - S 2 J=

Aleshores: P; (%,—9)

P T 920 5 =023 L 43
¥ ldx - y+9=0 - 6 2 7=

Per tant: Pz (T, 3)
93 De totes les rectes que passen pel punt A(1, 2), troba el pendent d'aquella que disti 1 de I'origen.

* Aquestes rectes tenen per equacio:

y=2+mx-1) = mx—y+2-m)=0

12— m| {2—m=«/m2+1
-1

%

e 4(0,7)=1 —
(0. 7) m?+1 2—m=—Am?+1

- Q2-miP=m?+1 > 4d+m?—dm=m?+1 > 4—4m=1 —> m:%

94 Troba el punt de la recta 2x—4y—1=0 que, junt amb I'origen de coordenades i el punt P(—4, 0),
determina un triangle d'area 6.
OP = (-4, 0). Costat OP:y=0
Base = 4 u

Area = % - base - altura=6 — % -4 .altura=6 — altura=3
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El punt C= (x, y) verifica: Ce r i dist(C, costat OP) = 3.

13
2x—4y-1=0 }’=3_>x=7
11

ly|=3 _ __ 11
y=-3 — x= 5

Hi ha dues solucions: C = (%, 3) i C'= (— A, —3)

Pagina 213

Qliestions teoriques

95 Prova que si les rectes ax+ by+c=0 i a'x+ b'y+ ¢'= 0 sén perpendiculars, es verifica que
aa'+ bb'=0.

¢ El vector (a, b) és perpendicular a la recta ax + by + ¢ = 0.
* Elvector (a, b') és perpendicular alarecta ax + by +¢'=0.
* Si les dues rectes sén perpendiculars, aleshores:

(@, 6)« (a,b') =0; ésadir, aa'+ bb'=0.

96 Donada la recta d'equacié ax + by + ¢ = 0, prova que el vector v = (a, b) és ortogonal a qual-
sevol vector determinat per dos punts de la recta.

* Anomena A(x;, y;) i B(xyy,) dos punts genérics de la recta, i fes v + AB.

* Si A(x;,y;) pertany ala recta, aleshores ax;  + by +c¢=0
* Si B(x,, y,) pertany a la recta, aleshores ax, + by, +c¢=0
* Restant les dues igualtats: alx;—x) +b(yy—y) =0

Aquesta tltima igualtat significa que:

(@, b) - (x; — x5, 1 —y,) = 0; és adir, que el vector (4, b) és perpendicular al vector AB,
essent A i B dos punts qualssevol de la recta.

97 a) Que es pot dir d'una recta si en la seva equaci6 general falta el terme independent?
b) I si hi falta el terme en x?

©) I'si hi falta el terme en y?
a) La recta passa per (0, 0).
b) Es una recta horitzontal (paral-lela a l'eix OX).

¢) Es una recta vertical (paral-lela a I'eix OY).
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98 Demostra que les coordenades del baricentre del triangle de vertexs A(x;, 1), B(x,, y5) i Clxs; y3)
son:

G X1+X+X3 J1+)2+)3
3 > 3

* Tingues en compte que 2GM = BG , on M és el punt mitja de AC.

G=(xy)

X1 +X +
MAC=< 12 3,}’12)’3>
2GM 4= BG

2(}61;)63 —x )}1;}’3 —}/>=(X—X2,)/—)/2)

x1+x3 x1+X3+X2
2T—x =X—X) x1+x3—2x:x—x2 x1+x3+x2=3x R x= 3

S(21+73 o I1+Y3=2y=y-y J1+)3+y2=3y CJ1t)3t )
=)=y 7 Y=73

99 Demostra que si una recta talla els eixos de coordenades en els punts (2, 0) i (0, b), pera, b =0,
aleshores I'equacié es pot expressar en la forma canonica o segmentaria:

x  J
x,7 1
a+b

reax+ by+c=0
Al . \
r no passa per 'origen de coordenades perque 4, b = 0; per tant, ¢ = 0.

Dividim |'equacié entre —c:

x )
: —1=
r a’+b’ 0
Sitallaen (0, 6):
x=0 — %:1 - b'=0b

Sitallaen (4, 0):

=0 — ﬂi—l — x=a'=a

T =

Aleshores I'equacié de 7 és: X+
a

<
|
—_
I
o

N |%
+

[
3

Per aprofundir

100 Lesrectes x+y—2=0 i 9x—3y—4 =0 sén dues altures del triangle ABC de vértex A(2, 2).
Troba les equacions que determinen els costats del triangle.

A no pertany a cap de les dues altures; per tant, els costats del triangle estaran en les rectes que
passen per A = (2, 2) isén perpendiculars a les rectes donades.

rix+y—2=0 tévector de direccié (-1, 1).

El costar AB té vector de direccié d = (1, 1) ipassaper A=(2,2).

-2
Costat AB: %:% - x-2=y-2 > x—y=0

5:9x—3y—4 =0 tévector de direccié d =(=3,9) = 3(-1, 3).
El costat AC té vector de direccié d = (3, 1) i passa per A = (2, 2).

)
Costat AC: =2 =% 5 2.3y 6 - x-3y—4=0

3 1



Matematiques
Unitat 8. Geometria analitica 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

101 Els punts A(3,1) i B(4, 5) sén dos vertexs contigus d'un quadrat. Calcula'n els altres. Quantes

solucions hi ha?

C i D sén punts de les rectes s i 7 perpendicularsa AB, les distancies dels qualsa B i A, sén,
respectivament, |AB]:

e AB=(1,4) — six+4y+k=0
Comque Bes—> 4+20+k=0 = k=-24 = s:x+4y—-24=0

. E:(IA) — rix+4y+k'=0
Comque A € r—> 3+4+k'=0 > k'=—7 = rix+4y-7=0

e AB=(1,4) —> tidx—y+k"=0
Comque A €r—> 12-1+k"=0 - k"=-11 - r:14x—y-11=0

« C i D sén punts que estan en les rectes la distincia de les quals a AB és |AB| = {17.
Siguin P(x, y) tals que:
|[dx—y—-11]

J17
14x—y—11=17—> {t1:4x—y—28=0
4e—y-11=-17 —

dist(P, t) = J17

ty:dx—y+6=0

Sén dues rectes paral-leles. Hi ha dues solucions. Aixi:

Cop st 7280 96— 16 28-0 4 8 = C,(8,4
p=halls x+4y—24:0—>x:24—4)/_) —10y-y-28=0 = y=4 -5 x=8 = (18,9
Cor i yr 620 96— 16y—y+6=0 6 0 = G0,6
2= Rl x+4_y—24:0%x:24—4y_) ~16y-y+6=0 2 y=6 = x=0 = (0,0
Dy or T 2820 2816 28-0 0 D,(7, 0
p=httr x+4y— 7=0—>x=7—4y% —16y-y-28=0 = y=0 = x=7 = D,(7,0)
4x— y+6=0
Dy=t,Nr xrhy—7=0 = x=7 4y — 28-16y—y+6=0 = y=2 = x=-1 = D,(-1,2)
Y
ﬂ2
~_ B
I B — fa
/ / I
L / /
2 \\A I
X
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102 La diagonal menor d'un rombe mesura el mateix que el seu costat i té per extrems els punts
A(-3,-2) i C(1,2). Trobaels vertexs B i D iel perimetre del rombe.

Y

T
.
.
.

L
1|
<

A(—3 —. -) L)

« AC =(4,4) — |AC|={32=442
Com que aquesta diagonal mesura el mateix que el costat, aleshores el perimetre sera:
Perimetre = 4 |AC |=1642

« Els altres dos vértexs son en la perpendicular de AC que passa pel seu punt mitja M (-1, 0).
Larecta AC té per vector director (1,1) = x— y+4=0
Com que, amés, A (-3,-2) erecta AC > 3+2+k=0 = k=1 - AC:x—y+1=0
Larecta s perpendiculara AC sera:
six+y+k'=0
Comque M(-1,0)es = —1+k'=0 = £k'=1 = s:x+y+1=0

Els punts B i C seranels (x,y) que estiguinen s ila distancia dels quals al vertex A sigui igual
a la diagonal; és a dir, igual a 442.

xy)es > x+y+1=0 = x=-1-y

Jx+3)2+(y+2)2=4y2 = (x+3)2+(y+2)2=32 —

= Q2=+ (+2)?=32 > 4+y?—dy+y?+ 4+ 4y=32 > 2)?=24 —
TV T, o083 5 xy=-142/3

Per tant, els vértexs B i C sén:

103 En un triangle isosceles ABC amb costat desigual BC, 1'equacié del costat AB és 3x+y+2=0
i la mediatriu del costat BC és x+y—2=0.

a) Calcula I'equacié del costat AC. b) Troba els seus vértexs si la seva area és 4 u?.
N ‘\\ Y
N \
> Yn
N D
5 \
~ S \
R
A \\ ™~ (
N T~
AY
Y
BY AN
\ ~
\ \,
\\ \\ X
N "
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a) Com que el costat BC és el desigual, la mediatriu de BC passa per A.
A € costat AB; per tant, A és solucié del sistema.

{x+y—2=0

=—2, =4 A= _2,4
3x+y+2=0 - J - ( )

La mediatriu en aquest cas és la bisectriu de I'angle A; per tant, el costat AC és la recta simetrica
de AB respecte de la mediatriu s.

Busquem un punt Q = A de 7= costar AB i trobem el seu simétric Q' respecte de .

Qer - x=0 = y=-2

Q-(0,-2)

Per trobar el simetric de Q respecte de s, calculem la recta / perpendiculara s que passa per Q:

[ té vector de direccié d = (1, 1) i passa per Q = (0, -2).

2
/:%:yI - x=y+2 > x—-y-2=0
M=sN/
x—y—-2=0
520 - x=2,y=0 = M=(2,0)
x+y—2=

M ésel punt mitjaentre Q i Q'=(x, y):

X -
2 2_2 - x=4
(2) 0): ?)T — — Q,: (4’ 2)

2
0:)/_ — y=2
Larecta # passaper A iper Q'=(4,2).
AQ" = (6,-2) =2(3,-1)

£ x;2=—}’_14 - —x—-2=3y—12 - —x-3y+10=0

Costat AC=1t:—x-3y+10=0

b) Costat BC =s' és perpendicular a la mediatriu — s:x+y—-2=0

six—y+k=0

Altura = dist (A, costat BC) = [2-4+k] = [0+ #] = |£-6]

a 2R
B e costat AB Ns'

3x+y+2=0 | 3 . ( . L 1)
b= {x—y+/e:0 - x__zk_Z’y_Zk_i — B= _Zk_f’ Z/e—5
Ce costat AC Ns'

—x—3y+10=0 5 3 1,.5 <5 3, 1 )
¢ {x—y+k=0 - X—?—Z/e,y:z/e-y? - C= 7—216, —k+=
B (1, 1 3, 1)\ (5 3, 1, .5\ (1, 2 1,_

CB_< 113 2) (2 4k,4k+2> (2/e 5 Lk 3>
|CB|=k—J_§6=base

Neen _4_ 1 1k=06] £_¢

Area-4_2 % -
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Hi ha dues possibilitats a causa del valor absolut:

4= k=6 L 16-(h-06)2 — k=2, k=0

-6
5
6 k-6
SRR
Hi ha dues solucions:
Si k=2 — costat BC:x—y+2=0 — B=(-1,1); C=(1,3)
Si £#=10 — costat BC:x—y+10=0 — B=(-3,7); C=(-5,5)

1 k=6
2 R
b —

N
I

— No té solucié.

104 A(1,1) i B(5, 1) sén dos vertexs d'un trapezi rectangle i un dels costats esta sobre la recta
y =« + 1. Calcula els altres dos vértexs (hi ha dues solucions).

Podem comprovar que A, B¢ r.

Com que un costat esta sobre 7, els altres dos vértexs estan en 7 i, per tant, A i B sén veértexs
consecutius.

A més, un vector director de 7 és r = (1, 1), que no és proporcional a AB = (4, 0).
Per tant, r #f AB —> els costats AB i CD no sén paral-lels; per tant, no sén les bases del trapezi.
Podem construir dos trapezis:

a) ABC, Dy, on AB ésI'altura del trapezi:

C; i D, seranels punts de tall de 7 amb les rectes perpendiculars a AB que passen per B i A,
respectivament.

e t L AB — 4x+k=0
Comque A(1,1)et — 4+k=0 —> k=-4 > 1:4x-4=0 — r:1x=1

x=1
Aixi: Dy =¢tNr:

yoxsl = y=2 = Di1,2)

o s LAB — 4x+k=0
Comque B(5,1)es = 4-5+k=0 = k=-20 — 5:4x-20=0 — s:x=5

Ale,. Clzsﬂr:{ - )’:6 - C1(536)

y=x+1

b) ABC,D,, on C,D, ésl'altura del trapezi:

C, i D, seran els punts de tall de 7 amb les rectes perpendiculars a 7 que passen per B i C,
respectivament (és a dir, C, i D, sén els peus d'aquestes perpendiculars).

crlr > y=—x+k
Comque A €r—> 1=-1+k > k=2 = t:y=—x+2
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Aixi: Dy=tNr: y=xe2 5 x+2=x+1 > 1=2x - x= + —>y=2 - D (i,i>
z y=x+1 2 2 2\272
cslr = y=—x+k
Comque Bes = 1=-5+k > k=6 = s:y=—x+6
s Gy s 17 TTE _ _ 5 7 (5 7)
Aixi: Cz—sﬂr.{}/:x+l - x+6=x+1 = 5=2x = X=2 Dy=5 2 G, 5y
Y
L
L1
L1
D
ol B
—T | A X
>
t S

105 Tota recta es pot expressar com a x cos 0 +ysin 0 =d, on 0 és1'angle que forma la recta amb
I'eix d'ordenades i d ésla distancia al'origen de coordenades (aquesta es coneix com a equacié
de Hesse). Escriu en aquesta forma la recta 4x + 3y —12 = 0.

dist (O, r) = M
5
_2l 12
5 5
Dividim entre 5 en I'equacié de la recta i obtenim:
%x+% =1—52 - 0,8x+0,6y=%

0,8 = cos 36° 52’
0,6 = sin 36° 52
Aleshores I'equacié que busquem és: x cos 36° 52" + y sin 36° 52" = %
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Autoavaluacio
1 Es consideren els punts A(0, 1), B(4,9) i C(-4, k).
a) Calcula les coordenades d'un punt P que divideix el segment AB en dues parts tals que
AP - 2 PB.
b) Determina % perque el punt C sigui el simétric de B respecte de A.
a) A0, 1), B(4,9), C(-4, k)
Sigui P(x, y):
E)’:lﬁ—>(x,y_1)zl(4—x,9—y)—>{3x=4_x_)x=1 = 21, 3)
3 3 3y-3=9-y - y=3
b) A ha de ser el punt mitja de CB.

(o, 1)=<ﬂ,ﬁ> > 94k=2 = k=7
2 2
2 Calcula I'equacié d'aquestes rectes:

a) Passa per A(3,2) iper B(-2, 1); fes-ho en forma paramétrica i en forma implicita.
1
3

a) Vector de direccié d=B4- (5, 1). Vector de posicié: 5(3, 2)

b) Passa per (0, 0) i té pendent m = ——; fes-ho en forma continua i en forma explicita.

x=3+5¢
Equacions parametriques:

y=2+t
t=y—2; x=3+5(@(-2)=3+5y-10 = x=5y+7=0
Equaci6 implicita: x—5y+7 =0

b) m=— L vector de direccié: 3(3, -1)

3
Equacié continua: % -
= = y=-X
= > y=-3
Equacié explicita: y=— %

3 Troba les equacions de les rectes segiients:
a) Passa per P(2,-3) iés perpendiculara y= %x + 1.
b) Es parallelaa 2x+ 3y + 1 =0 ila seva ordenada en I'origen és 2.

5

a) Una recta perpendicular a la donada té pendent = 5 Com que ha de passar per P(2,-3), laseva
equacio és:
y+3=2G=2) > 2+ 6=5v-10 - 5v-2y-16=0

b) Una recta paral-lelaa 2x+3y+1=0 és 2x+3y+ £k=0.
Com que ha de passar per (0, 2), ha de ser £ =—6.

La recta buscada és 2x + 3y — 6= 0.
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4 Escriu l'equacio6 del feix de rectes de centre (5, 1) i troba la recta d'aquest feix que passa per (0, 1).
El feix de rectes que passa pel punt (5, 1) és a(x—5) + b(y—1) = 0.
La recta del feix que passa per (0, 1) és la que passa per (5, 1) i per (0, 1). Per tant, la seva equacié és:

x_J-1

y=b
5= 0 7

5 Estudia la posicié relativa de les rectes 7 i s ila delesrectes » i #, on:

r:3x+5y-34=0 s:y=%x t:{x=§
"y:

¢ Posicié relativade 7 i s:

Vector director de 7, d,(~5,3)

. i 5 diculars.
Vector director de s, d,(3,5) } 719 Son perpendicuiars

e Posicié relativade 7 i z:

Vector director de ¢, a:(l, 0)

) — r i t sén secants.
Vector director de 7, d, (-5, 3)]

6 Calcula %2 perquélesrectes 7:y=3 i s:y=/lx+1 formin un angle de 60°.

Larecta 7:y=3 és parallelaal'eix d'abscisses. Aixi, la tangent de l'angle que formen 7 i s coincideix
amb el pendent de s, que ésigual a 4. Esa dir:

g o=k
tg60°:«/§} k=13

7 Considera els punts A(0, k) i B(8,5) ilarecta 7:3x + 4y + 1 = 0. Troba el valor de %2 perqueé:
a) la distancia entre A i B sigui igual a 10.

b) la distancia entre A i  sigui 1.

k=11
Q) dist(4, B) = {87+ (5= )2 = 64+ 25+ &2 ~10k=10 — £~ 10k-11=0 <
) [3-0+4-k+1| |4k+1| dk+1=5 — k=1
dist (A, 7) = - =1
b) dist (4, 1) 3. 42 5 < fbe1ess o ko302

8 En el triangle de vertexs A(-3,2), B(1,3) i C(4, 1), trobal'ortocentre i el circumcentre.

ORTOCENTRE: R=h,NhzNhg, onhy, hy i he sonlesaltures (desde A, B i C, respectivament).

alBC=(3,-2) > a=(2,3) x==3+2t .3 y-2

hA{AehA %hA' y:2+3t —> 2 =T —)hA.3x—2y+13=0
bLAC=(7,-1) = b=(1,7) x=l+t y-3

B{BehB — hp y=3+7t—>x—1=T—>hB:7x—y—4=0
CLAB=(4,1) > c=(1,-4) x=b+t 4 -1 .

C CEhC — cC- )/:1_41- — X — 27 — C- x+y—l7=0
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N'hi hauria prou amb haver calculat dues de les tres altures i veure el punt d'interseccié:
b Ak Jx—y— 4=0
B s y—17=0

, . 21 .o 21, 147-44 _103 (21 103)
Sumant: 11x 21=0 = x= 11,)/—736' 4=7 1] 4—711 =17 — R —

NOTA: Pot comprovar-se que l'ortocentre, R, és també en hy.
N'hi ha prou de substituir en la seva equacid.

CIRCUMCENTRE: S = my Nmg Nme, on my, mg i me son les tres mediatrius (des de 4, B i G,

respectivament)

2l BC — a=(2,3)

.mA

3(.5 3. 7
I el PV _9._ L
Punt mitja de BC: M(% 2)e my 7 2 ( ) R

CLAB=(4,1) — ¢=(1,-4)

> 3
’ —==—4(x+1 by 2
"c Punt mitja de AB: M’<—1,%>Emc -y ) (x+1) = y X 5
Aixi:
3 7
y=ax——"
3 2 4 2
_)/=—4x—?

— 6x—7=-16x-6 — 22x=1 — x:% N

- y:_4.L_i:—4—33 _ =37

22 2 22 22

i o[ =37
Aixi, 5(22, 22 )

NOTA: Es podria calcular mp i comprovar que S e myp.



