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On se situara el diposit?

Es vol instal-lar un gran diposit de propa per abastir una factoria industrial i dues urbanitzacions.
S'han de complir les condicions segiients: convé que el diposit estigui el més a prop possible de la facto-
ria, per0, per raons de seguretat, no pot ser a menys de 500 m d'un forn que hi ha en aquesta. Per tant,

s'haura de situar, exactament, a 500 m del forn, F. A més, es desitja que estigui a la mateixa distancia

de A quede B.

Per resoldre-ho, portem les dades a uns eixos cartesians (1 costat de quadrat = 100 m) i suposem que els
p q p q
punts F, A i B sesituen on s'indica en el grafic:

B

* La circumferéncia vermella és el conjunt de punts que sén a 500 m del forn. Analiticament, s6n punts
(x, y) la distancia dels quals a F(13, 15) és 5. Expressa-ho mitjancant una equacio.

* La recta verda és el conjunt de punts que equidisten de A i de B. Analiticament, és una recta que
passa per (6, 3) i té pendent 2. Escriu-ne 1'equacié.

* El punt P on hem de situar el diposit de propa s'obté trobant la interseccié de les dues linies que
acabem de descriure. Resol el sistema que formen les seves equacions per trobar les coordenades de P.

e Jx=13)2+(y—15)2=5

. ﬂ:% — 2x—y-9=0

1
—13)2+(y-15)%=5
. \/(x )+ (y ) N x:Q’ },:2; x=10, y=11
2~ y-9=0 > °

La soluci6 és P = (10, 11) perque el diposit ha d'estar a prop de les urbanitzacions.
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Fes-ho tu 1. Trobal'equacié de la mediatriu del segment els extrems del qual sén A4(0, 0) i B(6, 4).
X = (x,7 puntde la mediatriu.

\/x2+y2:\/(x—6)2+(y—4)2 = x2+y2=x2+36-12x+ 9%+ 16 -8y
Mediatriu: —12x—8y+52=0 — —3x—2y+13=0
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Fes-ho tu 2. Troba I'equaci6 de la bisectriu de I'angle format per les rectes:
ri:5x—12y=0 ry: 12x+5y=0
X = (x,y) punt de la bisectriu.

|5x—12y| [12x+5y]
13 13

— [5x—12y| = [12x + 5y| —

Sx—12y=12x+5y By:=7x—-17y=0
%
5x—12y=—(12x+5y) By:17x—7y=0

Fes-ho tu 3. Troba el lloc geométric dels punts que compleixen aquesta condicié: la diferéncia dels
quadrats de les distancies d'aquests puntsa P(2,5) ia Q(4, 1) és 40; és a dir, XP2— XQ? = 40.

X=(x,7 punt del lloc geometric.
(&=22+0-97 ~(Jo-97+0+1?) =40 >
- (x=2)%+ (- 5)2 — ((x—4)? + (y + %) =40 —

— 4x—12y+12=40 — 4x—12y—28 =0 és una recta.

1 Troba les equacions dels llocs geometrics segiients:

a) Mediatriu del segment d'extrems A(-5,-3) i B(7, 1). Comprova que és perpendicular al seg-
ment en el seu punt mitja.

b) Circumferéncia de centre O(-3, 4) iradi 5. Comprova que passa per I'origen de coordenades.
©) Bisectrius dels angles formats per les rectes:
r:5x+y+3=0 ryx—2y+16=0

Comprova que les bisectrius sé6n dues rectes perpendiculars que es tallen en el mateix punt en
p q perp q p
que es tallen les rectes 7, i 7,.

a) Els punts X(x, y) han de complir dist (X, A) = dist (X,B):
\/(x+5)2+(y+3)2:\/(x— 7)2+()/—1)2

Elevem al quadrat i desenvolupem:

X2+ 10x+25+92+6y+9=x2—14x+49 +y2 -2y + 1
10x+ 14x+ 6y +2y+34-50=0 — 24x+8y—16=0
3x+y—2=0 = y=-3x+2

* El punt mitja de AB és M(1,-1) que, efectivament, és en la recta (ja que verifica I'equacio).



Unitat 9. Llocs geomeétrics. Coniques

Matematiques
1r Batxillerat

* El pendent de la recta és m, = -3, ila del segment és:

1-(-3) 4 1

7-(=5 123
Compleixen que 7, - myp = (-3) (%) =-1 > ABL~r

MyB =

b) Els punts X(x, y) sén tals que:

dist (X, 0)=5 = J(x+3)2+(y-4)2 =5 = x2+6x+9+y>—8y+16=25 —
— x2+92+3x-8y+25=25 > x2+y2+3x-8y=0
c) Sén els punts X(x, y):
[5x+y+3] _|x—2}/+16|
V26 5
Es donen dos casos: y/5 (5x + y +3) = y26 (x — 2y + 16)
«/5(5x+y+3):—«/%(x—2y+16)
Sén dues rectes:  4y: (5«/5—«/%)x+(«/§+2«/%))/+3«/§—16«/%=0
by: (545 +426) x + (Y5 = 2426) y + 345 +16426 =0

* Els seus pendents s6n:

dist (X, ry) = dist (X, r,) —

_—(5y5-120)
1
J5+2426 25-5-26 _ 99
o -9 L
o _=(5/5+26) D= 06 T o T 2 hith
2 2426

* Calculem el punt de tall de les rectes inicials i comprovem que també és en ambdues bisectrius:

r:5x+y+3=0 = y=-5x-3
ryx—2y+16=0 — x=2(-5x-3)+16=0 —

- x+10x+6+16=0 = 11lx=-22 > x=-2
Aleshores: y=-5(-2)-3=7

El punt de tall és (-2, 7), que es pot comprovar facilment que és en &, i en &, substituint x per
—2 iy per 7 en les equacions respectives d'aquestes rectes:

by: (545 —1426)-(-2)+ (/5 +2426) -7+ 35 16426 =
= —10Y5+2y26+745+14y26 +3y5-16426=0
by: (545 +426)-(=2) + (5 = 2426)- 7 +3{5 +16426 =
=—1045-2y26 + 74514426 +3{5+16426=0

* Pertant, b; i b, son dues rectes perpendiculars que es tallen en el mateix punt que 7, i 7.

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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B Estudi de la circumferéncia
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Fes-ho tu 1. Escriu I'equacié de la circumferéncia de centre (-5, 2) i radi 3.

(x+5)2+(y—2)2=9 - x2+10x+y2—4y+29=9 - x2+10x+y2—4y+20=0
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Fes-ho tu 2. Quines de les equacions segiients corresponen a circumferéncies? Déna'n el centre i el radi.

a) 2x2+2y2-8x=0
b)x*-y%+7x-2=0
c)x2+y2—3x+4xy—16=0
d)x?+y?+10x-2y+40=0

a) 2x2 + 2y —8x=0 — x2+y?—4x=0

Els coeficients de x?2 i )/2 s6n 1. No hi ha terme en xy.

AV (BY 4\
r? = <7> + (7) —-C= <_T> =2>0 — Si, és circumferéncia de centre (4, D) i radi 4.

b) x2 +y2—7x—2 =0
Els coeficients de x? i }/2 s6n 1. No hi ha terme en xy.
2
r? = (%) +2= 54—7 >0 — Si, és circumferéncia de centre (—%, 1) i radi ‘/gil .

) x2+y2—3x+4x)/—16=0

Hi ha terme en xy — No és circumferéncia.
d)x? +y%2+10x—-2y+ 40 =0
Els coeficients de x? i y2 s6n 1. No hi ha terme en xy.

2

2
<_2_2> —40=-14<0 — No és circumferéncia.

Fes-ho tu 3. Quin és el lloc geométric dels punts P del pla que compleixen aquesta condicié:

el quocient de distancies als punts M(6,0) i N(-2,0) és3 (ésadir, PM/PN =3)?

X = (x,9) punt del lloc geometric.

[ 2 2
m 23 5 (6-62+ =3+ D7+ ) >
x+2)°+y

= (k=062 +y2=9[(x+2?+y?] >
— x2—12x+y? +36 = 9x? + 36x + 992 + 36 —
— 8x2+8y2+48x=0 —
- x%+ y2 +6x=0 — FEsuna circumferéncia de centre (-3, 0) i radi 7= 9= 3.
1 Troba l'equacié de la circumferéncia de centre (-5, 12) i radi 13.
Comprova que passa pel punt (0, 0).
(x+5)2+(-12)2=169 = x?+y%+10x-24y=0

Si substituim x =0, y=0 enl'equacid, aquesta es verifica. Per tant, la circumferéncia passa per (0, 0).
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2 Troba el lloc geometric dels punts del pla que compleixen la condicié segiient:
la suma de quadrats de distancies als extrems del segment AB, A(-3,0) i B(5, 0), és 50.

X=(x,9 punt del lloc geometric.
(J(x+3)2+y2)2+(J(x-5)2+y2)2:50 S 3242+ (k=52 +y2 =50 —

— 202+ 29?2 —4x-16=0 = x2+y>-2x-8=0
Es una circumferéncia de centre (1, 0) i radi 7= y4+8=243.
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Fes-ho tu. Troba la posicié relativa de les rectes
repy=x-—1 rapy=x+1 r3y=3
respecte de la circumferéncia x2 + y2 - 8x+2y+ 1 =0.
* Resolem el sistema d'equacions:
xt+y? —8x+2y+1=0
— x=4,y=3; x=0, y=-1
y=x—1

Hi ha dues solucions; es tallen en dos punts; per tant, sén secants.

* Resolem el sistema d'equacions:

xr+ y? —8x+2y+1=0 . ) .
— No hi ha solucié; per tant, sén exteriors.

y=x+1

* Resolem el sistema d'equacions:

2, .2

x“+ - —8x+2y+1=0

J J — x=4,y=3

y=3

Hi ha una solucié; es tallen en un punt; per tant, son tangents.

3 Estudia la posicié relativa de la circumferéncia
C:x?+y?—6x—4y-12=0

respecte de les rectes segiients:

$1:3x—4y-26=0 $: 54— 8y +60=0
s3:3x—4y-1=0 s2x=5

Troba'n els punts de tall i de tangencia, si n'hi hagués.

o« Cx?+y?—6x—4y—-12=0 4

—4y+2 _4,,26
s1:3x —4y—26=0 = w=dye26 = x 37773
2

(%)M%) +y2—6<%y+%)—4y—12:0 -
1—6y2+676+208y+y2—8y—52—4y—12=0 -

9 9 " 9

— 16y% + 676 + 208y + 9y* — 72y — 468 — 36y - 108 = 0 —

— 2592+ 100y + 100=0 — y2+4y+4=0 = (y+2)>=0 —
— y=-2 (soluci6 tnica)

ng(_z)+2_6 - x=6

3
C i s5; s6n tangents en el punt (6, —2).
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e C:x?+y?—6x—4y—12=0

8
— 5x=8y—-60 > x=—2y-12
5:5x—8y+60=0 } ox =8 *=s)

2
(%y—lZ) +y2—6<%y—12>—4y—12:0 N 6—2}/2+144—%)/+y2—4—58+72—4}/—12:0 N

— 6492 + 3600 — 960y + 25y% — 240 + 1800 — 100y — 300 = 0 —
— 89y? - 1060y + 4860 =0 — No té solucié.
5, és exterior a la circumferéncia C.

e Cx?+y?P—6x—4y—-12=0
53:3x—4y—1=0

} — 3x=4y+1 —> x:%}w%

373 3 3 9 9 9
— 1692 +1+8y+9y>—72y—-18-36y—108=0 —

_)’1—5 - X1—7

— 2552100y —125=0 — y2—4y—5=0<_ =1 > =
C i s3 sén secants en els punts (7, 5) i (-1, -1).

e C:x?+y?—6x—4y—-12=0
S4x=5

4+m 4+F 4+2F y1=2+421
5 =2+421 < =22

C i s4 es tallen en els punts (5,2+421) i (5,2—=421).

}—> 25+92-30-4y-12=0 > y>—4y-17=0

4 Per a quins valors de & larecta y = x + b és tangent a la circumferéncia x2 + y% = 92

La recta sera tangent a la circumferéncia si la distancia del centre de la circumferencia a la recta és igual
al radi de la circumferéncia.

C: x*+y*=9 - 0=(0,0), R=3

riy=x+b —> x—y+b=0
|O—O+b| |b|

J2e D2 V2

5 Troba la posicié relativa de C: x? + y% — 6x + 8y = 0 respecte de les rectes segiients:

dist (O, r) = =3 > b=23{2

rirx+y=10 ry:d4x+3y+20=0

r3:3x—4y=0 Ty =—
C:x2+y2—6x+8y=0 — 0=3,-4), r=5
o dist (O, 1)) = |314«/T110| Tl =7,78>5 — r| ésexteriora C.
* dist (O, r,) = |4‘3+«/3lé;+49)+20| =25—0=4<5 — 7, i C estallen en dos punts.
e dist (O, r3) = %:%:5 — 73 i C son tangents.
e dist (O r)—ﬂ—l—2<5 — 74 i C estallen en dos punts

AT yO+1 1 4 P '



Matematiques
Unitat 9. Llocs geomeétrics. Coniques 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

Pagina 221
6 Troba la poténcia de P(-3, 8) respecte de les circumferencies segiients:
Ci:x*+y2—14x+20=0
C,y: O(4,-3), r=20
Digues si P és interior o exteriora C; ia C,.
Cprx?+9y2—14x+20=0 — O;=(7,0), r; = y49-20=429
Cy: O(4,-3), r=20
P(-3,8)
P(PaC)=(7+3)2+(0-8)%—-(y29)2=100+64-29=135>0 — P ésexteriora C,.
P(PaCy)=(4+3)%+(-3-8)>-(20)2=49 + 121 —400 = 230 <0 — P ésinteriora C,.
7 Troba I'eix radical d'aquestes circumferéncies:
Ci:x?+y?—4x+12y-11=0
Cyuxt+y?—6y=0
Comprova que és una recta perpendicular a la linia que uneix els seus centres.
Calculem les potencies d'un punt genéric P(x, ) a C} ia Cy:
P(PaCy)=x*+y*—4x+12y-11=0
fP(PaCz):x2+y2—6y=0

} Igualem ambdues expressions:

x2+y2—4x+ 12y-11 =x2+y2—6y — —4x+18y-11=0

Equacié de l'eix radical: 4x—18y+11=0 — m= %—%

Centrede C; — 0,=(2,-0)

Centrede C, — 0,=(0,3) 010,=(2.9) =

— El pendent de la recta que uneix O; i O, és m'=— %

Com que m - m'= <%><— %) = -1, l'eix radical i la recta que uneix O; i O, sén perpendiculars.
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Fes-ho tu. Donats els punts F;(-3,0) i F,(1,-2) ilarecta 7:x+2y—5 =0, obtén les equacions de:
a) l'el-lipse de focus F; i F, i constant 20.
b) la hipérbola de focus F, i F, i constant 2.

¢ la parabola de focus F; i directriu 7.

a) {(x+3)2+ 2 +{(x=1)2+(y-2)2=20

b) [fx+3)2+ y2 = J(x=1)2+(y-2)2|=2

) ./(x+3)2+}/2=%

1 Troba l'equacié de I'el-lipse de focus F;(4, 0) i F,(-4,0) la constant de la qual és 10.

Una vegada escrita I'equacié inicial, passa'n una arrel al segon membre, eleva-la al quadrat (aten-
ci6 amb el doble producte!), simplifica-la, ailla'n I'arrel, torna-la a elevar al quadrat i simplifica-la
fins a arribar a I'equacié 9x? + 25y2 = 225.

Si P(x, y) ésun punt de l'el-lipse, aleshores:
dist (P, F)) + dist (P, Fy) = 10

Jor—4) 2+ 2+ (x+4)2+ y2=10
=42+ y2=10—J(x +4)2 + 2

Elevem al quadrat: (x—4)% + y2 =100 + (x + 4)% + y2 =204 (x +4) % + y*

Operem:  x2—8x+16+y2=100 + x2 + 8x+ 16 + y2 =20 (x +4) 2 + y*
204 (x+4)%+ y? = 16x + 100
5{(c+4)2+ g% = 4x+ 25
Elevem al quadrat: 25(x? + 8x + 16 +y2) = 16x2% + 200x + 625
Simplifiquem:
25x% + 200x + 400 + 25y% = 16x2 + 200x + 625 — 9x2 + 25y% = 225

2 Trobal'equacié de la hipérbola de focus F;(5,0) i F,(-5, 0) la constant de la qual és 6. Simplifica-
la com en I'exercici 1 fins a arribar a I'expressié 16x2 — 9y? = 144.

Si P(x,y) és un punt de la hipérbola, aleshores:
|dist (P, F)) — dist (P, F,)| = 6

dist (P, Fy) — dist (P, Fy) = +6
Je=5)2+ 2= J(x+5)2+ y2=16

\/(x+5)2+y2=1r6+\/(x+5)2+y2
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Elevem al quadrat:

x2—10x+25+ 9% =36+ x2+ 10x+ 25+ y2 £ 12/(x +5)2 + 2

+12y/(x+5)%2 + y* = 20x + 36

£3J(x+5)2+ y =5x + 9

Elevem al quadrat: ~ 9(x? + 10x + 25 + y2) = 25x2 + 90x + 81
9x2 + 90x + 225 + 9y% = 25x% + 90x + 81
16x% - 9y? = 144

3 Troba I'equacié de la parabola de focus F(-1, 0) i directriu 7: x = 1. Simplifica-la fins a arribar

al'expressié y? = —4ax.

Si P(x, y) ésun punt de la parabola, aleshores:

dist (P, F) = dist (P, 7)

{2+ y? = x— 1]

Elevem al quadrat: x? + 2x+ 1 + y2 =x? - 2x + 1

Simplifiquem: y2 = —4x
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E Estudi de I'el-lipse
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1 Cert o fals? Si diverses el-lipses tenen la mateixa distancia focal, com més gran sigui la constant
k = 2a, més gran és I'excentricitat.

o O ()

Fals. Al contrari; com que e = £ siel numerador ¢ és constant, com més gran sigui el denominador
a

a, més petit sera el quocient, que és |'excentricitat.

Pagina 225

2 Una el-lipse té els focus en els punts F(5, 0) i F'(-5,0) i la seva constant és % = 26.

S
L/

Troba'n els elements caracteristics i I'equacié reduida. Representa-la.

* Semieix major: k=26 — 22=26 — a=13
e Semidistancia focal: FF' =10 — 2¢=10 = ¢=5

e Semieix menor: & = yat—c*=J169-25=y144=12

-
N

13
e Excentricitat: <= S . 0,38 — exc=~ 0,38
a 13 )
2
* Equaci6 reduida: 1966 5t 1y4 Z =1
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3 Representa i digue'n I'excentricitat:

2) (x+5)2 (y—2)2 _

6 g !
b) 9x2 + 16y> = 144
x-3)?2 (=72 _
c) 16 + Ga =1
d)x?+4(y-3)2=4
a) Y c=4y16—4=412
. 2
O exc = ‘/?zo,87
-5 [ X
2 2 x2 s 2
b) W 9x +16y=144%ﬁ+&=1—>ﬁ+7=1%
ﬁ\ 9 16
— 16=4% 9=6> = ¢=16-9=47
4\ | 2 J4X
I exc:ﬂ
4 4
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d)

4
N4 \ c={64-16=448
[11 \ exc = mz0,87
. 8
\[ /
X Inw,
X
4 x2+4(y—3)2:4 - %2+(y—3)2:1 — 4=a% 1=b?
b} a=2, b=1; c=y4-1=y3
_ 2 4 X
2 l exc:@
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E Estudi de la hipéerbola
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1 Cert o fals?

a) La hipérbola III és la més excéntrica.

b) La hipérbola I és la menys exceéntrica.

a) Cert, perque el valor absolut del pendent de les asimptotes, m = ‘é , ¢és molt gran; per tant,
a

|'excentricitat, ¢ = <, serd més gran, jaque ¢ > b.
a

b) Cert, perque les asimptotes y = by tenen poc pendent en valor absolut; per tant, I'excentricitat,
e= L <|l| serames petita.
a

2 Una hipérbola té els focus en els punts F;(5, 0) i F,(-5,0) ilaseva constant és k&= 6.

Troba'n els elements caracteristics i I'equacié reduida. Després, representa-la.

e Semieix: k=2a=6 — a=3

* Semidistancia focal: FF =10 = ¢=5

Y|
o Calculde b: b%2=c?—a%? > b=4y25-9=J16=4 — b=4 4
¢ Excentricitat: exc = c 5 1,67
a 3
* Asimptotes: y = %x; = —%x ,
14
., . x2 _)’2 1
Equacié reduida: CET
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3 Representa:

(x+5)2 (J’—2)2_
V6 T 4

b) 9x2 - 16y2 = 144

1

(y-7? x-3?2
)" T 16 !

d)x?-4(y-3)2=4

a)
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E Estudi de la parabola
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1 Troba l'equacié reduida de la parabola de focus F(1,5; 0) i directriu x = -1,5.
Si P(x,y) ésun puntde la parabola: dist (P, F) = dist (P, d), on d ésladirectriui F el focus.

(x=1,5)2+y% =[x+ 1,5]
x%=3x+225 4+ )2 = x4 35+ 225 = y = 6x
¢ D'una altra manera:

Distancia del focus a la directriu: p =3

Equacié reduida: y? = 6x

& Troba l'equacié reduida de la parabola de focus F(0, 2) i directriu y = -2.
Si P(x,9) ésun puntde la parabola: dist (P, F) = dist (P, d), on d ésladirectriui F el focus.

Jxte(y=2)2 =y +2|

24yl —dy+d=92+dy+4 —> x?=8y
* D'una altra manera:
Distancia del focus a la directriu: p = 4

Equacié reduida: x? = 8y
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1. Determinacié d'una circumferéncia coneguts tres punts pels quals passa

Fes-ho tu. Obtén el centre, el radi i I'equacié de la circumferéncia que passa per P(-1, -3),

Q(2,-2) i R(3,0).
7: mediatriu de PQ

PG =(2,-2)-(-1,-3) = (3, 1)

7: té vector de direccié d = (-1, 3) i passa per M, PQ = <%,—%>
)
r: =3 — 3x+y+1=0

s: mediatriu de PR
PR =(2,-2)-(3,0)=(1,2)

r: té vector de direccié d = (-2, 1) i passa per Mpp = <2,—1>

2
r: x:2% =$ — 2x+4-1=0
o = |11y e doh o e )
Radi = |ﬁ|=\/<2+é>2+<_2_;>2=3ﬁ
L'equacié de la circumferencia és: (x + %)2 +( - %)2 = %

2. Identificacié d'un lloc geomeétric

Fes-ho tu. Resol aquest mateix exercici pel punt A4(0, 2) ilarecta r:y=-2.
X(x, y) és un punt generic del lloc geometric buscat.
P=(xp,-2)er

PX = (%9 —x,—2 —y) hade ser perpendicular ala recta 7; ésadir, paral-lel al'eix Y o, el que és el mateix,
la seva primera coordenada ha de valer 0. Per tant, x = x;.

En ser X el centre de la circumferencia, ha d'equidistar de 4 ide 7

dist (X, A) = dist (X, P) = |(02+@2-p2={(2-»?% -
= x2+y?—dy+d=yridy+4d > x*=8y

Es tracta d'una parabola el focus de la qual és A(0, 2) i la directriu 7: y = -2.
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3. Descripcié d'una conica a partir de la seva equacié

Fes-ho tu. Descriu les coniques segiients, obtén-ne els elements i dibuixa-les:
a)x2-2y+2=0
b)x? -4y -2x-3=0
) x2+9y*-2x-8=0
dDx?+y?+4x+6y+9=0
a) x2—2y+2=0 — Parabola amb eix vertical.
(x=x0)* = 29 (y = 30)
x2=2y-2=2(-1) - p=1

Focus: F= <O,I+ 1):(0,3>

2 2
Directriu: y=1- 1 ),=L
2 2

b) x2 —4y?-2x-3=0
Es una hipérbola perqué els coeficients de x? i y? tenen signe diferent.

Completem quadrats:

~_1)2

(W2=2x+1) =4y -3-1=0 = (x—1)*>—4y*=4 >
Centre: O = (1, 0). Focus en l'eix X.
Semieixos: a=2, b=1

Semidistincia focal: ¢= 5
J5

Excentricitat: exc = -

Asimptotes: y =+ % (x=1)
Q) x2+9y?=2x-8=0
Els coeficients de x2 i y? sén diferents, perd del mateix signe; és una el-lipse.

Completem quadrats:

(x-1)*
9

Es una el-lipse de centre O(1, 0) i eix major paral-lel a I'eix X.

W?2=2x+1)+9?-8-1=0 > (x—1)?+92=-9 — +y2=1

Semieixos: 2 =3, b=1
Semidistincia focal: ¢ = 8

/8

Excentricitat: exc = —

3
d)x?+y2+4x+6y+9=0
Es tracta d'una circumferéncia perqué els coeficients de x2 i y2 sén 1 ino hi ha terme en xy.
Completem quadrats:
(2 +dx+4) + (2 +6y+9)+9-4-9=0 > (x+2)?+(y+3)*=4

Circumferéncia de centre O (=2, -3) iradi »=2.
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4. Determinacié de I'equacié d'una el-lipse no centrada en I'origen

Fes-ho tu. Obtén l'equaci6 de l'el-lipse de focus F'(3,-2) i F(3, 6) i excentricitat e =
O = MFF'= (3, 2)
dist (F,F)=8=2c = c=4

4 4

e=—== —>a=5
5 a
b=425-16=3

(x—3)2 (}’—2)2 _

5t g !

L'equacié demanada és:

8. Determinacié de I'equacié d'una hipérbola no centrada en l'origen

Fes-ho tu. Resol aquest mateix exercici si les asimptotes sén y = 22(x—1) iz - b| = 1/2.

El centre és el punt d'interseccié d'ambdues asimptotes.

y=2(x-1)
- x=1,y=0 = 0=(1,0)
y=-2(x-1)
Per calcular 2 i & resolem el sistema:
)
a
| 1
_pl=L
—s1-1
que ens ddna els dos sistemes segiients:
)
14 — a= l, b=1
a—b--1 2
2
)
14 - a=- %, b =—1 El resultat no és valid.
a—b=L
L 2
L'equaci6 buscada és:
2 2 2 (12
b 11) - yT =1 obé yT _ 11) =1, depenent de I'eix en qué estiguin els focus.
4 4

6. Determinacié de I'equacié d'una parabola no centrada en |'origen

Fes-ho tu. Troba I'equacié d'una parabola de vertex V(1, 1) i focus F(1, 4).

V=(1,1) i F pertanyen alarecta x =1, per la qual cosa la directriu té la forma d: y = 4.

dist (V, F) =dist (V,d)=3 — d:y=-2

(VES
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Equacié de la parabola:
dist (P, F) = dist (P, d) — J1-202+(G-)2=|y+2| -
- x2—2x+_y2—8)/+ 17=y2+4y+4 - x2—2x—12)/+ 13=0

(x—1)2=12(y-1)
Pagina 235

7. Calcul de la recta tangent a una el-lipse des d'un punt exterior a aquesta

2 42
Fes-ho tu. Troba les rectes que passen per P(0, 5) i sén tangents a l'el-lipse ;—5 + % =1.

Feix de rectes que passen per P = (0, 5):

y=mx+5, me R, méslarecta vertical x=0

y=mx+5 5 5

2 7 . - ;—5+%=1 — 16x2 + 25(mx + 5)* = 400 —
ER A

25 16

— 25m%x% + 250mx + 16x% + 625 = 400 — (25m2 + 16)x2 + 250mx + 225 =0

Si les rectes s6n tangents a l'el-lipse, el discriminant d'aquesta equacié ha de ser 0.

A= (250m)%—4 - (25m2 +16)-225=0 — m:—%, m:%

Les rectes tangents son:

r:y:—ix+ 5; r':y=2x+5

5 5

8. Calcul de la recta tangent a una parabola en un punt

Fes-ho tu. Troba la recta tangent a la parabola y? = —4x en el punt A(-4, 4).
Feix de rectes que passen per A = (—4, 4):

y=m(x+4)+4, me R, méslarecta vertical x=-4

=m(x+4)+4 2
y i ay:m(y—+4)+4—>4y=—my2+16m+16

y? = —4x v

9% =—4x
my? + 4y—16m—16=0
Si les rectes son tangents a la parabola, el discriminant d'aquesta equacié ha de ser 0.

A=16—-4-m-(-16m—-16)=0 — m=—

N|»—

La recta tangent és:

y=—%(x+4)+4
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1. Comprovacié de que y = 1/x és una hipéerbola
1

k=2{2 ifocus F({2,{2) i F')E—fz, -\2).
a) |dist (P, F') - dist (P, F)| = 242
02-02+(2- 9= {2 -9+ (2-y?[=242
b) ((2-92+(2- 9% = 22+ {c2-9%+ (-2 -y)?
(207422 =22+ {E-07+(2-p2)
2=0)2+(2=- )2 = 442 )x>+2\2x+ 2 + 242y + 4+ 22x+ 22y + x* + y* +12
X2=2\2x+ yP =22y +4 = 422+ 2 2%+ Y2+ 202y + 44 2254 22y + 52 + Y2 +12
—42x—42y—8 = 4\2 {x2+22x+ y*+ 22y +4
—42x—42y—4y2-J2 = 4\2)x}+22x+ P+ 22y + 4
—x—y—y2 = x4 22x+ )2+ 242y + 4
(cx—y =127 = (¥ + 220 s+ 202y +4)

x2+2xy+2/§x+y2+2/§y+2 = x2+2/§x+y2+2/§y+4

, coneguda de cursos anteriors, és una hipérbola de constant

Comprova que la corba y=

2xy=2 — xy=1 — y:i
X

2. Circumferéncia inscrita en un triangle

Troba l'equacié de la circumferéncia inscrita en el triangle de costats a, b i c, essent:

Y [/
“y=0 N\
b:3x—4y=0 ] O‘(:‘(): yo c
ALK ;
c:4x+3y—-50=0 s \ A~
/ a \\X
7
—4
o dist (P, a) = dist (P, b) — \%\: 3’“5 y

5y =3x—4y

-5y =3x—4y — No val perque la bisectriu de I'angle té pendent positiu.
+ dist (P, ) = di (P, ) > |2 || Z 2=

5y =4x + 3y—50 — No val perque la bisectriu de I'angle té pendent negatiu.

-5y =4x+3y-50

e Incentre:
S5y=3x—4y 15 5 (15 5)
{—5}/=4x+3y—50 - x:7’ )/:E = 0= 272

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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5
2
1

* Equacié6 de la circumferéncia inscrita:

(-3 0-3 -6

135 =24—5 - 4x2+4)/2—60x—20y+225=0

e r=dist (O, a) =

x2—15x+y2—5y+

3. Rectes tangent i normal a una circumferéncia en un punt

Siguin r i s, respectivament, les rectes tangent i normal a una circumferéncia en un punt P:
rx+y-7=0 six-y-9=0

Calcular l'equacié de la circumferéncia sabent que el seu radi és r = 22.

Punt de tangéncia:

x+y—-7=0
- x=8,y=-1 = P=(8,-1)
x—y—9=0
Centre de la circumferéncia:
x—y-9=0 x—y-9=0
- >
J8-202+(1-y)2=242 (8—x)2+(-1-)2=8

x-y-9=0 — x=9+y
X2 —16x+y>+2y+65=8] = (9+))? =169+ ) +y*+2y+65=8 — y=1, y=-3
y=1— x=10 0=(10,1)
y=-3 > x=6  |0=(6,-3)
Hi ha dues circumferéncies:
(x—10)%2+ (y-1)2=8
(x—06)%+(y+3)?=8
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Per practicar

M Llocs geomeétrics

1 Troba, en cada cas, la mediatriu del segment AB:
a) A(5,-1) B(-3,1)
b) A3, 6) B(-1,6)
Comprova que és una recta perpendicular a AB.
X=(x,9) punt generic de la mediatriu.

a) dist (X, A) = dist (X, B)

J6-02+(-1-)2=(3-02+(1-9)2? > x2=10x+y2+2y+26=x2+ 6x+ y2 =2y + 10
Mediatriu: —16x + 4y + 16 =0 — d = (-4, —16)
AB = (-8,2)
(—8,2) + (—4,-16) = 0 — Les rectes sén perpendiculars.
b) dist (X, A) = dist (X, B)

J3-02+6-9)2=J1-02+6-)2 = x2—6x+y>— 12y +45=x2 + 2x+ y*> — 12y + 37
Mediatriu: —8x+8=0 — d = (0, 8)

AB = (-4, 0)

(0, 8) « (—4, 0) = 0 — Les rectes sén perpendiculars.

2 Troba el lloc geometric dels punts P(x, y) la diferéncia de quadrats de distancies als punts A(0, 0)
i B(6, 3) dels quals és 15. Quina figura obtens?

X = (x,y) punt generic del lloc geometric.

|2+ 92— ((6-2%+ B-p?H)| =15

|12x + 6y — 45| = 15

{12x+6y—45=15 {12x+6y—60=0
12x + 6y —45=-15 12x+6y—30=0

Sén dues rectes paral-leles.

3 Troba el lloc geometric dels punts la distancia a la recta 4x— 3y + 11 = 0 dels quals és 6.
|4x —3y+11]|
— =6 >

V16+9

4x —3y+11=30 riidx—3y—19=0
4x—3y+11=-30 - rydx —3y+41=0

P(x,y) compleix que dist (P, 7) =6 —

— |[4x-3y+11|=30 — {

Sén dues rectes paral-leles entre elles i paral-leles, alhora, a la recta donada.
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4 Troba el lloc geometric dels punts que equidisten de les rectes 7 i s. Interpreta'n el resultat.

r:3x-5y+11=0 s:3x-5y+3=0

|3x—5y+11| |3x-5y+3]|
Bi B

3x—5y+11=3x—5y+3 — 11=3 Impossible!

13x—5y+11=—3x+5y—3—>6x—10y+14=0—>r:3x—5y+7=0

P(x,y) talsque d(P,7)=d(P,s) =

Es una recta paral-lela a les dues rectes donades que, alhora, sén paral-leles entre elles, com es pot veure
pels seus coeficients, ja que:

A_B _, C_11

ATB T C T
5 Troba les equacions de les bisectrius dels angles que formen les rectes 7 i s:

ri4x-3y+8=0 s:12x+5y-7=0

Sén tots els punts P (x, y) tals que 4 (P, 7) =d (P, 5):
|[4x=3y+8| [12x+5y-7] |4x-3y+8] |12x+5y-7| N
V25 J169 5 13
13(4x—3y+8)= 5(12x+5y—7)
H
13(4x —3y+8)=-5(12x+5y—7)

52x—39y+104=G60x +25y —35 8x+064y—-139=0
52x =39y +104=—60x — 25y + 35 ~ 112x— 14y+ 69=0

Hi ha dues solucions, bisectrius dels angles concau i con-
vex que formen les rectes 7 i .

Ambdues bisectrius es tallen en el punt de tall de les rectes
r i s, is6n perpendiculars.

B Circumferéencies

6 Troba, en cada cas, el lloc geomeétric dels punts del pla la distancia al punt A dels quals és 4.
a) A(0,5) i d=2
b)A(0,0) i d=1

dAGLO)id:%—

d)A(-1,-5) i d= %
X = (x,y) punt generic del lloc geometric.
a) dist X, A) =d
Jx?+ ()/—5)2 =2 = x%+ (y— 5)% = 4 — Circumferéncia de centre A = (0, 5) i radi 4= 2.

b) dist (X, A) = d
Jx*+9?> =1 - x2+y2=1 — Circumferéncia de centre 4= (0, 0) iradi 4= 1.
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c) dist (X, A) =d
Je+2)2+ 52 =% — (x+2)2+ %= % — Circumferéncia de centre A =(-2,0) iradi 4= %
d) dist (X, A) =d

Yl +1) +()/+5)2=% - (x+1)2+(y+5)2=% — Circumferéncia de centre 4 =(-1,-5) iradi 4= %

7 Troba el lloc geomeétric dels punts el quocient de distancies als punts A(0, 6) i B(0, 3) del qual
és 23 és a dir:
dist(P, A)

dist(P, B) 2

X = (x,7) punt generic del lloc geometric.

dist (P, A) _x*+(y—0)* >

dist (P, B) Ix2 + (}/ _ 3)2

(=62 =22+ (-3 = x2+y?—12y+36=2x2+2y2 - 12y+ 18 — x2+y2 =18
Circumferéncia de centre A = (0,0) iradi 4= 418 = 342

8 Déna, en cada cas, I'equacié6 de la circumferéncia que té centre C iradi 7.

a) C(0,0) i r=1 b) C(2,-3) i r=2 ¢ C(-1,0) i r=% d) C(0,3) i r=%

X=(x,7) punt generic.

a) dist (X, A) = r
eyt =1 o x2eyl=1
b) dist (X, A) = r
Jx=2)24(+3)2=2 = (x=22+(+3)2=4

c) dist (X, A) =r

m=£ - (x+1)2+)/2=%

3
d) dist (X, A) = r

,/x2+(y—3)2=% - x2+(y—3)2=%

9 Esbrina quines de les expressions segiients corresponen a circumfereéncies i, d'aquestes, troba'n el
centre i el radi:

a)x2+y2-8x+2y+10=0
b)x?-y2+2x+3y-5=0
)xl+y’+xy-x+4y-8=0
d)2x2+2y2—16x+24=0

a) Els coeficients de x2 i _y2 s6n 1. No hi ha terme en xy.

2 2
A (B _c_ _10-=
<2> +<2) C=16+1-10=7>0

Es una circumferéncia de centre (4, —1) i radi 7.
b) Els coeficients de x% i y2 no sén iguals. No és una circumferéncia.

¢) Hi ha un terme xy. No és cap circumferencia.
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d) Els coeficients de x2 i },2 s6n iguals i no té terme en xy. Dividim entre 2 la igualtat:
x?+y?—8x+12=0.

2 2
%) +<§> —C=16+0—-12=4>0

Es una circumferéncia de centre (4, 0) i radi V4= 2.

10 Escriu l'equaci6 de la circumferéncia que passa per (0, - %) i té centre en (%, - —).
X = (x,y) punt generic.
dist (X, A) = r
r = dist (P, Q)

=3 bt =4 = b b4

xz—x+y2—%y+;—2=% - 36x2+36y2—36x—24y+4=0 - 9x2—9x+9y2—6y+1=0

11 Trobal'equaci6 de la circumferéncia que té el centre en el punt C(0,-5) i el diametre igual a 10.
X = (x,y) punt generic.
dist (X, C) =r
r=5
J092+(+5)2=5 = x2+(y+ 5% =25
12 Escriu l'equaci6 de la circumferéncia que passa per A(1,-2) iper B(2,-1) itéradil.

El centre de la circumferéncia és en la mediatriu de AB i dist (O, A) = 1.

Mediatriu:
T 3 3
AB =(1,1); Myp=|=—-=
(L 1) Myp (2 2)
m: 7= - 2x-3=-2y-3 = x=—y

dist (0, A) =1 = Jx-1)2+(y+2)2=1

O és solucié de:

x=-y
ox=1, ye—l; x=2, y=-2
{(x—1)2+(y+2)2:1 Y= x=eJ

Hi ha dues circumferéncies que verifiquen les condicions:

(x—1)2+(y+1)2:1 y (x—2)2+(y+2)2:1

13 Un dels diametres d'una circumferéncia té per extrems A(3,-2) i B(7,0). Troba I'equacié de la
circumferéncia.

El centre és: M,z = (5,-1)
r=dist (0,4) = {(5-3)2+(-1+2)2=45
Equacié: (x—5)%+ (y+1)2=5

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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14 Determina l'equacié de la circumferéncia que passa per A(2,-4), B(8,-10) i C(4,-8).

18

16

17

18

* Mira l'exercici resolt 1 de la pagina 232.

r: mediatriu de AB

AB = (2,-4) - (8, -10) = (6, -6) = 6(1, 1)

7+ té vector de direccié d = (1, 1) i passa per Myp = (5, ~7)

i x—5:)’+7
B | 1

s: Mediatriu de PR

— x—y-12=0

AC = (2,—4) — (4,-8) = (=2, 4) = 2(-1, 2)

51 té vector de direccié d = (2, 1) ipassaper My-=(3,-6)

_ 6
;:—xZS:—J’; — x-2y-15=0
C x—y=12=0 9 3 C=(9,-3
entre —> x—2y—15=0 - x=9,y=-3 - C=(9,-3)

Radi = |[AC|={(2-9)2+(-4+3)2=52

L'equacié de la circumferéncia és (x—9)% + (y + 3)% = 50

Dénal'equacié de la circumferéncia que té per centre el punt (2,-5) i és tangent al'eix d'abscisses.
r=dist (O, eix OX) =5

L'equaci6 de la circumferéncia és (x —2)% + (y + 5)% = 25.

Obtén I'equacié de la circumferéncia el centre de la qual és en el punt (3, —4) i és tangent a I'eix
d'ordenades.

r=dist (O, eix OY) = 3

L'equacié de la circumferéncia és (x—3)% + (y + 4)% = 9.

Determina I'equacié de la circumferéncia que té el centre en I'origen de coordenades i és tangent
alarecta x+y-3=0.

r=dist (O, s) = %

L'equacié de la circumferéncia és x4+ y2 =5

Determina les rectes tangent i normal a la circumferéncia (x + 4)% + ( Y+ 2)2 =13 en el punt
A(=2,1).

A € circumferéncia.

La normal és la recta que uneix A amb el centre de la circumferencia C.

C=(-4,-2)

AC = (-2, 1) = (-4,-2) = (2,3)

gox+2 )1

> -T—> 3x—2y+8=0

La tangent és perpendicular a la normal i passa per A.

1
t:x+32:yT — 2x+3y+1=0
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M Posicions relatives de rectes i circumferéncies

19 Calcula la distincia del centre de la circumferéncia x? + y2 —-2y-1=0 alarecta 7:2x—y+3=0.

Quina és la posici6 de 7 respecte de la circumferéncia?
Fl centre de la circumferéncia és C(0, 1) iel seuradiés R= 42 Ladistanciade C a r és:

dist(Cr) - 1732 89 3141

IR
Aleshores, la circumferéncia i la recta sén secants.
20 Estudia la posicié relativa de la circumferéncia d'equacié x? + y*> —6x— 4y + 9 = 0 respecte de
cada una de les rectes segiients:
riex+y—1=0 r:3x—4y+9=0

Resolem el sistema format per les equacions de la circumferéncia i cada una de les rectes:

x*+ 9?2 —6x—4y+9=0

x+y—1=0
No hi ha soluci6 — 7} i la circumferencia sén exteriors.

2+ 92 —6x—4y+9=0
X“+y X — 4y + %x=2,y=%

3x—4y+9=0 5
Hi ha una solucié tGnica — 7, i la circumferéncia s6n tangents.

21 Estudia la posici6 relativa de la circumferéncia d'equacié (x + 1) + (y —2)? = 4 respecte de cada
una de les rectes segiients:

riix—2=0 ryxy=0 ryay=2x+1
Fes servir, en cada cas, els dos métodes segiients:
a) Resoldre els sistemes d'equacions formats per la circumferéncia i cada recta.

b) Comparar la mesura del radi amb la distancia de cada recta al centre de la circumferéncia.
e rix—2=0
a) Resolem el sistema format per les equacions de la circumferéncia i la recta.

x+1 2 +(y—=2 2_ 4
{( 2) 0 Y No hi ha solucié; per tant, sén exteriors.
x—2=

b) C= (-1, 2)
dist(C, m%#\:s
r=2

dist (C, r)) > r

Com que la distancia del centre de la circumferéncia a la recta és més gran que el radi, sén exteriors.
* 7:y=0
a) Resolem el sistema format per les equacions de la circumferéncia i la recta.

(+1)2+(y-2)2=4

—> x=-1, y=0
y=0 g

Hi ha una tnica solucié; per tant, sén tangents.
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b) C=(-1,2)

dist(C,r)=| 2 |2
r=2

dist (C, 1)) =7

Com que la distancia del centre de la circumferencia a la recta és igual que el radi, sén tangents.
e rpiy=2x+1
a) Resolem el sistema format per les equacions de la circumferéncia i la recta.

(x+1)2+(y—2)%=4
y=2x+1

_>x1=%m+%,yl=%m+g;x2: - m,yzzg_%m

11
5 5

Hi ha dues solucions; per tant, sén secants.
b) C=(0,0)

dist (C, @:’ﬂ‘:%ﬁzl,sm

J5 dist (C, r3) < r

r=2

Com que la distancia del centre de la circumferéncia a la recta és menor que el radi, sén secants.

22 Estudia la posicié relativa de la recta y = x + b i la circumferéncia x? + y2 = 1 en funcié del
parametre b.

El centre de la circumferéncia és C(0, 0) iel seuradiés »=1.

Trobem la distanciade C alarecta s:x—y+b=0: d=dist (C,s) = %

Perque la recta sigui tangent a la circumferéncia, ha de ser &= 7 ésadir:

6] ) b=1\2
f_1 —>|b|_ﬁ<{7=_ﬁ

23 Determina la posicié relativa de la recta y = 2x— 3 ila circumferéncia x* + y* = 2 en funcié del
valor del parametre a.

C= (0, 0) és el centre de la circumferénciai R = ya, el seu radi.

Anomenem 7: y=2x—3
dist(C,7)

- ﬁ‘=iﬁ
‘6 57 25-da > a-2
R=1a

e Sia< %, la recta i la circumferéncia sén exteriors.
e Sia= %, la recta i la circumferéncia sén tangents.
e Sia> %, la recta i la circumferéncia sén secants.
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M Poténcia d'un punt respecte a una circumferéncia
24 Calcula la poteéncia dels punts P(5, 2), Q(2,1) i R(-1,0) respecte de la circumferéncia:
Cx?+y*—6x-4y+9=0
Estudia la posici6 relativade P, Q i R respecte de C.
C:x?+y?2-6x-4y+9=0 - 0(3,2), r=2
P(5,2) > P=(5-3)?+(2-2?%-4=0=0; pertant, P pertanya C.
Q2,1) > P=2- 32+ (1-2)2-4=-2<0; per tant, ) ésun punt interiora C.

R(-1,0) > P=(-1-3)2+(0-2)2%-4=16> 0; per tant, R és un punt exteriora C.

25 Troba i representa I'eix radical dels parells de circumferéncies segiients:
a)x2+y2=4 y x2+(y—1)2=9
b) (x—3)2+y2=5 y (x—7)2+y2=9
Qx?+(y-32=2y (x-5)%+y2=1
) x?ey?—4d=xr+(y-12%-9

eyt —d=x?4y?-2y)-8 > 2y+4=0 - y=-2

Y
4] ¥+ (=13-920
/a7
2+f2—4=(/ N\
4 N2 2]] 4 X
i) y|=+2

b) (x—3)2+y2—5=(x—7)2+y2—9
x?—6x+y?+4d=x>—14x+y?+40 — 8y—-36=0 — 2x-9=0

Y

-2

-4

2x+9 =

19) x2+(y—3)2—2=(x—5)2+y2—1
x2+92—6y+7=x2-10x+y?+24 - 10x—6y—14=0

Y]

L2+ (y £3)2 2=

)

/
2
(x=5)7+9y7 =120

2 [ /2 14AN Je 8 10X

o]

10x—6y—-14=0




Unitat 9. Llocs geomeétrics. Coniques

Matematiques
1r Batxillerat

26

Considera les circumferéncies Cy: (x—1)2+ (y+ 1)2=2 i Cy: (x—3)*+ (y+3)2=10.
a) Comprova que ambdues circumferencies s6n secants i calcula'n els punts de tall, 4 i B.
b) Troba les poténcies dels punts A i B ales circumferéncies C; i C,.

¢) Tenint en compte el resultat obtingut en I'apartat anterior, qué podries dir de 1'eix radical
d'ambdues circumferéncies?

d) Pots generalitzar aquest resultat per a un parell qualsevol de circumferéncies secants?
a) Calculem els punts de tall resolent el sistema:
@-1)2+(y+1)2=2 {x2—2x+)/2+2y+2:2 0 25 k2 30
(x—3)2+(y+3)2=10 x2—6x+y2+18=10
Punts de tall: A =(0,-2), B=(2,0); aleshores sén secants.
b)Ae C, N C, — A verifica les equacionsde C; i C, — P(4, C)) =P, C) =0
Be C, N C, = B verifica les equacionsde C; i C, — P(B,C})=P(B,C,) =0
¢) L'eix radical és la recta que passa per A i per B.

d) Si, ja que el raonament de l'apartat b) mostra que els punts de tall sempre tenen potencia igual a
zero respecte a les dues circumferéncies. Per tant, I'eix radical sempre passa per aquests.

M El-lipses

_7

28

Troba I'equacié del lloc geomeétric dels punts la suma de distancies a P(—4, 0) i Q(4, 0) dels
quals és 10.

Es una el-lipse de focus P(-4,0)i Q(4,0), iconstant k=10; ésadir, 22=10 i c=4.
Aixi: a=5; b?=a?-¢c?=25-16=9

b 2
L'equacié sera: *_+ BN

25 9
D'una el-lipse en coneixem els focus F(0, 1) i F'(0, -1) ila constant % = 4. Determina'n
I'equacié.
Si P(x, y) és un punt de l'el-lipse, aleshores:
dist (P, F) + dist (P, F') = 2a; és a dir:
(-2 2+ (y+1)2=4 —

= x2+(G-12=16+x2+ (+ 1?2 -8yx*+(y+1)? —
= x24y? 2y 1=16+x2+y2+ 2§+ 1 =82 +(y+1)? —
— —4y—16=-8{x*+(y+1)2 = (4y+16)2 = 64[x* + (y + 1)?] >
— 1692 + 256 + 128y = 64x? + 64y> + 64 + 128y —
2

2
= 192=64x? + 48y? — X +y7:1

* D'una altra manera:
El centre de I'el-lipse és el punt mitja del segment que uneix /' amb F% és a dir: (0, 0).
Per altra part:
2¢=dist (F, F) = |FF|=1(0,2)] =2 — ¢=1
2a=4 - a=2 > a*=4
br=a>-cr=4-1=3

_)’2

2
Per tant, I'equaci6 és: % +2—-=1

-

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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29 Troba l'equacié de I'el-lipse de focus (-2, 0) i (2, 0) sabent que la longitud de I'eix major és 10.

c=2:2a=10 = a=5; b=4a*—c*={25-4=21
2 yz

Equacié: 2_5+H 1

30 Escriu l'equacié de 'el-lipse els focus de la qual sén F(-3,0) i F'(3,0) il'excentricitat és 0,5.

c=3; exc= 5:0,5 — a= 0’65 = 05 =6

b2=a?-c*=36-9=27
2 2
) 1

Equacié: ——+ 2

36 27

31 Dénal'equacié de I'el-lipse que passa per (3, 1) i té per focus (4, 0) i (-4, 0).

2 2
L'equacié és: *—+2_ -1
a a*> b
° Com l l
que passa per (3, 1) = - +->=1
a- b

* Com que at=b%+ 2 isabem que c=4 — at=b%2+16

Tenint en compte les dues condicions anteriors:

) el 1 9b2 b2 16=b%41662 = b+ 662—16=0

b +16  b?
b2 - —6+436+64 _ —6+4100 _6+10 <
2 2 —8 (Noval)
Aixf: 22=2+16=18
X L
Per tant, |'equacié de I'el-lipse sera: 1 gt =1

32 D'unael-lipse, centrada en (0, 0), se sap que I'eix major, que és igual a 10, és sobre I'eix X. A més,
passa pel punt (3, 3). Obtén-ne I'equacié.

A=3,3)
Eix major=10 — 2=5

Eix major = OX — El centre és O = (0, 0)

x2 )’2
L'equaci6 de I'el-lipse sera: g+ o =1
i 32 3% 9.9 _ __ 15 4 15
(3,3)eelllpse—>25+b2 1—>25+bz—1%b- A
Com que & és positiu — b= TS

L'equaci6 queda:

P RN L
25 205 L7 5t a5 T
16
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33 Determina, en cada cas, I'equacié de I'el-lipse, centrada en (0, 0), que té aquestes caracteristiques:
a) La seva excentricitat és 1/2. El seu eix major esta sobre I'eix Y i és igual a 2.
b) Els seus vertexs sén: (-2, 0), (2, 0), (0, —4) i (0, 4).

a) Eix major=2 — 6=1

+—=1; e=t-1l 5 1 5,

21 b2 1 2
2_p2_2-1_ _3

1
4 4

-1
2

Y
1l

L'equacié queda:

2
) 4 2
+1-1—>—3 +y°=1

IR

b) Eix major = OY
Eix major=8 — 6=4
a=72
2 yz

L'equaci6 queda: XiZ -1

416
34 Troba els vertexs, els focus i I'excentricitat de les el-lipses segiients. Després, representa-les.

a)x_2+3’_2=1 b)x_2+3’_2=1 o) 9x% + 252 = 25 d)9x? + 4% =3
100 36 64 100

a) Vertexs: (10, 0); (-10, 0); (0, 6) i (0, —6)
Focus: ¢=y100-36=8
F(8,0) i F'(-8,0)
8

Excentricitat: exc = 10° 0,8

10
b) Vertexs: (8, 0); (=8, 0); (0, 10) i (0, —10) /
Focus: ¢ = 4/100—64=y36=6
-10
1
5
-1

/6
-6

Ay

8
F(0,6) i F'(0,-06)

Excentricitat: exc = % =0,6

&
oo
S

o) 9x?+2592=25 — X +}/_2=1
2519 1

Y

e (2 0) (22 o). 0.
Veértexs: (3,0),( 3,0),(0,1)1(0, 1)

Focus: c¢=4/==—-1=,—"= —5
3

S

—
N

Ny

2
2 2 _ X ) _
d)Ix*+4y°=3 - 3/9+3/4 1
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L'el-lipse té eix major = OY i centre O = (0, 0).

i
o
o)
c
w
=
Il
e
=
<
~————
o
—_
=
|
<
~————
|
>[5
»|3

35 Troba els vertexs, els focus i I'excentricitat de les segiients el-lipses no centrades en 1'origen de
coordenades. Després, representa-les.
) x (y+3)* _ b) x-D> (y+2)* _

a) ——+ 1

25 9 9 16

1

a) Centre: O = (0,-3)
c=425-9=4

e=—

5
Vertexs: (5, =3); (-5, =3); (0, 0), (0, —06)
Focus: F=(4,-3), F'=(-4,-3)

b) Centre: O = (1, -2)
c={16-9=47

e=—

4
Vertexs: (-2, -2); (4, -2); (1, 2); (1, -6)
Focus: F=(1,-2+47), F'=(1,-2-47)

M Hipeérboles

36 Troba el lloc geometric dels punts la diferencia de distancies a F'(—4, 0) i F(4,0) dels quals és 6.
Es una hipérbola de focus F i F' i constant 24 = 6.
Pertant, =3, c=4, b*>=c?>—4a?>=16-9=7

2
L'equacié és: - — PANS|

9 7
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37

38

39

40

41

42

Troba I'equacié de la hipérbola de focus (-4, 0) i (4, 0) i distancia entre vértexs 4.

c=4;2a=4 > a=2; b=yt -a*=J16-4=12

L'equaci6 és: %2 - i}; =1

Obtén I'equacié de la hiperbola les asimptotes de la qual sén y = t%x i un dels vertexs és (2, 0).
rn by el

Equacié: %2—%:1, o bé, %2— 254)/2 =1

Determina la hipérbola que passa pel punt (2, 1) i té per asimptotes y = +3x.

b x2 J’z

;=3 — b=32 — ?—Wﬂ
Com que passa per (2, 1) — %—%:1 — 36-1=94%
a® 9a

35=94% > az=% — b2=94%=35

2P e 22

3579 35 1 °bé S5 -33

Equacié:

Troba I'equacié6 de la hipérbola de focus (-3, 0) i (3, 0) que té excentricitat igual a 3.
3

c=3, £=2-3 > ;=1
a a
b?>=c?>-4?>=9-1=8
> 2
Eauacié: X~ 72 _q
quacio: = 3

D'una hiperbola sabem que passa pel punt (8, 5«/3) i que els seus focus sén (-3, 0) i (3, 0).

Calcula'n I'equacié.
* Trobem la constant de la hiperbola: |dist (P, F) — dist (P, F')| = 2a

\|FP|-| FP||=2a — ||(11,543) || (5,5{3) | |=2a

J121+75-425+75=2a — 14-10=2a — 4=2a — a=2

* Comque a=21ic=3, aleshores 6% = > —42-=9-4-=5

° ! 14 é¢- x_z_Lz_
L'equacid és: i s =1
: . . . - 25

Troba I'equacié6 de la hipérbola de focus (-3, 0) i (3, 0) i asimptotes y = + 5 x.

c=3

ﬁzﬁ % b=£d

a 5 5
2

c2:42+bzzaz+(2fa :%az - 9:%42 — a=y{5 > b:z—fﬁz2
2 2

L'equacié demanada és: % ek 1

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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43 Troba els vertexs, els focus, les excentricitats i les asimptotes de les hiperboles donades per les
equacions segiients. Després, dibuixa-les.

Y 9x* _ 2_ 242 2_ 402

a) 100 36_1 b) 167 =1 ) x“—4y°=1 d)x*-4y“=4
2

e)%—%‘—é:l f)y2—16x2=16 g)9x2—4y2=36 h)4x2—y2+16=0
2

) 700 36

a=10, b=06, c=y100+36=4136
Vertexs: (10, 0); (~10, 0)
Focus: F=(J136,0), F'=(—136, 0)

136
10

e =

Asimptotes: y =+ %x

- Y e
N %
\\ - Q g //
\\\ (e} /,
F F
—241-20 -16 — -8 | 4 4 12116 1 20| 24 | X
pd T N
- R N
P N
2
by 220 _ 2
)16 Y
4 16 5
I S T 8 (I )
3 9 773

5
_3_5
e= i_4
3
Asim Do
ptotes: y—i4x
\\ Y /»’
ENSL
24 -2/ 4 X
i ~N
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o) x2 4y2—1
_ D S 1_1
a—l,b—2,c 1+4 2«/5

Vertexs: (1, 0); (-1, 0)
Focus: F = <% V5, 0); F'= (—L«B, O>

2
-1
e= 115
Asimptotes: y =+ %x
Y
N ) P
., »
S .
_4;2, \2\ i X
— 2 ~

d)x*-4y? =4 — %2_}/2:1
a=2,b=1, c=J4+1=45
Vertexs: (2, 0); (=2, 0)

Focus: F=(45,0)

4
F'=(=45,0) h N 2 - 7
SNewo |4
e = l‘/g —4 :»2 RS A 4 X
2 pd - 9 T N
7 SS
Asimptotes: y =+ %x
2
VA
A T
a=2, b=06, c=J4+36=y40
Vertexs: (0, 2); (0, —2)
Focus: F= (0, y40); F'= (0, —40)
J40
e
2 J10
Asimptotes: y =+ %x
Y
4F
EEE ‘t\\ 2 ”"T = i
: X
~10| —8 | - _4 2 \4‘ 10
4;/’ 2 [ ——
~63r
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2 \ [ Y [
£) y2—16x> =16 — {—6—x2=1 \ Lo /
a=4 b=1, c={16+1=417 \ T
Vertexs: (0, 4); (0, —4) W\ &
EI
Focus: F= (0, y17) M
F'= (0,17 VAR, 6 X
_7 p
4 =
Asimptotes: y = + 4x AR
,'I--s \
/1T
[ \
2 )/2
g) 9x?—4y? =36 — %—T=1
a=2, b=3, c=J4+9=y13
Veértexs: (2, 0); (-2, 0)
\\ Y /'
Focus: F=(413,0); F'=(=4/13,0) X 8 Ve
e = E \ N “ / /
) \. ° A
Asimptotes: y =+ %x \\ * //
\ ol LA/
F U F
6|4 ]2, T2 |4 X
/2T N
/, “\
/1T \
y AREP \
/ 7 \
72
h)4x? =92 +16=0 — y?—4x?=16 - 2 —-* -1
16 4
a=4, b=2, c=y16+4=420 ) Y /;
\‘\ 0 /’/
Vertexs: (0, 4); (0, —4) . Y g
Focus: F= (0, y20) \\\ p ///
F'= (0,420) NE
_J20_45
4 2 .
Asimptotes: y =+ 2x P _,; i X
,I__4 \‘\
/ ' \\
’I/ Lg \\
ANN NN \
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44 Troba els vertexs, els focus, les excentricitats i les asimptotes de les segiients hipérboles no cen-
trades en l'origen de coordenades. Dibuixa-les:

2 (y-1? (y-1? (x-1)2
R T Ta b=Hg o -

36 64 1

a) Centre: O=(0, 1)
a=6, b=8, c=36+64=10
Vertexs: (6, 1); (-6, 1)
Focus: F=(10,1); F'= (=10, 1)

_10_5
6 3
Asimptotes: y—1 =+ %x
Y|
\ 4 /
F 2\, F
~10] -8 | |-G 4 —g'l 416 10 | X
/ 1T \
/ \
b) Centre: O =(1,1)
a=4, b=3, c=4J16+9=5
Vertexs: (1, 3); (1, -1)
Focus: F=(1,5); F'=(1,-3)
-2
Ty
Asimptotes: _a 4
ptotes: y—1 =1 3 (x-1)
Y
\\\\ 8 '/I,
N \\ '/ ,
N\ /
LA 7
—lo[ 864 2T IR 10 | X
A TN
y4s N
i // “ \\ AN
,I/ -0 \\\
/ \
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M Paraboles

45 Troba el lloc geometric dels punts que equidisten del punt (3, 0) i de la recta y = -3.

Es una paribola el focus de la qual és F(3, 0) i la directriu de la qual és : y + 3 = 0.
Si P(x, y) ésun punt de la parabola, aleshores:

dist (P, F) = dist (P, d) — {(x—3)2+ y2=|y+3] —

2
= x2—6x+9+y2=92+6y+9 = y=

X

6

X

Obé: (x—3) = 6<y+%>

46 Troba, en cada cas, I'equaci6 de la parabola de focus F i directriu d:
a) F(5,0); d: x=-5
b) F(-3,0); d:x=3
c) F(052,5); d:y=-2,5
d) F(0,-4); d:y=4

a) §=5 — p=10 — 2p=20. Equacié: y*=20x

b) dist (F,d) =6=p
Fe OX
y2 =—12x
o dist (F,d)=5=p
Fe OY
92 =10x
d) dist (F,d)=8=p
Fe OY
yz =—-16x
4'7 Determina l'equacié de la parabola que té el vértex en I'origen de coordenades i la directriu de
la qual és y = 3.
El focus sera F(0,-3). Si P(x,y) ésun puntde la parabolai 4:y— 3 =0 és la directriu, aleshores:

dist (P, F) = dist (P, d) — {x*+(y+3)2=|y-3| =
= 2192+ 6y+9=92-6y+9 — x2=-12y

48 Troba les equacions de les paraboles que, passant pel punt (2, 3), tenen el vertex en I'origen de
coordenades.

Hi ha dues possibilitats:

o Lix horitzontal: y2 = 2px. Com que passa per (2, 3), aleshores:

_ 29 2_9
9=4p — p= 7 )=
e Eix vertical: x* = 2py. Com que passa per (2, 3), aleshores:
_ _4_2 2_4
4=0p = p= 3 - x 37
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49 Troba els vertexs, els focus i les directrius de les paraboles segiients. Després, representa-les.

a) y2 = 6x b)y? = —6x Q) y=x? d)y=%
a) y2=2px P 3
2 =6x 2P_6_)P_3_>5_§
Vertex: (0, 0) |
Co
(3 i
Focus: (2,O> ; s
. . __i
Directriu: x = )

b) Vertex: (0, 0)

3
Focus: (— 5 0) 1

Directriu: x =

([
~

c) Vertex: (0, 0)

Focus: (0, %)

Directriu: y=—

=

d) Vertex: (0, 0)
Focus: (0, 1)

Directriu: y=-1

Per resoldre

50 Identifica les coniques segiients, calcula'n els elements caracteristics i dibuixa-les:

a) 4x% + 9y% = 36 b) 16x* - 9y* = 144 c) 9x% + 9y* = 25

d)x?-4y*=16 e) y* = l4x f) 25x2 + 14492 = 900
> 2
a) 4x? + 99?2 =36 — %+y7=1
Esunaellipse — 2=3, =2, c= 45
2
exc = s ~0,75
3
-3\ F F )3
2

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY



Matematiques
Unitat 9. Llocs geomeétrics. Coniques 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

b) 16x%? - 9y% = 144 — x—z—y—2=1
4 9 16
a=3, b=4, c=5; exc=%zl,67
Es una hipérbola —
Asimptotes: y = % X5 y=— % X
c) 9x2+9y2:25 - x2+)/2:%
Es una circumferéncia de centre (0, 0) i radi %
5/3

573 / 5/3

-5/3
dDx?ody?-16 — X 7
A TR
a=4, b=2, c=245; exc:i—ﬁ:gzl,ll
Es una hiperbola — . :
Asimptotes: y=§x; y=—3x
2
)
¢) Es una parabola.
Veértex: (0, 0)
N
Focus: (2,0>
D P X=—=
irectriu: x >
1
1 F
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)’2 5/2

2
2 2 _ X =
) 2557 + 144y2 =900 — So L= /‘\
. . 6 b o119
Esunaellipse = 2=6, b= 5 6T o\ FJ6
J119 \‘/

=1—2x0,91
exc B 9

-5/2

51 Descriu les segiients coniques no centrades en I'origen. Obtén-ne els elements i dibuixa-les.

g D2 =b7

9 5 !
x-1)2 (y+D?*
b) 6 9 !

9] (x+2)2=4(y+5)

dx?+y?-2x+4y=-4

a) Es una el-lipse de centre O = (1, 4)
91—
Eix major: OY F
d=37 b=5) c= V25_9=4
Vertexs: (4, 4); (-2, 4); (1, 9); (1, -1)
Focus: F=(1,8); F'=(1,0)
_4
exc = 5
o
) N \/ 4

b) Fs una hiperbola de centre O = (1, -1)
a=4, b=3, c=16+9=5
Vertexs: (5, —1); (<3, —1)
Focus: F=(6,-1); F'=(-4,-1)
5

exc = —

4

Asimptotes: y+ 1 = i%(x—l)
-3




Matematiques
Unitat 9. Llocs geomeétrics. Coniques 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

¢) Es una parabola.
Vertex: (=2, —5)
2p=4 = dist(F,d)=2 — dist(F, V) =1 1 dist (V,d) =1
dy=-6
Focus: F=(-2,—-4)

dDx?—2x+1+y?+dy+d=—4+1+4 > (x=1)2+(p+2)2=1
Es una circumferéncia de centre O = (1, =2).
Radi: =1

_3

52 a) Trobal'equacié de la circumferencia el centre de la qual és C(-1, 1) i que és tangent a la recta

3x—4y-3=0.

b) De totes les rectes paral-leles a la bisectriu del primer quadrant, troba les que siguin tangents
a la circumferencia trobada en I'apartat anterior.

a) El radi, 7, de la circumferencia és la distancia del centre C(-1, 1) alarecta s: 3x—4y—3 = 0;
és a dir:

r:dlxt(c, 5) = M— 10

V9+16 5

L'equacié sera: (x+ 1)% + (y— 1)2 =4, obé, x? +)/2 +2x-2y-2=0

=2

b) Les rectes paral-leles a la bisectriu del primer quadrant sén de la forma y = x + & és a dir,
r:x—y+k=0. Larecta r éstangent a la circumferencia quan la distancia del centre de la circum-
ferencia, C(~1, 1), ala recta és igual al radi, 2. Es a dir:

|-1-1+4] lk-2] ) k—2=2V2 = k=2+242
—5 o 27 |k—2|_2ﬁ<k_2:_2ﬁ ko220

dist (C, t) =

y:x+2+2«/§

Hi ha dues rectes:
y=x+2-— 2«/§
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53 Troba l'equacié de la circumferencia que passa per (-3, 2) i (4, 1) i que és tangent a I'eix X.
El centre és en la mediatriu del segment AB.
A=(-3,2), B=4,1)
AB =(7,-1) » d=(1,7)

(L3

MAB‘(z’z)

Cx=(1/2) y-0/2) _7_,_3 -
=t D Tx—G=y =5 o y=Tx+2

dist (O, A) = dist (O, OX) = r

«/(x+3)2+(y—2)2=)/

Les coordenades del centre s6n la solucié del sistema segiient:

{y:7x—2

\/(x+3)2+(}/_2)2:1 - X1 =21, = 145; Xy = 1, _)/2=5

Hi ha dues circumferéncies que compleixen la condicié:
C:(x—1)2%+@(y-57%=25
C: (x=21)% + (y— 145)? = 145% = 21025
54 De la circumferéncia C se sap que té el centre en la recta x— 3y = 0 i que passa pels punts (-1,
4) i (3, 6). Obtén l'equacié de C.
Si el centre és sobre la recta x— 3y = 0, és de la forma C(3y, ).

El centre és a igual distancia de A(~1, 4) que de B(3, 6). A més, aquesta distancia és el radi, », de
la circumferéncia:

r=dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|=|BC| —

= B+ +(-4)2={Gy-3)2+(-6)
992+ 1+6y+y*+16-8y=9y2+9—18y+y? + 36— 12y
28y=28 = y=1 = x=3y=3
Per tant, el centre de la circumferéncia ésen O(3, 1) i el seu radi és:
r=|A0| = y16+9=y25=5
L'equacié és: (x—3)%+ (y—1)2=25, obé, x2 + y2 —6x—2y—15=0.
55 Determina I'equacié de la circumferéncia de radi 10 que, en el punt (7, 2), és tangent a la recta
3x—4y-13=0.
Les coordenades del centre sén la solucié del sistema segiient:

3x—4y-13=0
Je=7)2+(y=2)2=10

— x1:15, }/128, X2=—1, _)/22—4

Hi ha dues circumferéncies que compleixen aquesta condicié:
C: (x—15)% + (y—8)* =100
C':(x+1)2+ (y+ 4)2 =100
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§%7

Troba I'equacié de la circumferéncia inscrita en el triangle de vértexs A(3,2), B(1-2,-12)
i C(5+42,-2).

AB =(1-42,2) = (3,2) = (V2 = 2,2 = 2) = ({2 = 2)(1,1)

Costat AB: x—3=y—-2 = x—y—-1=0

AC =(5+42,-/2)~(3,2)=(2+2,~2-2)=(2+2)(1,-1)

Costat AC: x—3=—y+2 = x+y-5=0

BC =(1-2,~{2)~ (5+2,~2) = (-2/2 - 4,0)=(-2/2 - 4) (1,0)

Costat BC: y=—2 — y+42=0

Bisectriu de A: |x—y—1|=|x+y-5] = y=2, x=3

Prenem x =3, que és la recta interior al triangle.

A~

Bisectriu de C:

x+y=5_
x+y-5 V2 =742 x+y—5=y2y+2 x+(1-42)y-7=0
ez -
V2 xX+y-5 x+y—5=—y2y-2 x+(1+42)y-3=0

7 =—(y+«/§)

Prenem x + (1 + y2)y—3 =0, que és la recta interior al triangle.

x=3
L'incentre és la interseccié de les bisectrius: {

= 5 :0 P= ,0
e+ (1443)y—3=0 — x=3,y - (3,0)
radi = dist (P, costat BC) = 42

Circumferéncia inscrita: C: (x—3)% + y% = 2

Troba I'equacié de la circumferéncia circumscrita al triangle determinat per la recta y = —x + 4
i els eixos de coordenades. Calcula I'equacié de la recta tangent a aquesta circumferéncia en (0, 0).

Vertexs del triang]e:

y=—x+4 y=—x+4
A — — A=(0,4) B — — B=(4,0) C=(0,0)

x=0 y=0
AB= (4,-4) = 4(1,-1), Myp=(2,2)
mex—2=—(y—2)
AC = (0,-4) = 4(0, -1), My-=(0,2)
my:x—2=0

x=2=—(y-2)

El circumcentre és la interseccié de les mediatrius: 5 - x=2,y=2 = P=(2,2)

radi = dist (P, C) = 48
Circumferéncia circumscrita, C: (x—2)% + (y— 2)2=8

La recta tangent en (0, 10) és de la forma y = wx.
Imposant que C ir es tallen en un sol punt, s'obté y = —x.

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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58 Trobal'equacié de la circumferéncia inscrita en el quadrat de vertexs A(-3, 3), B(-1, 3), C(-1,1)
i D(=3,1).

A = (_31 3)3 B = (_la 3)3 C= (_1’ 1)) D = (_3’ 1)
Diagonal AC:y=—x
Diagonal BD:y=x+4

=—x

Centre: {y - x=-2,y=2 = P=(-2,2)

y=x+4

Costat AB:y=3
radi = dist (P, costat AB) = 1

Circumferéncia inscrita, C: (x +2)? + (y—2)? =1

59 Estudia la posicié relativa del punt P(0, 3) respecte de la circumferéncia (x — m)? + y% = 25
en funci6 dels valors del parametre .

(x—m)?+y%=25

Centre: O = (m, 0)

Radi: =5

dist (P, 0) = {m*+9 =5 — m=—4, m=4
Im2+9 <5 > me (-4, 4)

m2+9 55 = me (~oo,—4) U (4, )

Si me (—4,4) — P ésinterior a la circumferéncia C.
Sim=—4 0 m=4 - Pe C

Si me (—oo0,—4) U (4, 00) — P ésexteriora C.

60 Estudia la posici6 relativa de la recta s: 4x + 3y + k= 0 respecte de la circumferéncia d'equacié
x2 4+ 92— 2x— 6y + 6 = 0 en funcié6 de .

Depén del nombre de solucions del sistema segiient:

By—k
4x+3y+k=0 o By—k\ [k
, 5 - 4 - +y2-2

X7+ y°=2x—-6y+6=0

x2+y2—2x—6)/+6=0

k? + Gky + 8k + 2592 =72y + 96 =0 — 25y% + (6k—72)y + 96 + 8k + k2 = 0

El nombre de solucions depén del signe del discriminant.

A=(6k—72)>—4.25-(96 + 8k + k%) = —G4k? — 1664k — 4416

o Si —64k? - 1664k—4416=0 — k=-3, k=-23 — Solucié tnica. — Sén tangents.

o Si —64k%—1664k—4416<0 — ke (—o0,—23) U (-3, 20) —> No hi ha solucié. — Sén exteriors.
o Si —64k? —1664k—4416>0 — ke (-23,-3) — Dues solucions. — Sén secants.

61 Dues circumferéncies es tallen en els punts (0, 0) i (0, 8). Quin n'és I'eix radical? Justifica'n la
resposta.

L'eix radical és la recta que passa per (0, 0) i per (0, 8), perque els punts de tall sempre tenen poténcia
zero respecte a les dues circumferéncies. Per tant, 'eix radical sempre passa per aquests punts.

Eix radical: x=0
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62 Troba els punts d'interseccié de cada parell de circumferéncies i digues quina n'és la posicié
relativa:
{x2+y2—6x—16=0 b) {x2+3’2—6x—4j’+9=0
a

xt+y?=4 x4+ 9?2 —6x+2y+9=0

x2+)/2=4 4+ y?=4 — =0 = y=0

a) x2+y2—6x—16=0} 4-6x—16=0 — —6x=12 — x=-2
Les circumferencies es tallen en el punt (-2, 0).

La primera circumferéncia té centre en (3, 0) i radi 5; la segona té centre en (0, 0) i radi 2. La dis-
tancia entre els seus centres és 4 = 3. Com que la diferéncia entre els seus radis és 5 -2 =3 =4,
les circumferencies sén tangents interiors.

b) x4+ y2 —6x—4y+9=0| Restantla primera equacié de la segona:
x2+)/2—6x+2y+9=0 6y=0 — y=0
x2—6x+9=0 - (x-3)2=0 - x=3

Les circumferencies es tallen en el punt (3, 0).

La primera circumferéncia té el seu centre en (3, 2) i radi 2; la segona té el seu centre en (3, —1)
i radi 1. La distancia entre els seus centres és d = 3, igual que la suma dels seus radis. Per tant, les
circumferéncies sén tangents exteriors.

63 Escriu l'equacié d'una el-lipse amb centre en 1'origen de coordenades i focus en I'eix d'abscisses,
sabent que passa pel punt P(8, -3) i que el seu eix major és igual al doble del menor.

L'eix major és igual al doble del menor; és a dir: 2 = 26. A més, passa pel punt P(8, -3). Per tant:

20 64 .9 16 9 25 2. 2 2
?+b—=1_)4—b2+ﬁ=1_>ﬁ+ﬁ=1_>ﬁzlﬁ Zszb,ﬂ :4é :100
' o X2 )’2_
L'equacid és: 100+t 25 =1

64 La parabola y2—4y—6x—5 =0 té per focus el punt (0, 2). Troba'n la directriu.
92 —4y—6x-5=0 = > —4y+4-6x—5-4=0 —

- ()-2?-6x-9=0 — (y—2)2—6<x+%>=0

Vertex: V= <— i, 2)
2
Focus: F=(0,2)

Eix de la parabola: y =2
dist (V, d) = dist (V, F) = %
Directriu: x=kF — x—Fk=0

k=2 S k=3
; 3 3 2
dist (V, d) = ‘—?—/e‘=7 N

3
2
3 4.3 -
> k= 2—>/e0

Com que el focus és a la dreta del vértex, la directriu és x = 3.
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65 Troba l'equacié de la parabola de vértex en el punt (2, 3) i que passa pel punt (4, 5).

* Mira l'exercici resolt 6.
X=(x,y) punt generic.
(y-3)2-2p(x-2)=0
(4,5) € Pardbola — (5-3)2-2p(4—-2)=0 — 4—4p=0 — p=1
Parabola: (y—3)?-2(x-2)=0
66 Troba les equacions de les paraboles segiients:
a) Focus (0, 0); directriu y = -2.
b) Focus (2, 0); directriu x = —1.
¢) Focus (2, 1); directriu y + 3 = 0.
d) Focus (1, 1)s vértex (1%)
a) dist(F,d)=2=p
Vertex: V= (0, -1)
Parabola cap amunt.
x2=4(y+1)
b) dist (F, d)=3=p
Vertex: V= (% o)
Parabola cap a la dreta.
)
o) dist(F,d)=4=p
Vertex: V=(2,-1)
Parabola cap amunt.
(x—2)2=8(y+1)
d)dist(F,d):Z-%: 1=p
Vertex: V= ( 1, é)
Directriu paral-lela a I'eix OX.

Parabola cap amunt.

(r—1)% = 2(}/—%)

67 Troba els vertexs, els focus i les directrius de les segiients paraboles amb veértexs diferents de
I'origen de coordenades. Després, representa-les.

a)y2=4(x-1) b) (y-2)% =8« O (-1)2=-8(y+1) d)(y+2)?=-4(x-1)
a) y2 = 4(x—1) Y
Parabola cap a la dreta.
Vertex: V= (1, 0) YT T T
p=2dist(F,V)=1 = F=(2,0) 2
4

Directriu paral-lela al'eix OY: x=0
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b) (y—2)° = 8« Y P

x©

Parabola cap a la dreta.

Vertex: V= (0, 2) 4

N

p=4
dist(F,V)=2 — F=(2,2) -2 21416 X

Directriu paral-lela a I'eix OY: x=-2

Q) (x—1)? =-8(y+1)

Parabola cap avall.

Vertex: V=(1,-1)

P:4 H T ™N\
dist(F,V) =2 = F=(1,-3) p

Directriu parallela al'eix OX: y=2
d) (+ 2% =—4(x— 1)

/
~

Parabola cap a I'esquerra. mEE

Vertex: V=(1,-2)

p=2 2
dist (F,V)=1 — F=(0,-2)

i
N

Directriu paral-lelaal'eix OY: x=2

68 Troba I'equacié de la hipérbola centrada en (4, 5), de focus F(2, 5) i F'(6,5) i semieix menor
b=1.

Centre = (4, 5)
Eix paral-lela OX
c=dist (C,F) =2

a’=4-1=3
x-4> (-5
3 1

Equacié de la hipérbola: 1

Pagina 240

69 Troba l'equacié de la hipérbola segiient:
* Té el centre en I'origen de coordenades.
¢ Té els focus en 1'eix d'abscisses.

* Passa pel punt P(«/Sﬁ, 1).

* Una de les seves asimptotes és la recta y = 2x.

2 }/2
Equacié de la hiperbola: % o 1
b_y 5 po2a
a
20
at  4a?

Passa per P = (\/g, 1)
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5/2 1 10-1 2 2_9

= —-—==1- =1 > 4a°=9 = a"==-

a2 4a? 4a? 4
2 yZ

L'equacié demanada és: 9XT —5 " 1

70 S'anomena hiperbola equilatera aquella en qué 2 = 4. Troba l'equacié de la hipérbola equilatera
els focus de la qual sén (5, 0) i (-5, 0).

Centre = (0, 0)
2
c=5=424* - a=%ﬁ - 42=<%ﬁ> -2

L'equacié demanada és:

x_z_y_zzl
2525
2 2

71 Troba l'equacié del lloc geométric de tots els punts del pla tals que la seva distancia al punt (4, 0)
sigui el doble de la seva distancia a la recta x = 1.

Comprova que és una conica i troba'n els focus.
X = (x,y) punt qualsevol del lloc geometric.
P=(4,0)
rix=1
dist (X, P) = 2 dist (X, r)
m:ﬂx—l | = (x—4)2+ > =4(x-1)?
x?—8x+y?+16=4x>-8x+4 — 3x?2+y2+12=0
Es una hipérbola d'eix OX:
2 )

—_— — —_— = 2: =
1 1 5> ¢“=16 = ¢c=4

Centre: C=(0,0)
Focus: F=(-4,0), F'=(4,0)

72 Trobal'equacié del lloc geométric dels punts la distancia al punt (4, 0) dels quals sigui igual a la
meitat de la distancia a la recta 7: x— 16 = 0. Representa la corba que obtens.

Sigui P(x, y) un dels punts del lloc geomeétric. La distancia de P a (4, 0) ha de ser igual a la meitat
de la distancia de P alarecta x—16=0; és adir

\/(x—4)2+y2=%|x—16|

(x—4)2+y? = % (x—16)?
x2—8x+16+y = % (x2 — 32x + 256)
V48
4x2 —32x + 64+4y2=x2—32x+256
2 2 2 )
3x +4}/ 2192 — 6—4+E=1 - . . '
Es una ellipseenqué 2=8 i b= V48 ~6,93.
Els focus sén F(4,0) i F'(—4,0).
' - c 4 1 48
L'excentricitat és: exc= ~=—===—=0,5
a 8 2
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73 Troba el lloc geometric dels punts P(x, y) tals que el producte dels pendents de les rectes tragades
des de P fins als punts A(-2,1) i B(2,-1) siguiiguala 1.

Quina figura obtens? Representa-la.

-1

* El pendent de la recta que uneix P amb A4 és: 3
X+

. , o+l

* El pendent de la recta que uneix P amb B és: 3
x—

* El producte dels pendents ha de ser igual a 1; és a dir:

y—l).<y+1)_ y -1 s 2
<x+2 5 —1—>x2_4-1—)y 1=x*-4

2 2
2o X )
=3 > 55
Es una hiperbola en qué 2=46= V3 i c=46.
Els focus sén F (V6,0) i F'(=y/6, 0).

Les asimptotes sén: y=x i y=—x

L'excentricitat és: exc= < = @ =2 ~1,41
PR
3 .
2 yz
74 Troba les rectes tangents a I'el-lipse % T 1 que passen per A(5, 0).

Feix de rectes que passen per A més la recta x = 5.

La recta que busquem té només un punt en comt amb I'el-lipse; per tant:

x ) )2
7+T_1 - %2+M=1 — 4x% + 9(m(x-5))%-36=0
y=m(x—5)

9m2x% — 90m2x + 225m? + 4x> —36=0 — (Im? + 4)x% = 90m2x— 36 + 225m? =0

Ha de tenir solucié tnica; és a dir, el discriminant ha de ser igual a zero.

A=00m2%—4.9m?+4) - (=36 +225m2) =576 —-2304m%?=0 — m=—

m =

1 L
2’ 2

Les rectes demanades sén:

7;)/:—%(96’—5)) rt %(X—S)
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‘75 Troba l'equacié de la tangent a I'el-lipse 3x2 + 49> = 48 en el punt P(2, 3). La tangent és la
bisectriu exterior dels segments PF i PF', on F i F' sén els focus.

2 2
3x2 + 4y2 = 48 — T_GJ_
P=(2,3)
c=«/Z=2

F= (2) O)’ F'= (_27 0)
PF =(0,-3); PF' =(~4,-3)

Recta PF:x=2
Recta PF': %:% — 3x+4-6=0
Bisectrius:
—3x+4y—-6
3x+4y—6 x=2= 5 5x-10=-3x+4y -6 8x—4y—4=0
|x-2]= ‘7‘ - o
x_2=_—3x+4y—6 5x—10=3x—4y+6 2x+4y-16=0
5

La recta demanada és: 8x—4y—4=0

2t/

-4 -2

2 42
76 Troba I'equaci6é de la tangent a la hipérbola % —% =1 en el punt P, d'abscissa x = 5.

Tingues en compte que la tangent és la bisectriu dels segments PF i PF', on F i F' sénels
focus de la hipérbola (tria la bisectriu adequada).

X_z_}’_zzl
169
2
235 7 9.9
T R AR AR A

Hi ha dos punts en la hipérbola amb abscissa 5.

Trobem la tangenten P = <5, %), la tangenten P = (5, —%) és la simetrica respecte de l'eix OX.
_(5.2

pefs)

c=5

PF: (5’ O); F,= (_5) 0)

(0.9} P (10, 2) -
P =(0,- 2} PP -(110,-2) - 0, 9)

Recta PF:x=5

Recta PF": x4+05 :% — —9x+40y—45=0
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Bisectrius:
5_—9x+40y—45
~9x + 40y — 45 oS 41
|x=5|= | ————"| & -
Y81+1600 5. —9x + 40y — 45
S

41x —205=—-9x + 40y — 45 S5x—4y-16=0
%
—41x+205=-9x + 40y — 45 32x — 40y —-250=0

La recta demanada és: 5Sx—4y—16=0

La tangenten P = (5,—%) és y+ % :—% (x—15)
N v y/4
AN . y4un
\\ o) ‘\ | &l
\ 1K
N /! ~
B /)74 2 4// \d X
o} /
/ 1/ N
S ) N\
4 \N

‘77 Troba la tangent a la parabola y2 = 12x en el punt P(3, 6). Tingues en compte que la tangent és
la bisectriu de I'angle format per PF, on F és el focus, i per la recta perpendicular a la directriu
que passa per P.

y2 =12x

V=(0,0)

p=0

Parabola cap a la dreta.
F=(3,0)

d:x=-3 Y v
P=3,6) .4
PF =(0,-6) =—6(0, 1)
Recta PF:x=3

x©

<2

Recta perpendicular a 4 que passa per P:y=06 N V74

Bisectrius: ; /

x—3=y-06 x—y+3=0
-3|=|y-6
be=3l=b-6l = {x—3=—y+6 _>{

x+y-9=0

La recta demanada és x—y+ 3 =0. B
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78 El cometa Halley descriu una orbita el-liptica d'excentricitat 0,96657, i el Sol és en un dels seus

79

focus. Si la seva distancia minima al Sol (periheli) és de 0,6 UA, calcula quina es la maxima (afeli).
Recorda que 1 UA (unitat astronomica) és la distancia mitjana entre la Terra i el Sol.

Focus: Sol, F
dist (Halley, Sol)+ dist (Halley, F) = 2a

e=-L=0,96657 = c=0,966574

a
Per tant, la distancia minima s'assoleix quan el cometa és en el vertex corresponent al focus del Sol i és:

a—c=0,6

{a—c:O,G

_17.946, c=17.34
(20966574 @7 17,946, ¢=17,348

La distancia maxima s'assoleix quan la Terra és en el vertex oposat al focus del Sol i és:

24-0,6=2-17,948 - 0,6 = 35,296 UA

La Terra descriu una orbita el-liptica i el Sol és en un dels seus focus. En aquesta trajectoria, la
distancia minima Terra-Sol és de 147 095248 km, i la maxima és de 152100492 km. Calcula
I'excentricitat de 1'0rbita i interpreta el resultat obtingut.

Focus: Sol, F

dist minima + dist maxima = 2a

dist (Terra, Sol) + dist (Terra, F) = 2a
147095248 + 152100492 = 22 — a = 1,4960 - 10

La distancia minima s'assoleix quan la Terra és en el vértex corresponent al focus del Sol i és:
a—c=147095248
1,4960 - 108 — ¢ = 147095248 — ¢=2,5048 - 10°

6
¢ _2,5048-10° 1 o43 10200167

a  1,4960.108

Com que I'excentricitat és molt petita, I'orbita és gairebé una circumferencia.
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80 Associa cada una de les equacions segiients amb una de les grafiques que hi ha a continuacié:

a)x?+4y’=4 b)x2+y%=9
fﬁ II‘

0 y*-9x2=9 d)2xy=1 ~ >
. , ~ pl
X X _y=

TR g -y=0 o ~

g)x%—y2=1 h)y? = 2(x— 1) N N

. x2 y2 . (x_1)2 2

) 5+ =0 ) +-D2=1 71// ~ v

a) VII /

N\ /'

b) III

:V\ /

oV AN /

d X

e) IV 71\

JAR AN
f) VI I
—
/
g) 11
N
I~
h) VIII
- ® €9
i) IX
\
N
i ™N\
j) 1

Pagina 241

Qiiestions teoriques

81 Que tenen en comii totes aquestes circumferéncies?
-1+ (y-1>=1
(x+3)%+(y-3)%=9
(x—2)%+ (y+ 2)2=4
(x+5)2+(y+5)%2=25

Totes s6n tangents als eixos de coordenades perque les coordenades de O sén iguals en valor absolut
i aquest coincideix amb el valor del radi:

dist (O, OX) = dist (O, OY) = r
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82 Determina si les equacions segiients corresponen a coniques. Si és aixi, indica quina conica és
en cada cas:

a)_x_2=3’_2+1 b)x_2=)’_2_1 Oxt+yt+x+y+1=0 d)y?+2y=x
4 9 4 9

2
2
a) No es cap conica perque XT+ % =—1 no és possible. La suma de dos nombres positius no pot

donar un resultat negatiu.

2 2
b) % - x? =1. Hipérbola amb focus en I'eix OY.

c) Si fos alguna conica, seria una circumferencia, perd
2 2
72 B <1> +<1) _1=_i
2 2 2
és impossible perque un radi no pot ser negatiu; per tant, no és una conica.
d) Es una paribola: (y+ 1)2=x+ 1

83 Les paraboles segiients tenen el seu vertex en 1'origen de coordenades. En quins quadrants tenen
les branques?

a) y? = 2« b) y? = 2x o) xt=-2y d) x? =2y
a) Paribola cap a l'esquerra. Es en el 2n i 3r quadrants.

b) Parabola cap a la dreta. Es en el 1r i 4t quadrants.

¢) Parabola cap avall. Esen el 3ri 4t quadrants.

d) Paribola cap amunt. Es en el 1r i 2n quadrants.

84 Sabem que en una hipérbola | PF — PF'| = 4.
Quina branca correspon a PF — PF’ = 4 i quina correspona PF’ — PF = 42

e

PF — PF' =4 — Els punts estan més lluny de F; per tant, és la branca vermella. F

PF'— PF =4 — Els punts estan més lluny de F'; per tant, és la branca blava.

85 Tenint en compte la definicié d'el-lipse i fent algunes mesures sobre el paper, digues quines
d'aquestes el-lipses, amb els seus focus, estan mal dibuixades:

@ b) @ d) :
a) Esta mal dibuixada perque @ i & sén gairebé iguals; per tant, ¢ ha de ser molt petit i, tanmateix,

els focus estan molt separats, essent ¢ la distancia al centre del focus.

b) Mal dibuixada.  ésla hipotenusa del triangle que uneix el centre, un focus i un vértex de l'eix OY,
i no mesura igual que el semieix major.

¢) Ben dibuixada. Dibuixem el triangle rectangle de vértexs: el centre de I'el-lipse, el vertex superior de I'el-
lipse i un focus. La mida de la hipotenusa d'aquest triangle és similar a la mida del semieix horitzontal.

d) Ben dibuixada. Dibuixem el triangle rectangle de vertexs: el centre de I'el-lipse, el vertex superior de I'el-
lipse i un focus. La mida de la hipotenusa d'aquest triangle és similiar a la mida del semieix horitzontal.
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Per aprofundir

86 a) Troba el lloc geométric dels punts P(x, y) la suma de quadrats de distancies als punts A(-3, 0)
i B(3,0) dels quals és 68. Pots comprovar que es tracta d'una circumferencia de centre O (0, 0).
Quin n'és el radi?
b) Generalitza: troba el lloc geométric dels punts la suma de quadrats de distancies a A(-a, 0)
i B(a, 0) dels quals és % (constant), i comprova que es tracta d'una circumferéncia de centre
0(0, 0). Digues el valor del seu radi en funcié de 2 ide k. Quina relacié han de complir «
i k perqueé realment sigui una circumferéncia?

Q) P=(x)
(dist (P, A))? = (x + 3)? +y2
(dist (P, B))? = (x— 3)? +)/2
(x+3)2+92+ (x=3)2+92=2x2+2y2 + 18 =68 — 2x2+2y? =50 — x?+y2=25

Circumferéncia de centre O =(0,0) iradi r=5

b)(x+@)?+y2+ (x—a)? +y*=k = 22>+ 2x* + 292 =k — x2+y2=§—a2
Circumferéncia de centre O =(0,0) iradi r= %— a*
Perque sigui una circumferéncia, % >a’ — k>24°

87 a) Considera la circumferéncia C: (x—1)2 + y2 =25 iel punt P(9,6). Sigui r la recta que uneix
P amb el centre de la circumferéncia. Troba A i B, punts de tall de »amb C. Comprova
que la poténcia de P respecte de C coincideix amb d (P, A) - d(P, B).

b) Demostra que I'apartat anterior és cert si substituim 7 per qualsevol recta secanta C que

passi per P.

* Fes-ne un dibuix i anomena A' i B' els punts de tall de C amb la nova recta. Aplica la semblanca als
triangles AB'P i A'PB.

a) (x—1)2+y2=25
0O=(1,0)
PO = (8,6) =2(4,3)
Recta PO: X1 :% — 3x-4y-3=0

4
Punts d'interseccid:
3x—4y-3=0

(e 1)+ 2225 — x=-3, 91=-3; x%=5),=3 > A=(-3,-3), B=(5,3)

PP, C)=(9-1)%+6>-25=75
dP,A)-d(P, B) = {144+81-J16+9 =15-5=75

b) Siguin dues rectes que passen per P isén secantsa C. Y %
, P
. . ’ \ B
Els triangles PAB' i PA'B sén semblants perqueé — ;’TI
tenen un angle comd i un angle inscrit amb arc 0 yat
comd; per tant, els costats sén proporcionals: / ! P «
PA _PB" _, p4.pB=PA’-PB' 02

PA'" PB
Aleshores, el resultat no depén de la recta secant escollida. AN L4
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88 Demostra que el lloc geometric dels punts P (el quocient de distancies a un punt fix F iauna
recta fixa d dels quals és igual a %) és una conica d'excentricitat k.

* Considera F(c, 0), d: x =a’/c i k= cla. Estudia els casos k<1, k>1 i k=1 Quina conica s'obté en
cada cas?

P=(x7y)

F=1(0)

dix=1

AP, F) = {(x=c)2+y* d(P, d) = |x—

/ 2. .2

M =k = (x—c)? +y?=k>(x-1)?

|x 1]
2= 2ex e x4 P = RHP k2 2+ k2% — (1= kHx? + (B2 2[-2c)x+ 92 + 2= 0
Es una conica perqué és una equacié de segon grau.

2
Si k=< i/=4:
a 4

2 2 5 2
<l—<£> >x2+<2<£> d——2€>x+y2+52:0 - (1—<£) >x2+y2+62:0
a al ¢ a

2
Perque sigui una conica, (1 - <£> ) < 0; d'altra manera, la suma de tres niimeros positius donaria 0,
. . a
que és impossible.

2 2
Si (1—(5) ) <0 — k>1 — Esuna hiperbola.

2
Si <1 - (é) ) 20 — k<1 — No ésl'equaci6 de cap conica.
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1 Troba I'equacié6 de la bisectriu dels angles formats per les rectes segiients:
rix=3
r:3x—4y+1=0
Els punts X(x, y) han de complir: dist (X, r)) = dist (X, r,)

dist (X,ry)=|x =3 |
[3x —4y+1|1 |x-3]|=
Y32 + 42

Eliminant els valors absoluts obtenim dues equacions, les que corresponen a les dues bisectrius, que sén
perpendiculars entre elles:

|3x —4y+1|

dist (X, ry) = 5

S5x—3)=3x—4y+1 = 2x+4y—-16=0 = x+2y—-8=0
Sx—3)=3x—4y+1 —> 8x—4y—-14=0 = 4x-2y-7=0
& Escriul'equacié de la circumferencia el centre de la qual és el punt C(1,-3) i passa pel punt A(5, 0).

L'equaci6 de la circumferéncia és de la forma (x— 1) + (y + 3)% = 2.
Per determinar 72, substituim A (5, 0) en I'equacié:

G-12+3"=r> = r*=25
L'equacié de la circumferéncia és, per tant, (x—1)% + (y + 3)> = 25. O, en la seva forma simplificada:

x2+y2—2x+6)/—15=0

3 Considerem la circumferéncia x% + y> —2x=0 ilarecta r: 3x—4y + k= 0. Calcula els valors que
ha de prendre % perqué r sigui interior, tangent o exterior a la circumferéncia.
Trobem primer el centre, O, ielradi, R, de la circumferencia:
2492 -2%x=0 = (x—=1)?+y2=1 = Op=(1,0) i R=1
Calculem la distancia del centre de la circumferéncia, O, alarecta r:3x—4y + k= 0:
|3-1-4-0+4| [3+F]

V3?2 +47 5

* Perque 7 sigui interior a la circumferéncia, ha de ser d < R=1.

d=dist (O r) =

134 4] 3;/€<l%k<2
%<1 N Esadir, ke (-8,2).
—3;k<l - 3;”é>—l - k>-8

* Perque r sigui tangent a la circumferéncia, ha de ser 4=R= 1.

r3+/e_ B
|3+4| 5 Tl ksl
TRt R

—%:1 — k=-8

* Perqué 7 sigui exterior a la circumferéncia, ha de ser d> R=1.

134 4] 3T+/€>1 — k>2
PrE S Esadir, ke (—oo,—8) U (2, +oo).
> —3;’é>1—> 3;/e<—1—>k<—8
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4 Donats els punts F(3,2) i F'(1,-2) ilarecta 7:x+y—1=0, obtén les equacions de:
a) 'el-lipse de focus F i F' la constant de la qual és 6.
b) la hipérbola de focus F i F' la constant de la qual és 2.
¢) la parabola de focus F i directriu 7.
No cal que simplifiquis 1'expressié de les equacions.
a) Ellipse de focus F(3,2) i F'(1,-2)iconstant %= 0.

* Semieix major, a: k=6=2a — a=3

FF|_4(2°+4° 20 _ g

¢ Semidistancia focal, ¢ =

2 2 2
* Semieix menor, & b%2=a>-c2=9-5=4 — b=2
2 }/2
Per tant, |'equacié de I'el-lipse és % S 1

b) Hiperbola de focus F(3,2) i F'(1,-2) iconstant k= 2.
e Semieix 2: k=2=2a —> a=1

7| _ g

e 2ol b 5 b=t —ar=5-1=4 — b=2

¢ Semidistancia focal, ¢ =

2 2
Per tant, I'equacié de la hiperbola és xT - )/7 = 1.
c) Parabola de focus F(3, 2) irecta directriu 7: x+ y—1=0.
En una parabola d'equacié )/2 = 2px, p = dist (F, r):
_132-11 4 42,5

e 22

Per tant, l'equacié de la paribola és y = 442x.

5 Descriu les coniques segiients. Obtén-ne els elements i dibuixa-les:

2 (x=5)> (+1)?
V5 16! R 6

2P
A T

Es una hipérbola en qué:

cu=3 b=4

° { . _i :_i

Asimptotes: y = 3% 3

e Semidistancia focal: ¢ = ya%+6%=5
e Focus: F(5,0) i F'(-5,0)
e Vertexs: V(3,0) i V'(=3,0)

x=52 @+D?*
e T

Es una hipérbola igual a la de I'apartat anterior, perd
centrada en el punt (5, -1).

*4=3 b=4, c=5

* Asimptotes: y = %x—zs—3; = —%x+g

e Focus: F(10,-1), F'(0,-1)

e Vértexs: V(8,-1), V'(2,-1)
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6 Obtén I'equaci6 de I'el-lipse de focus F(-4,0) i F'(4,0) id'excentricitat 0,8.
F(-4,0) F'(4,0) exc=0,8

_
C—T—4
exc=£=i=0,8 —> a=5
a a
b*=a*—c*=25-16=9 — b=3
2 }/2
L'equacié de I'el-lipse és ;—5 +g= 1.

7 Troba els focus, I'excentricitat i les asimptotes de la hipérbola que té per equacié 9y% — 16x2 = 144.

Dibuixa-la.

2 2 N Y d
2_16x2=144 > L X )
9y X - T Ry

a2=16 > a=4; b*=9 > b=3; c=a*+b*=y25=5
Els focus sén F(0,5) i F'(0,-5).
c_5

Excentricitat: exc= ~==-
a

Asunptotes:y:%x 1y=—%x /\

8 Escriu I'equacié de la parabola que té per directriu la recta x = 3, i per vertex, I'origen de coor-
denades.

dx=3

N

En una parabola y2 = 2px, la recta directriu és x = —

Per tant, 3=—§ — p=-06

L'equacié de la paribola és y? = —12x.

9 Troba I'eix radical d'aquestes circumferéncies:
Ci:x?+y?—4x-2y+1=0 Cyx*+y?—4x—18y+21=0
Representa les circumferéncies i I'eix radical.

Sigui P(x, y) un punt de I'eix radical d'ambdues circumferéncies. Com que les poténcies de P a Cj i
de P a C, han de coincidir:

x4yt —dx—2y+ 1=x?+y?—4x—18y+21 — 16y=20 — y:%
L'eix radical de les circumferéncies és y = T
Per fer la representacid, calculem el centre i el radi de cada circumferencia:
4=~ Oc =(2,1)
L G~
CB==2  ioi-2 vl
C=1
(A=—4 e
OC :(2)9)
—— 2 C
G B="18 L g si-21-38 sl ]
Cc=21 =)
N X




