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Determinants d'ordre 2

m Resol els sistemes segiients i calcula el determinant de cada matriu de coeficients:

2x+3y=29 5x-3y= 8 4x+ y=17
Y35 - y=5 ) -10x + 6y =-16 9 5x+2y=19
) 9x - 6y=7 18x +24y=6 f) 3x+11y=128
—6x + 4y =11 15x +20y =5 8x— 7y= 46
2 +3y=29 2 3 5
) 5. I 5} 3 _1 =-11=20 Solucié: x=4, y=7
5x—3y= 8 5 -3 8 3
b) —10x+6y=—16} 10 6 =0 Solucié: x = §+§7u, y=A
4x+ y=17 1‘ g
c) 5x+2y=19} 59 =320 Solucié: x=5, y=-3
—6y= 9 -6
d) _Zi+ 4i=171} 6 4 =0 Sistema incompatible
18x+24y=06 18 24 B 1 4
e 15x+20y=5} 15 20| = Solucid: x = g—gk, y=A
f) 8x— 7y- 46} g _7 =-109 =0 Solucié: x = 109 y= 109
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1 Sigui A una matriu 2 X 2. Justifica si aquestes afirmacions sén certes o falses:
a) Perqué |A| = 0 és necessari que els seus quatre elements siguin 0.
b) Si els dos elements de la segona columna de A s6n 0, llavors |A| = 0.

¢) Si les dues files de A coincideixen, llavors |4]| = 0.

b d
d) Si :l J =-15, llavors Z b = 15.
L |m 3 m 30
e) Si n 7‘ = 43, llavors n 70 = 430.
10
a) Fals, 1 0‘ =0

b) Cert, perque en els dos sumands del determinant apareix algun element de la segona fila.

a11 412
C) Ceft, A= < ) — |A| =ﬂ11ﬂ12—ﬂllﬂ12= 0
a1 42
c d a b
d) Cert, ’a b‘=c‘b—dd=—(dd—c‘5):—’6 d‘z—(—15)=15
m 30 m 3
e) Cert, ‘ ‘=70m—30n=10(7m—3n)=10‘ ‘:10-43=430
n 70 n 7

2 Calcula el valor dels determinants segiients i digues per queé alguns s6n zero:

13 6 13 6 10
|, , b)‘4_2 911 0
7 2 3 11 -140 7
D7 |21 77 b ’ 60 -3
13 6 5
Vg o=
13 6
1 0
c) 110 ’ =0, perque té una columna de zeros.
7 =2 .
d) 7 o= 0, perque té les seves dues files iguals.
3 11 .
e) 21 77| " 0, perque les seves files sén proporcionals: (1a) - 7 = (2a)
—140 7 .
f) 0 3|7 0, perque les seves dues columnes sén proporcionals: (2a) - (-20) = (1a)
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3 Siguin A = (n ';') i |4] =-13. Calcula:

27l D7 70 9 Al a5 o
a) 7; i‘=—i Z‘ =—(-13) =13

b) 7ln Z‘=7-‘i Z‘ 7.(-13) =91

c)I3A|=’§i 33:‘= : -‘1 Z‘=9-(—13)=—117

d)‘i’; ;i :3.5."; i‘:(_n.w.’i ’;‘ _(15) - (£13) = 195
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4 Calcula els determinants segiients:
51 4 9 03
a)|0 36 b)-110
968 0 21
514 9 03
a) |0 3 6|=-114 b)|-1 1 0|=3
9 6 8 0 21
S Troba el valor d'aquests determinants:
0 4 -1 10 47 59
a)|l 21 b)| 0 10 91
301 0 0 10
04 -1 10 47 59
a) |1 2 11|=14 b)| 0 10 91(=1000
301 0 0 10
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6 Donats els determinants
549 54 1 5 4 20
A=(819 B={81 7 C=/81 8
369 36 -3 3 6 18

justifica si les afirmacions segiients sén certes o falses:

a) A = 0 perque la tercera columna és suma de les dues primeres.

b) B =0 perque la tercera columna és diferéncia de les dues primeres.
¢) C=0 perque la tercera columna és producte de les dues primeres.

a) Cert, per la propietat 9 dels determinants. Si una matriu té una linia que és combinacié lineal de les
altres paral-leles, llavors el seu determinant és zero.

b) Cert, per la mateixa propietat que I'apartat anterior.

c) Fals, perque el producte de dues linies no és una combinacié lineal d'aquestes.

7 Justifica, sense desenvolupar, aquestes igualtats:

3-17 4 1 7 7 4 1
a)|0 0 0/=0 b)j2 9 1 (=0 (2 9 7|=0
111 4 -8 -2 -14 27 94 71

a) Té una fila de zeros (propietat 2).
b) La 3a fila és proporcional a la 1a:

(3a) = (-2) - (1a) (propietat 6)
¢) La 3a fila és combinacié lineal de les dues primeres:

(3a) = (1a) + 10 - (2a) (propietat 9)
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8 Sabent que |5 0 3|=1, calcula sense desenvolupar els determinants segiients:
111
3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
a5 0 3 b1 0 3/5 ©|[2x+5 2y 2z+3
1 11 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy 2z
a)|5 0 3(=3|503=3-1=3
1 1 1 111
5x 5y 5z J
b)|1 0 3/5/=5-L]503/=1.1=1
5
1 1 1 111
x ¥ z xJy =z
o [2x+5 2y 2z+3|=(50 3| =1
x+1 y+1 z+1 111
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9 Cert o fals?

En una matriu A4, 4 X 4, els 16 elements s6n nombres positius. Llavors:

a) En el desenvolupament de |A| hiha4!=4.3.2.1 =24 sumands, tots positius.
b) En el desenvolupament de |A| hi ha 12 sumands positius i 12 negatius.

) |4| és, amb seguretat, un nombre positiu.

B|-4] - 4.

a) Fals, hi ha sumands que corresponen a permutacions imparelles; per tant, sén negatius.

b) Cert, perquée aconseguim totes les permutacions canviant una vegada per cada sumand dos elements
entre si, és a dir, passant de permutacié parella a imparella. Per tant, la meitat de les permutacions sén
parelles i la meitat imparelles; d'aquesta manera, hi ha 12 sumands positius i 12 negatius.

c) Fals, els sumands negatius poden sumar un nombre més gran que els sumands positius.

d) Cert, perque fent servir la propietat 5: «Si multipliquem pel mateix nombre tots els elements d'una
linia (fila 0 columna) d'una matriu quadrada, el seu determinant queda multiplicat per aquest nombre.»
q q p peraq

|=4] = D*|4] = 14|
10 a) Quants sumands té el desenvolupament del determinant |a;| d'ordre 52
b) Comprova que el producte ay; - a3, - as5 - 454 - ay3 Wés un. Quin signe li correspon?
a) Té 5! = 120 sumands
b) Es un dels sumands, perqué hi apareix un element de cada fila i un de cada columna.
Per veure el signe que li correspon, ordenem els cinc factors pels indexs de les seves files:
413 " Ar4 * A3+ A4 * dss
Els indexs de les columnes sén (3, 4, 2, 1, 5), que és una permutacié de (1, 2, 3, 4, 5).
Comptem les seves inversions:
3estaeninversiamb2il  4estieninversiamb2il 2 estd en inversié amb 1

En total hi ha 5 inversions, imparell. Li correspon el signe —.

11 Calcula el valor dels determinants segiients:

43 1 27 1 0 1 0 4.0 00 1 0 00 6000
11 4 9 2 4 0 3 0 0 80 4-100 0805
a)24—136 b)612704410103 C)OOOI d)7—110 e)0040
06 2 54 6 7 4 1 0-300 3141 3000
43 1 27
11 4 9 e )
a) 2 4 1 36 =0, perque l'dltima columna és nou vegades la segona.
06 2 54
1 0 1 0
2 4 0 3 . )
b) 612 704 410 103 = 0, perque la tercera fila és F5 = 100F; + 10F, + F,.
6 7 4 1
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4 0 00
0 0 80
o 0 01
0-300
En cada fila i en cada columna només hi ha un element diferent de zero. Per tant, dels 4! = 24 su-
mands només un és diferent de zero (perque en els altres hi ha algun factor 0):
4.(-3)-8-1=-96
Veiem quin signe li correspon. Es tracta del producte: a;; - a4 - a3, - a43
Els indexs de les columnes s6n (1, 4, 2, 3), que és una permutacié de (1, 2, 3, 4). En comptar les seves
inversions, veiem que 4 estd en inversié amb 2 i 3.
En total hi ha 2 inversions, parell. Li correspon signe +, és a dir, manté el mateix valor.
4 0 00
0 0 80
0001/ =2
0-300
1 0 00
4 -100
d 7 -110
3 1 41
L'tinic sumand que no té cap zero és: ay; - a5y - az3 - dgq =—1
Els indexs de les columnes sén (1, 2, 3, 4), que té 0 inversions; per tant:
1 0 00
4 -100 1
7 -110
31 41
6000
)08050 ¢ la pri fila és el doble de |
9o o 4 o|=0 perque laprimera fila é el doble de la quarta.
3000

12 Justifica que la regla de Sarrus per al calcul de determinants d'ordre 3 s'ajusta a la defini-
ci6 general de determinant.

Si, perque:

— En cada producte hi ha un factor de cada fila i un de cada columna.

— Hi s6n tots els possibles productes amb un factor de cada fila i un de cada columna.
— La meitat dels sumands tenen signe +, i I'altra meitat signe —.

Comprovem que els signes corresponen a la paritat de la permutacié:

ayy - ayy - azz parell: signe +

ayy - a3 - azy parell: signe +

ay3 - dyy - azy parell: signe +

ay3 - dy - a3 imparell: signe —

ayy - dy - a3 imparell: signe —

ayy - a3 - azy imparell: signe —
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13 Troba dos menors d'ordre 2 i altres dos menors d'ordre 3 de la matriu M.

23 -15

L a
W = NN
-

Menor d'ordre dos; per exemple:

2 3 -15
s g 2202 8-
B 461" 711 51"
4 1 1.5
0 0 3 4
Menor d'ordre tres; per exemple:
2 3 -1/5
4 6 27 2 3 -1 -1 26
M=|51-1 2]6 4 6 21=68,|1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 0 34
00 3 4

14 Troba el menor complementari i I'adjunt dels elements a5, 433 i ay;3.

02 46
2-135
"1 1 23
4.6 57

235
Q=1 23| ==2 A= DI+ oy, =—1-(=2)=2
457

O33=12 =1 5| =108; Az3=(-1)C* . 055=1-108 = 108

Og3=2 =1 5[ =16; Agz=(DU*3 . 05=-1-16=-16

N
(@)Y
W N A\ ANV, B o)\
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15 Calcula el determinant segiient aplicant la regla de Sarrus i desenvolupant-lo per cada una de les
files i cada una de les columnes:

37 -1

52 6
9 8 4

Comprova que s'obté el mateix resultat en els set casos.

Aplicant la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=3.2.44(5)-8-(-1)+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3-7-(=5) - 4= 456

Desenvolupant per la 1a fila:

3
-5
9

B 3‘26 ‘_56 1‘_52 3. (=40 4)—1-(=58) =120 + 518 + 58 = 456
= 84_7 9 47 Y9 gl -+ (—40) =7 - (-74) =1 - (-58) =—120 + 518 + 58 = 45

(eI (SIERN|

N

Desenvolupant per la 2a fila:

3
-5
9

|
—

7 -1
5|

3 -1 37
+2‘ 6‘98 =5-36+2-21-6-(-39) =180 + 42 + 234 = 456

o NN

6
4

Desenvolupant per la 3a fila:

3 7 -1 7 -1 3 -1
526 _9‘ 8‘_5 6 +4‘_5 5 =9.44_8.13+4-41=396—104 + 164 = 456
9 8 4

Desenvolupant per la 1a columna:

26 7 -

3 7 -1 1 7 -1
52 4 +9‘2 6‘=3.(—40)+5~36+9.44=—120+180+396=456

=3

6
4
Desenvolupant per la 2a columna:
3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

-5 6 3 -1 3 -1
=—7‘9 +2‘ 8‘_5 6‘=—7-(—74:)+2o21—8~13=518+42—104=4f56

Desenvolupant per la 3a columna:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=—1-(-58)—6-(-39) +4-41 =58 + 234 + 164 = 456

1‘_526 4‘
9 8|~ 81 %5 2
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16 Donada aquesta matriu:
3 7 -1
52 6
9 8 4

a) Determina la suma dels productes de cada element de la primera fila pel corresponent adjunt de
la tercera fila.

b) Troba la suma dels productes de cada element de la tercera columna per 1'adjunt dels correspo-
nents elements de la segona columna.

¢) Justifica per que els dos resultats anteriors sén zero.

7 -1 3 -1 3 7
a)ﬂll'A31+412'A32+ﬂ13'A33=3' 2 6 +7(_1) _5 6 -1. _5 ) =
=3.44-7.13-1-41=132-91-41=0
-5 06 3 -1 3 -1
b) ﬂl3'A12+ﬂ25'A22+ﬂ33‘A32=—1'(—1)‘ 9 4 +6' 9 4 +4'(—1)‘ _5 6 ‘ =

=1-(-74)+6-21-4-13=-74+126-52=0

c) Per la propietat 12.

17 Calcula els determinants segiients:

70 -3 4 31-13 0034 3-140
40 4 7 14-14 1110 56 20
V37 6 9 Y3 25 92035 Do 130
1019 20 0 2 0201 8 6 71
-3 4
Z 8 43 7 7
@ _ . _
a)3769—7447—7290 2030
1019 Lo
(1) Desenvolupant per la 2a columna.
?i_iz 1 -13] [31-1
bl s 2 s W 204 21 4]+2|1 4 -1|=-2.28+2-28=0
20 0 2 3 25 03 2
(1) Desenvolupant per la 4a fila.
També podriem haver observat que la 4a columna és igual a la suma de les altres tres; i, per tant, el
determinant val zero.
0034
11100 110 111
C)2035= 205/-4/203/=3-(-12)-4-(-2)=-36+8=-28
0201 021 020
(1) Desenvolupant per la 1a fila.
@ _
d) 01 30| 5 6 2/=83
§ 671 013

(1) Desenvolupant per la 4a columna.
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18 Calcula els determinants segiients:

4 2 7 1 3 52 2 (1)5(1)312 0 0 12
)2—536 b)47827 )101‘21 d)3010
Y12 0 4 -3 15312 °31‘001 2103

6 2 80 5106 0 421

2 -3 -1 0 2
COLUMNES
4 2 7 1 (1a) - 3 - (2a) -2 2 -1 1
-2 -1 1

2 —5 3 6 (23) 17 —5 23 6 (1)2 17 23 6 2 145 290
AP 3| Ga-4-() 2 0 4 3] 4 m o -

6 2 8 0] @ 0 2 0 0 2 -

(1) Desenvolupant per la 4a fila.

COLUMNES

_ _s. 28 -5 2 32

352 2 (12) =5 - (2a) 28 2 32
b) 4 7 8 27 (2a) =31 7 8 -15|( 318 —15| 20

1 5 3 12| a 24 5 3 -18| | e
(1) Desenvolupant per la 4a fila.

FILES

1 2 0 3 4| (a (1)(2)(1)31§ L 2 3 4

0 0 1 -1 3| (a - 1 0 1 4
|1l 0 -1 2 1|= B2+ (2 10014=3101=

31 0 0 1| 3 1 0 01 23 .15
2 -3 -1 0 2| G3+@ 2 30 -15

FILES
(la) -3 - (2a) -2 2 0 -8
(2a) 1 01 4 _32 f _18 16
T (a) 13 10 1" T
(4a) + (2a) -1 30 9 -1 -39
FILES
0 0 1 2] (a 0 01 2
01 2
d 3 010 (22) 3 010 31 0
)—2103‘<3a> 210 3| -
0 -4 21 4. (3a) + (4a) -8 0 2 13 -8 2 13
COLUMNES
(12 010 5
= (2a) -3 1 =2 =‘ g 9‘=27—16=11
(=2) - (2a) + (3a) -8 2 9
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19 Calcula el rang de les matrius segiients:

1 2 30-14 4 215 3 1 0 01 -1 21 0 -1
3-101 1 2 2 32 6 5 1-1210 51-3 -7
A=l4 13106 Z7|6 53128 C=1o 0 00 1 D=172 5 s
7 0 32 1 8 12 10 6 23 16 11000 10 2 2
1 230 -1 4
3-1101 1 2
A=l4 131006
7 0 32 1 8
1
Agafem el menor d'ordre 2: 3 _1’ = —7 = 0. Les dues primeres files s6n linealment independents.
La 3a fila és la suma de les dues primeres, i la 4a fila és la suma de la2aila3a — rn (4) = 2.
4 211 5 3
2 2 6
's 3 5
6 5 312 8
12 10 6 23 16
A} 4 2 . . .
Agafem el menor d'ordre 2: 2 3|7 8 = 0. Les dues primeres files sén linealment independents.
42 5
Agafem el menor d'ordre 3: |2 3 6 | =8 =0 — Les 3 primeres files sén linealment independents.
6 5 12
4 21 5 4 2 5 3
Agafem el d'd423260'23650 B)=3
gafem el menor d'ordre 4: | 5 3 12| i 5 12 8| — ran (B) = 3.
12 10 6 23 12 10 23 16
1 -1
Agafem el menor d'ordre 2: ‘1 0 ‘ =1 = 0. Les dues primeres files s6n linealment independents.
01 -1 001 01 -1
C 21_0‘01 2.0, i 0 210 21_011 C)=4
omqueOOI—zl— :,10001-—001,avorsmn()—.
1 00 O
210 -1
51/ -3 -7
7 2 -3 -8
10 2 2
A} 2 1 . . .
Agafem el menor d'ordre 2: ‘ 5 1‘ =-3 = 0. Les dues primeres files son linealment independents.
21 0
Comque |5 1 -3|=-9 = 0ila3afila és la suma de les dues primeres, llavors 7an (D) = 3.
10 2
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20 Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

1 -1 -1
-1 0 3 B

-2 5 3

A:

2o

Calculem la inversa de la matriu A:

|A| ==120 — existeix A~

oy —— Adj (A) —— (Adj (A))' —— A7 = L (Adj (A))"

|4l
-15 9 -5 -15 -9 -5 15 -8 -3 15 8 3
8 53| —>(-8 53|59 5 2|>([9 52|=4"
-3 2 -1 -3 2 -1 -5 -3 -1 5 31

Calculem la inversa de la matriu B:

|B| =-3 20 —> existeix B!

0y —— Adj (B)—— (4dj (B) —— B~ = 11 (Adj ()’

) (3] (3] - 20 )

21 Calcula la inversa d'aquestes matrius:

1 2 -3 -1 1100
L0120 g0t 10
“lo 2 3 1 “loo11
320 1 0001
Calculem la inversa de la matriu A:
|A|==5=0 — existeix 47!
oLy —— Adj (A) —— (Adj (A))' — A~ = |17|<Adj ()"
563 -3 5 -6 3 3 5 0 -5 0 5 0 -5 0
0 346 0 3 —4 6 6 3 -8 2 —1[-6 3 -8 2|
584 1| 7 |=5-8 4 —1| |3 -4 4 1|7 5|3 -4 4 1|
021 -1 0 2 -1 -1 3 6 -1 -1 3 6 -1 -1
Calculem la inversa de la matriu B:
|B| =120 — existeix B!
o —— Adj (B) —— (Adj (B))' — B~ = ﬁ (Adj (B)Y*
1000 1 0 00 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1100 11 00 01 -1 1 O
111001 2110/ loo 1 -1] oo 1 21/
1111 101 -1 1 00 0 1 00 0 1
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1. Calcul d'un determinant d'ordre 4

Fes-ho tu. Calcula el valor d'aquest determinant en funcié del parametre a:
2¢ a a a
a 2a a a
a a 2a a
a a a 2a

20 a a a

21
a 2a a a 4|1 2
a a 2a a 11

11

—_— N = =
N = = =

a a a 2a

Sumem les files 2a, 3a i 4aala la:

5555 (1a)
(2a) — (1a)
(32) — (1a)

(4a) — (1a)

= 54% =54%

1

1
c 4
=5a 1
1

—_— e N
N = = =
S O O
S O =
S = O~
—_— O O =

1
1
2
1

—
— = N
— N =
N — =

El valor de 1'tltim determinant és igual al producte dels elements de la diagonal principal, perque corres-
pon a una matriu triangular.

2. Propietats dels determinants

a b c
Fes-ho tu.Si |p g r|=7, calcula, sense desenvolupar-los, el valor d'aquests determinants:

Xy z
a+2x b+2y c+2z -b c+b 5a
a)| p q r b)|—q r+q 5p
2x+p 2y+q 2z+7 -y z+y 5x
a+2x b+2y c+2z| a+2x b+2y c+2z
| p g v | @ =l g 7 |=
2x+p 2y+q 2z+7 (32) - (2a) 2x 2y 2z
a+2x b+2}/ c+2z (12) = 2 - (32) a b c
=2 p q r (2a) =2|p g r =14
x y z (3) Xy z
—b c+b Sa —b c+b a b c+b a b ¢ a a b c
b)|—g r+q Sp|=5|-q r+q p|=-5|q r+q p ©_s q r p ©_s p q r|=-35
-y 2+y Sx -y 2+y X Yy Z+y X y 2z x Xy 2z

(*) 2a columna — 1a.

(**) Permutem la 3a columna per la 2a i la 2a columna per la 1a.
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3. Resoldre una equacié

Fes-ho tu. Comprova, sense calcular el valor del determinant, que l'equacié segiient té tres

solucions:
111 1

x 2 -3 4 0
x2 4 9 16|
x> 8 27 64
Aquesta equaci6 és de grau 3, té com a maxim 3 solucions i té un nombre imparell de solucions reals.

COLUMNES

TS T W 1 0 0 0
x 2 -3 4| a-(a x 2-x 3-x 4-x
X249 16| G-0a T |x? 4-x? 9-x 16-x%|"
K> 8 27 64| G- X 8-x0 27— G6h—x°
COLUMNES
0 0 0 1o
x 1 -3-x 1 (2a)
=(2-9E-x) x> x+2 9 — x? x+4 (3a) -
X x4 2x+4 27— %0 x*+4x+16 () - (22)
0 0 0
x 1 -3-x 0

=Q2-x(@-2] 2 =0

x+2 9 _ x? 2
3 2 3
x x“+2x+4 27 —x° 2x+12

Aquesta equaci6 té almenys dues solucions; per tant, té tres solucions.

Pagina 80

4. Demostrar una igualtat

Fes-ho tu. Demostra que existeix una matriu quadrada A, d'ordre 2, simétricaiamb |4|=-7 que

verifica:
A 2 6 -4 -12
-1 -3/7\1 3
A a b
“\b ¢
a b\[2 6 -4 -12
b c)\-1 =3/7\1 3
20 —b 6a-3b -4 -12
2b—c 6b-3¢) \1 3

2a-b=-4 A=7 A+l
2b—c=1 }_”‘: ke

A7, (As1V _ (-1 2)
jaf= A7 (2 >-7ek-3—>/1_(2 :
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8. Estudi del rang d'una matriu que depén d'un parametre

Fes-ho tu. Estudia el rang de les matrius segiients segons els valors que agafi el parametre k:

1 -k 3 -2 (1)_11 (1) z
aM=(-3 6 -9 6 b) N = 10 23
k-4 6 -4
2 0 3¢k
a) El menor format per les tres primeres columnes és:
1 -k 3
-3 6 -9|=9k*—36k+36
k -4 6

9k%—-36k+36=0 — k=2
*Si k22 — ran(M) =3

*Si k=2 — ran(M) < 3, perque la 3aila 4a columnes sén proporcionals.

1 -2 3 =2
Pera k=2: M=|-3 6 -9 6
2 -4 6 -4

Totes les columnes s6n proporcionals; per tant, ran(M) =1

1 -1 0
b)|0 1 1[=-3=20— ran(M)=3
1 0 =2
1 -1 05
01 1 £
10 =23 =20-2k
2 0 -3 &

20-2k=0 — £=10
*Si k=210 = ran(M) =4
*Si k=10 = ran(M)=3
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6. Propietats dels determinants i rang d'una matriu

Fes-ho tu.Si 4 i B sén dues matrius quadrades d'ordre 2, tals que 7an(A4) =2 i ran(B) = 1, quina
d'aquestes afirmacions és sempre certa?

a)ran(A+B) =3

b) ran(A + B) <2

c)ran(A+ B) > 1

a) Falsa, perqué¢ A + B té dimensié 2 X 2, no té 3 files ni 3 columnes.
b) Certa, perqué¢ A + B té dimensi6 2 X 2.

c) Falsa:

1 -1 -11
A= 1 — ran(A) =2 B-= 0 0 — mn(B) =1
1 -1 -11 00
A+ B-= o 1/ 0 ol7lo 1 — ran(A+B)=1
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7. Calcul de la matriu inversa

Fes-ho tu. Donada aquesta matriu:

10 -1
A=(0 a 3
41 -a

a) Troba els valors de & per als quals A és regular.

b) Per a a = 2, troba la matriu inversa de A.

10 -1
a) |[A| =10 a 3 |=-4%+4a-3
41 —a

a?+4a-3=0 > a=3, a=1

A ésregularpera a=3 i a=1.

b)a=2:
|A| =1
10 -1 -7 -12 -8 -7 12 -8 -7 -1 2
A=[{02 3| >|1 2 1|51 2 -1]>(12 2 -3|=4"
41 -1 2 3 2 2 -3 2 8 -1 2
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1. Propietats dels determinants

Si ¢, ¢y i c3 son les columnes la, 2a i 3a d'una matriu quadrada d'ordre 3 tal que |c; ¢, c3| =7,

calcula:

a) |c3 ¢ o b)|3¢c; c;+¢; —c3) o lc; +2¢5 ¢ 2¢3-¢f
) les o o= e o ol=7

b)[3e; cy+ep —3|=3C-Dey +¢ ]=-3e; ¢ 3]=-21

)ler+2e 0 2-cl=|e eare dil=4le g+eo g]=28

2. Resoldre una equacié amb un determinant

Estudia, segons els valors de a, el nombre de solucions reals que té l'equacio segiient:

X a a a

a x° a a 0

a a x* a|

a a a x°
x*+3a a a a 1l a a a 1 a a
x*+3a x* a4 a 1 x> a a 0x*~a 0
) , =0 = (x?+3a) s =0 = (x%+3a) 5 ~0
X“+32 a x° a 1 a2 x° a 0 0 x"—a2 O
23z a a £ 1 a a x* 0 0 0 x*-a

(x2+3a)(x2-a)3=0

*Sia=0 > x8=0 > x=0

*Sia>0 = (x2+3a)=0, notésoluci6 - (x2-a)2=0 = x=-4a, x= Va
*Sia<0 = (x2-2)>2=0, notésolucié6 = (x2+32)=0 — x=—y-3a, x= {-3a

3. Determinar els elements d'una matriu

21 2 a-3
A=<o 1) B=<b+2 c>

troba els valors de a, b i ¢ de manera que |B|=8 i AB= BA.

Donades les matrius segiients:

2 a-3
|B|:‘/y+2 . ‘=3b—2ﬂ+26‘—tlb+6:8
21 2 a-3 2 a-3\(21
01\6+2 ¢ )7 \6+2 ¢ o1

b+6 2a+c—-06 4 a—1
b+2 c “\2b+4 bic+2

b+6=4

20+c—6=a-1y = b=-2

c=b+c+2

b=-2 b=-2 b=-2

20+c—-6=a-1 — a+c=5 — a+c=5y = a=1, b=-2, c=4
3b—2a+2c—ab+6=8 —6-2a+2c+2a+6=8 2c=8
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4. Rang d'una matriu que depén de dos parametres

Estudia el rang d'aquesta matriu:

1 -1-1 b
B=|-1 1 0 2
1 a 2 -2
ran(B) <3
1 -1 -1
-1 1 0|=a+1
1 a 2
Si az-1 — ran(B) =3
1 -1 &
-1 0 2|=-26-4
1 2 2

Si b2-2 — mn(B)=3
Sia=-1ib6=3 > ran(B)=2

5. Resoldre una equacié matricial

2 m 0
Donada la matriu A=\ 0 0 m|:
1 -10
a) Calcular els valors de m per als quals A té inversa.

b) Per a m = 1, calcula la matriu X que verifica XA + X—24 = 0.

-2 m 0
Q|0 0 m|=m?-2m
1 -1 0

m*—2m=0 > m=0, m=2

Sim=01m=2 — A téinversa.

DXA+X-24=0 > XA+ =24 > X=24AA+ D!

1

Per comprovar que aquest pas és valid, veiem si (4 + /)7 existeix.

-2 1 0 100 -1 10
A+I=[0 0 1]+(0 1 0]=[0 1 1
1 =10 001 1 -11

A+ 1| =-1; per tant, té inversa.
p
21 -1
A+DT=[-11 -1
1 01

-2 1 0\/-2 1 -1 6
X=2({0 0 1ff-11 -1 2
1 -1 0/\1 0 1 -2

-2 2
0 2
00



Unitat 2. Determinants BARCAN®VA

Matematiques I

Exercicis i problemes proposats

Pagina 83

Per practicar

M Determinants. Propietats

1 Resol les equacions segiients:

3 4 -5 a-1 1 -1 211 a+l 11
a)ll -1 1|=0 b)| 0 a4+6 3|=0 0l02 2(=0 | 1 24=0
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a? 1 a2
3 4 -5
Al -1 1|=7-7a=0 > a=1
1 -1 a4
a-1 1 -1
b)| 0 4+6 3|=4a2+24-3=0 > a=1, a=-3
a-1 2 0
21 1
Q102 2|=44%2-12=0 > a=43, a=-43
2 3 42
a+1 1 1
Dl 1 2 al=-a3-42+6a=0 > a=-3, a=0, a=2
1 a2

2 Troba el valor d'aquests determinants d'ordre 4:

1020 2131
0300 3110
V4005 P40 3 1
0601 52 21
1020 030
a0 2 U Wal4 05|22 1224
4005 01
0601

(1) Desenvolupem per la 3a columna.

FILES

21 31| @ 21 31
b)3110=(2a) 31 1 0)g
40 3 1| Ga-(a 2-16 0
5221 Ga-03 31 10

(1) El determinant s'anul-la, perqué que té dues files iguals.
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3 Calcula el valor dels determinants segiients:

10-1 2 1 -120
23 2 2 2131
V4 2 1 B3 1 43
315 -3 2170
1234 -1 3 2 -1
2121 2 21 3
91245 Do 510 4
3412 7 -8 9 2
10 -1 2 1 -120
23 2 22 21 31
Vly g o 1|=772 bily | 4 3[="18
31 5 -3 21 70
1234 -1 3 2 -1
2121 2 -2 1 3
124570 Dy 510 4(=938
341 2 7 -8 9 2
4 Si 71': Z ‘ = -5, quin és el valor dels determinants segiients? Justifica les respostes.
a)‘m+5‘m p+3q’ b)‘P m o 3n —m‘
n q q n 39 -p
P 2m ‘ 1 n/m‘ ‘m Sm‘
d)‘q 2n ) |mp mg O1p s
m+3n p+3q| 1) |m pl @ |m n
a) = = =5
n q n q ? 4
mi (2 3
b) PP 9|0 |mn __(5)=5
q n m n P 9
3n —m| 4
N D R @3”” "l _3.(5)--15
39 - q p ? 9
2m| (4 m
ol? 2@ )2 @2‘]7 q (i)_z‘m " 5510
q 2n q n m n P q
0 1 nim (i)L.m‘mn:mn __s
mp  mq m P gV 1'p g
m Sm
f) » 5])‘ =0, perque les dues columnes sén proporcionals.

(1) Si a una fila li sumem una altra multiplicada per un nombre, el determinant no varia.
(2) El determinant d'una matriu coincideix amb el de la seva transposada.
(3) Si canviem d'ordre dues files o dues columnes, el determinant canvia de signe.

(4) Si multipliquem una fila o una columna per un nombre, el determinant queda multiplicat per
aquest nombre.
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5 Sustitueix els punts suspensius pels nombres adequats perqué es verifiquin aquestes igualtats:

)37_27 7‘ b)’—43_6—1 ......
Yis 31713 31*]... -3 2 0712 0l"12 o
371127 1 7 b)‘_4 3‘_‘6 -1 |-10 4‘
Vs 30713 302 3 2 0712 01" 2 o
111
6 Si|a ¢ | =5, calcula el valor d'aquests determinants:
Xy 3z
1 1 1 0 o0 1 l1-x 1-y l1-z
a)|a+7 b+7 c+7 b)lc—a b-c ¢ c)|a+2x b+2y c+2z
xI12 yl2 22 Z-x y-2 2 2x 2y 2z
1 1 1 O 1 1 1 1 1 1 @ 111
a) la+7 b+7 c+7|\=|a b c|\+|\7 T T |= % ab c +O=%-5=%
xI2  yl2 22 xI2 yl2 /2] |xI2 yI2 =2 Xy 2z

(1) Descomponem el determinant en suma de dos.

(2) Traiem % factor comu de la 3a fila. El 2n determinant és 0, perque les dues primeres files s6n

proporcionals.
COLUMNES
0 0 1 (1a) — (3a) -1 11 W 111
b)|c—a b—c c|= (2a)+(3a) —a b c|l=—a b c|=-5
Z—X y—2 2 (3a) X y z Xy z

(1) Traiem —1 factor comd de la 1a columna.

FILES

l-x 1-y 1-z (1a) l-x 1-y 1-2 l-x 1-y 1-2
1
o |a+2x b+2y c+2z| = (a)-(3a) a b ¢ (:)2 a b c | =
D 2y 2z (32) 2x 2y 2z X y z
FILES
(1a) + (3a) 111
= (2a) 2la b ¢c|=2-5=10
(32)

(1) Traiem 2 factor comt de la 3a fila.

123
7 Sabentque |6 0 3| =3 ifentservir les propietats dels determinants, calcula:
ab c
2 4 6\* 10 20 30 3a+2 3b+4 3c+6
a) El determinant de la matriu {6 0 3 b)|2 0 1 0| 2a 2b 2c
ab c 3a 3b 3¢ a+6 b c+3
246 123
a) |6 0 3|=2(6 0 3|=6
a b c a b c
2 4 6|4
603 =6
a b c

La solucié és 6% = 1296
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10 20 30 1 2 3 1 2 3 123
b2 0o 1]=10/2 0 1 =10.% 6 0 3 =10-%-3603=60
32 3b 3¢ 324 3b 3¢ 324 3b 3¢ b ¢
34+2 3b+4 3c+6 34+2 3b+4 3c+6 2 4 6
o | 2a 2b 2c |=2| a b c |=2| a b ¢ |=
a+6 b c+3 a+6 b c+3 a+6 b c+3
1 2 3 123 123
=22 a b ¢ |=2-2la b c|=2-2-(-1)|6 0 3|=-12
a+6 b c+3 603 a b c
a 0 2a
8 a) Resol I'equacié [4|=0si A={ 0 a-1 0 |
—-a 0 -a
b) Per a a = 3, obtén el determinant de la matriu 2A4.
a 0 24| (2 a 0 2a
Q) |0 a—1 0| () =10 a=1 0|=a%(a-1)=0 = 2=0, a=1
—a 0 —al (Ba)+(la) 0 O a
b)a=3
30 6
02 0
-3 0 -3
|24|=2%|A|=8-9-2=144
W Rang d'una matriu
9 Troba el rang d'aquestes matrius:
35 1 1231 -1 2100 120 3
6 10 -2 - 00 2 -1
a)A=101 b)B=f(5)g;; c)C=02_10 d)D=(2)1—;—02
45 0 20 -10 7 -
3 5 1
) A - 6 10 =2
Y4211 lo 1
415 0

Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero:

01
5 0’ =520 = ran(d) =2
Les dues tltimes files son linealment independents.

Veiem si la 2a fila depén linealment de les dues tltimes:

6 10 =2
1 0 1
4 5 0

=0 — Si, la 2a fila depen linealment de les dues dltimes.
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Veiem si la 1a fila depén de les dues tltimes:

351

1/0 1| =10=0. Per tant, ran (A) = 3.
4150

1231 -1
b)B=(4 5|6 2 1
1 0/03 4

Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero: =5=20

45’
10

Les dues primeres columnes s6n linealment independents. Per tant, ran (B) 2 2.

Veiem si la 3a columna depén linealment de les dues primeres:

123,
456 :‘5 6‘=—3¢O.Pertant,mn(B)=3.
100
2-10 0
00 2 -1
9C=10 2 21 0
20 -1 0
Calculem |C|:
FILES
2-10 0| (a 2-10 0
0 2 -1
00 2 -1 (2a) 00 2 -1\
I€1=10 2 1 0|= 6w 02 -1 0| 2271 0=
20 -1 0 (42) - (1) 01 -10 =10

=22-1)=220 — man(C)=4

(1) Desenvolupem per la 1a columna.

120 3
D=0 1/-1 =2
2730
. . 12
Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero: 0o1l* 0

Les dues primeres files son linealment independents.

Veiem si la 3a fila depeén linealment de les dues primeres:

120
01 -1|=-3-4+7=0
27 -3
12 3
01 2|=-8-6+14=0
270

> La 3a fila depen linealment de les altres dues.

Per tant, ran (D) = 2
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10 Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor del parametre que hi apareix:

210 a 1 0 2 -1 a 111
a)A=(11 =2 b)B=|-1 2a -2 oC=|a 3 4 dD=(1 -a1l1
31 a 1 -1 2 3 -12 11 a
210
a)|A|l=|11 -2|=2a-6+4-a=a-2=0 - a=2
31 «

21
*Si a=2 — Comaque |4]|=0 i ] 1‘:1::0 — ran(4) =2

*Siaz2 — |A|20 > mn(d)=3

a 1 0 a=0
b)|B|=|-1 22 2| =4a*-2-2a+2=4a>-24=0 > 24(24—1)=0<ﬂ_1
1 -1 2 2

Observem que

1 0
q 2’:2:&0%7471(3)22
*Sia=0 — |B|=0 = mn(B)=2

. Si a:% — |B|=0 = rman(B) =2

°Sia¢0ia¢% — |B|#20 = mn(B)=3
2 -1 a
O|C|=|a 3 4|=12-4>-12-92+8+2a=-2>-7a+8=0 —
3-12
s 4= 71«/4g+32=7i«/871=7i9 <‘l:1_8
— —_ - a=

4
1 2‘:10::0 — ran(C) =22

Observem que

Per tant:
*Sia=1 - |C|=0 - mn(C)=2
*Sia=-8 - |C|=0 - mn(C)=2

*Siazliaz=-8 — |Cl20 = mn(C)=3

111
a=1
DID|=|1 —a 1|==a?+1+1+a-1-a=-a’+1=0<_ X
11 4 ‘="
111 .
*Sia=1—->D=[1-11 —>‘1 (|70 = ran(D)=2
111
11 -
*Sia=-1 > D=[11 —>‘1 ] 20 > rman(D) =2
11 -

*Siazlia=-1 - |D|20 - mn(D)=3
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1 1 1
11 Troba els valors del parametre m per als quals el rangde A =|{m m? m?| és menor que 3.
m m m?
1 1 1 1 0 0 1 0 0
2 2 2 2 2 2
m m~ m-\=\m m“—m m " —m|=(m"—m)\m m“—m 1|=
m m m*| \m 0 m* —m m 0 1
1 00 100
=P =m)m 1 = =m)?|m 1 0|=(m*—-m)?
m 0 1 m 0 1

(m2-m)?=0 > m=1, m=0

Si m=0 o m=1, llavors ran(4) <3

12 Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor que agafi el parametre a:

11 1 2 L2 3
a
12 -3 8 a-1 1 a-2 1-2a -1
VA=\, 11 1| PB- ;léglsz C)C=(1 —a 2a—1) d)D=< a  a 2a>
1-1 1 -2

2) Si |[A]=0 = a=2
*Sia=2 — rn(d)=3
e Siazx2 — ran(d) =4

123 a
b)B=(2 4 6 8
369 12

* Si a=4 — les quatre files sén proporcionals — ran(B) = 1

20 — ran(B) =2

a=1
——a?+1=0<_ '
a=-—

Si 4 ’3a
1 a= — 6 8

a —1

c a —1 1
c) C= 1 —a 2a-1 -

* Si a=1, queda:

1 —a

c 1 -1 1 o)1
=17 1 — ran(C) =

* Si a=-1, queda:

c -1 -1 1 ‘—11‘ 2.0 D)
=1 1_3—>1_3:¢ — ran(C) =

eSiazliaz-1 — ran(C)=2

a-2 1-2a -1 a-2 1-2a a=0
— = 2_ — 2: 2— =
d)D_< g p 2a>% p g =a“—2a—a+2a°=3a”-3a 0<a:1
Siaz0 o p= (2171 D)=1
ia=0 — D= 00 0 — ran(D) =
-1 -1 -1

L1 2 ) — les dues files no sén proporcionals — ran (D) =2

°Sia=1—>D=<

*Siaz0 — ran(D)=2
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13 Estudia el rang de la matriu M segons els valors de .

1 2 31 1 04 2 11¢2+11
aM=(1 ¢ 3 2 b)M=({0 ¢ 4 0 oM=|t 0 0 2
1 8-3z 3 2 -1 3 ¢ -2 0t 2 O
1 2 31
agM=|1 ¢t 3 2
1 8-3¢ 3 -2
13 1
13 2|=0
13 =2
1 2 1 ! 2 ! r—2 1 t—-2 1
1 t 21=10 t=2 1 =3,_6 3 :_3(t—2) 3‘:0 — ran(M) <3
1 8-3¢ 2| |10 6-3¢ -3

31
Agafem un menor d'ordre 2: ’ 3 2’ =3=0 — ran(M) =2, per a qualsevol =

1 04 2
byM=(0 ¢ 4 0
-1 3 ¢ 2

01=0

|

—
W~ O o~

|

[\

2
04 2
t 4 0[=2t2+8t—24
3 ¢ =2

26024 8t-24=0 > ¢t=2, t=-06
Sit221itz—-6 — rman(M)=3

42
Agafem un menor d'ordre 2: ‘ 40 ‘ =-8

Si t=2 — ran(M) =2
Si t=—6 = ran(M) =2

11 £+1 1
OM=t0 0 2
0t 2 0

1 £+1 1

0 0 2|=2t2+2t-4

t 20

20242t—4=0 — t=1, t=-2

1 r+1 1

t 0 2|=2t-4

0 2 0

2t0—4=0 — =2

Com que s'anul-len en punts diferents, tenim que ran (M) = 3, per a qualsevol =
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14 Estudia el rang de les matrius segiients segons els valors del parametre a:

al 30 1 1 2 2
a)A=(1 a 21 b)B=(a 1 2 a+l
22a5 a 1 1+a 0 1
a+l 1 1 -1 1 a a-2 1
c)C=[-a-10 -2 2 dD=(1 2a a-4 3
0 1 a4%-a-1-a+2 a a’> 2a’>-2a-4 2a+2
a1l 30
aA)A=|1 a 21
2225 a

Agafem un menor d'ordre 2: B (1)‘ =3 = 0; per tant, ran(A4) = 2.
1 30

2 2 1|=-32+84-5=0 = a=2, a=1

2a 5 a 3

a3 0

121)=242-84+6=0 > a=3, a=1

25 a

Només s'anul-len els dos menor d'ordre 3si z = 1.

*Siazl = man(d)=3

*Sia=1— rman(d)=2

1 1 2 2
b)B=|a 1 2 a+l
1 1+2a 0 1

12
Agafem un menor d'ordre 2: ‘ ] O’ = -2 = 0; per tant, ran(B) 2 2.

1 1 2

a 1 20=242-2=0 > a=-1,a=1
1 142 0

12 2

a2 a+1|=0

10 1

*Siazliaz-1 — mn(B)=3
*Sia=1— mn(B)=2
*Sia=-1 — ran(B) =2
a+l 1 1 -1
cgC=|-a2-10 -2 2

0 1 —a-1 —a+2

Agafem un menor d'ordre 2: (1) _2‘ = -2 = 0; per tant, ran(C) = 2.
a+l 1 1
—a-10 =2 =ad—a=0 = a=1,a=0, a=-1
0 14d-a-1
1 1 -1
0o 2 2 | =242+4a-2=0 = a=1
1 &—a-1 —a+2

*Siazl — ran(C) =3
*Sia=1— rnn(C)=2
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1 a a—2 1
d)D=|1 2a a—4 3
a &> 245 —2a—4 2a+2
, 11
Agafem un menor d'ordre 2: 1 3 =22 0; per tant, 7an (D) = 2.
1 a 1
124 2 |=a’+2a=0 = a=-2, a=0
a a* 2a+2
1 a-2 1
1 a—4 3 |=-24>-24+4=0 = a=1, a=-2
a4 2a°-2a—4 2a+2

*Sia=-2 — ran(D)=3

*Sia=1— ran(D) =2

W Matriu inversa

15 Troba la inversa d’aquestes matrius:

M 2 -2
) =5-4>

30
b) N = (—5 2)

a) [M|=2#0 — Lamatriu M téinversa. La calculem:

oL ——> Adj (M) ——> (Adj (M) —— M~ = —L_(4dj (M))*

i M|
45 _4 -5 42 (-4 2 3
(-2 2)_>(2 2>_><—5 2>_’5<—5 2):M
FY I ¢s la matriu |
= _5/2 1 es la matriu 1nversa.

b)|[N| =6 %0 — Lamatriu N téinversa. La calculem:

oL ——> Adj (N) ——> (Adj (N))' —— N~ = L (Adj (V)

j |V

(2 —5) (2 5) (2 0) 1 <2 0) _ A

03/ Vo3 7 \53 " %6\53)"
1/3 0

-1 5/6 172 és la matriu inversa.
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16 a) Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

121 210
A=[{010 B=(013
203 211

b) Resol les equacions AX=B i XB=A si A i B s6n les matrius de I'apartat anterior.

121
010
203

a) |A| = =120 — Existeix A7}

0 Adj (A) ——> (Adj (A) —> A™ = L (4dj (A)

A
3 0 -2 3 0 -2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 1 -4]—|-61 4]— |0 1 0]—>|0 1 0]=A4"1
-10 1 -1 0 1 2 4 1 2 4 1
210
|B|=10 1 3| =220 — Existeix B~
211

o ——> Adj (B) —— (Adj (B))' ——> B™' =L (4dj (B))'

1Bl
2 -6 =2 2 6 -2 2 -1 3 -1 -1/2 32
1 2 0|l—|-1 2 0]—|6 2 -6]—[[3 1 -3|=B"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

b)AX=B — A'AX=A"'B - X=A"'B

3 -6 -1\/210 4 —4 -19
X=A"B=|10 1 0o]{013]=l0 1 3
2 4 1/\211/ \=2 3 13

XB=A — XBB'=AB™' —» X=AB"!

12 1\ /=1 =1/2 3/2 4 312 72
X=AB'=|010|/3 1 -=3|=[3 1 -3
203/\-1 0 1 -5 -1 6

17 Calcula la inversa d'aquesta matriu:

120
A=[1 1 1
-1 0 -1
1 20
1 1 1]=-1
-1 0 -1
1 20 -1 0 1 -1 0 1 -1 2 2 1 2 =2
11 1|>(=2-12]>(2 12210 -1-1]>4'=|0 1 1
-1 0 -1 2 1 -1 2 -1 -1 1 =2 -1 -1 2 1
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10-1
18 Donadala matriu A=|0 x 3 |, troba:
41 —«x
a) Els valors de x per als quals la matriu A té inversa.

b) La inversade A per x=2.

¢) El valor que ha d'agafar & € R perqué la matriu 44 tingui determinant 1.

10 -1
A0 x 3|==x?+4x-3=0 > x=3, x=1
41 —x
A téinversasi x=3 i x= 1.
10 -1
b)[0 2 3|=1
41 =2
1 0 -1 -7 -12 -8 -7 12 -8 -7 -1 2 -7 -1 2
023|>(1 2 1]|>(-12-1|>(122 3| 4"'=[12 2 -3
41 =2 2 3 2 2 -3 2 -8 -1 2 -8 -1 2

¢) Suposem x=3 1 x=1:

|bA| = b3|A| =1 — 63= L

|4]
b= \/125/%
4] P+ hx—3
2 1 1
19 Donadala matriu A=| 2 3 2 |
-3 -3 =2

a) Calcula A(2I-A).
b) Justifica si existeixen les matrius inverses de A i 27— A.

¢) Per a quin valor de % es verifica A™! = kI A?

2 1 1 100 2 1 1 2 1 1\/0 -1 -1 100
a) AQI-A)=|2 3 2|2(010]-{2 3 2]|={2 3 2|-2-1-=2|=(010
-3 -3 2 001 -3 -3 2 -3 -3 2/\3 3 4 001
b)AQ2I-A)=1 — A i 2I— A tenen inversa i cada una és la inversa de I'altra.
A1=21-4
QI-A)y'=4
c) k=2

20 Troba els valors del parametre ¢ per als quals les matrius A i B no sén regulars i calcula:

a) Al sit=1. b) Bl si £=2.
1 0 4 10 ¢
A=|0 ¢ 4 B=|110
-1 3 ¢ t 01

— 244112 = _ —4+y16+48 _—4:\64 48 t=2
a) |A|=t"+4t-12=0 — ¢= 3 = 5 - =% <t__6

A no és invertible per #=2 niper £=-6.
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Calculem A7! per £=1:

1 0 4
A=10 14| - |4|=-7
131
01y —— Adj (4) —— (Adj (4)) —— A = 4 (4dj ()Y
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 -4 -11 12 -4
_1253—>125—3—>_45_4—>%_45_4=A*1
_4 41 4 —4 1 1 31 1 31

t=1
b)|B|=1—t2=0<t_ X

B no és invertible per =1 niper r=-1.
Calculem B7! per r=2:

102
B=|110| - |Bl=-3
201

0y —— Adj (B)—— (4dj (B) —— B! = 1 (4dj (B))'

1 1 =2 1 -1 -2 1 0 -2 10 2
03 0|=>(0=30|=]|-1-32 —>%13—2=B*1
2 21 2 2 1 20 1 2 0 -1

M Equacions matricials

23 11
21 Donada 4 = <1 2), troba X tal que AX4 = (2 3>.

AXA = bl X—A‘lllA‘l
“l23) 7474 23

Calculem A7
‘2 3 )
1217

(12)-62)-(3)-(3)
(G DIE T )

1 -1 21 1
22 Donades les matrius 4 = < ) i B= (1 0), troba la matriu X tal que AXB = <0 _31>

-1 2
1 3 1 3
_ _»q-1 -1
AXB = (0 _1> — X=4 (O —I)B
Calculem A7
’1 —1‘ !
-1 21"
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Calculem B~
‘ 21
1 0|

21 01 0 -1 0 -1 0 1 51
10 7\12) 7\ 2) 7\ 2) 7\ 22)7
X211301 5 -8
"\t 1o -1\t 2)7\2 -3
23 Resol I'equacié AXB = C si:

£ nfY) et

AXB=C > AV A.-X-B-B1'=A4"1.C.B! -5 X=A4"1.C. B!

-1

Calculem A7' i B! (J4|=11i |B]=1 — existeixen A™' i B7):

0 —— Adj (A) ——> (Adj (A))' —— A" = |17| (Adj (A))*

ST A B S B S B

0L ——> Adj (B) ——> (Adj (B))' —— B~ - |—}9| (Adj (B)Y*

(2 1 2 -1 2 —3) 2 -3 =
32) 7\ 2) 7L 2) 7 \a 2)7
Per tant:
3 -2 11 2 -3 1 1 2 -3 1 -1
= _1. . _1: . . = . =
ceatocomt= (300G D) S ST
24 Donades les matrius:

A—201 330—1 Clz D-s
“\1 -15 “\11 0 “\3 -1 T \=2
troba la matriu X que verifica (4B*+ C)X = D.
(AB*+ C)X=D — (AB*+ C)" ' (AB*+ C)X=(AB*+ C)'D — X=(AB*+ C)"'D

S & 31 12\ (7 -2} (1 2) (-6 0
LE=ab+t=11 15 3 21/7\2 0/7\3 21)7\ 1 a1
10

e Calculem E7' (|E|=620 — existeix £7}):

oy —— Adj (E) ——> (Adj (E))' — E-' = ﬁ (Adj (E))*

[0 = (0 - (0 )0 %)

e Per tant:

Cmt a1 (-1 0 \[=8) (8 [4/3
X=UB'+ )" D=E"D- 6(—1 _6>(_2>‘6(20 “\10/3

BARCAN®VA
AAAAAAT T TET
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25 Troba X tal que 34X = B, si:

102 102
A=|011 B=|101
101 111

34X=B — X-= %A‘I-B

Calculem A7' (JA|=-120 — existeix A7):

0 Adj (A) ——> (Adj (A))' —— A = L (4dj ()

4]
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 10 2
0 -1 0]=]0-10|=[1-1-1]=1(-111]|=4"
21 1 211 10 1 1 0 -1
Per tant:
10 2\ /{102 1 2 0\ [1/3 2/3 0
X=%—111 101:%110:1/31/30
1 0-1/\111 0 -1 1 0 -1/3 1/3
Pagina 85

26 Donades les matrius segiients:

p ’(’)’;‘: B<1-12) C<011>
) “\101 “\12 -1
001
a) Per a quin valors de m existeix 4712

b) Pera m =1, determina la matriu X tal que X4 + B= C.

m 4 4
0 2 4
011

=2m

3 14| -

Existeix A~! si m = 0.
b)XA+B=C - XA=C-B — X=(C-B)A!

1 4 4\7" 1 2 4
02 4| ={o 12 =2
001 0 0 1

CBo11 1 -1 2\ [-1 2 -1
P71 2-4a)7\1 0 1)7\0 2 =2

1 -2 4
-1 2 -1 -1 3 -9
-(C— -1 _ 2=
tecomm- (22 o i )22 2)
0 0 1
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1 &2 2
2'7 Siguin les matrius A4 = (0 1 1) i B=

W = O
N =R

a) Determina per a quins valors de 2 la matriu AB té inversa.

b) Resol I'equaci6 ABX =3I pera k=0, enlaqual I ésla matriu unitat d'ordre 2.

a1 k2 (1)/: b6 2k+4
) AB=1{y _1 | “\ 2 1
32
E+6 2k +4 )
A a2

Existeix (AB)™! si k= —%

b) ABX =31 — X=3(AB)™!
k=0

B 6 4
“\21
6 4\V (=12 2
21 ~\ 1 =3
X_3<—1/2 2)_(—3/2 6)
= 1 3)7\ 3 -9
Per resoldre

28 Resol aquestes equacions:

x100 - 1 0 1 x -1 -10
abc
)Oxloo b) 0 )1—x10 0 d)—xx—llo
YV9oox1|” “Z”‘ Y0 1« 1|7 1 -1 x 1|
100 x “aox 1 0 1 —« 1 -1 0 x
x 100 10/ [100
x
0x 1 0@ ) 3 4 4 x=1
a)Ooxl=x89(;1—2)cl(1)=x-x—1=x—1=0%x=iﬁ<x:_l
100 x X x
(1) Desenvolupem per la 1a columna.
(2) Sén determinants de matrius triangulars.
FILES
a b c (1a) a b c b
X =
b) |a x ¢| = (2a)-(la) 0x—6 O =a(x—b)(x—c):0< ~
2 b xl  G)-(a 0 0 x-c x=e

(Suposem que « =0).
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x 1 0 1 2-x 1 0 1 11 0 1
1 % 1 0|ln|2—x —x 1 O (2)2 1 x 1 0
Do 1 e 1] 22 1 o 1@ 91 1 1
1 0 1 —x 2—-x 0 1 —x 1 0 1 —x
FILES
1 1 0 1
(12 -1 1 -1
(22) - (1a) 0 x-11 -1 | 0 0 4) —-x-1 -1 ‘
= (Ga)-(1a) 0 0 —x 0 | > Il B TSRS N b
(4a) - (1) 0 -1 1 —x-1 Lo

x=0
=—x2(x+2)=0< 5
X=—

(1) Sumem a la 1a columna les altres.
(2) Traiem (2 —x) factor comd de la 1a columna.
(3) Desenvolupem per la 1a columna.

(4) Desenvolupem per la 2a fila.
x -1 -10 x—1 -1 -10

ol ol o x 1t lxl_li
)1_1x1=0_1x1=("_)_1g=
1 -1 0 «x 0 -1 0 x - X

x=1
=D+ T+x—2=(x-1Dx3>+1)=0
(x— D7+ 1+x—2x) =(x—1)(x"+1) <x3+1=0—>x=—1
(1) Sumem a la 1a columna la 2a.

(2) Desenvolupem per la 1a columna.

29 Estudia el rang de les matrius segiients segons els valors del parametre que contenen:

koko-12 1 33 1
3 -k 00
a)A=5k00 b)B=Ie1?I«:§—01
10 21 B
E 1 20 1 0 -a -1
oC=|-1-1 k£ 1 d)D=(1 a+3 4-a O
1 1 1 & 1 a+3 a*+2 a+2
FILES k k
kb -1 22 2. (4a -2 -5 0
(=2 (6 k-2 k =5
4 3 %k 0 0 (22) 3 —k 0 0] N Lo )
DlAl=\s o 0| 6o 5 k0 0| _kO:
10 2 1 (4) 1 0 21 >
S‘S_k‘ 40b=0 — k=0
s p | TTRED R

(1) Desenvolupem per la 4a columna.

(2) Desenvolupem per la 3a columna.

00 -1 2

, 300 0 0-12

*Si k=0 > A= 500 0 — 15 0 0(2z0 = mn(d)=3
10 2 1 21

*Si k20 > |A|20 > mn(d) =4
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1 33 1 1 33
b)| 2 £3 1| > Fem | £ £ 3/=0 > 6k-18=0 — k=3
-1330 -1 33
1 331 1 3 1
*Si k=3 > B=(3 33 -1|—>1{3 31|20 = mn(B)=3
-133 0 -13 0

*Si k=23 — mn(B)=3

Per tant, ran(B) =3 per a qualsevol valor de 4.

E 1 =20 E1 =2 bo1
(-1 -1 % 1| > Fem [-1 -1 & =0—>—/e2+1=0</€_ .
1 1 1 £ 1 1 1 T
1 1 20 1 20
eSi k=1 >C=(-1-111)—>1|-1 1 1|20 — ran(C)=3
1 1 11 1 1 1
1 1 -2 0 1 1 O B
eSi kb=-1 > C=|-1-1-1 1] —>1|-1-1 1]=01i 11 20 = ran(C) =2
1 1 1 -1 1 1 -1
*Si b2-1 — ran(C)=3
1 0 —a -1 1 0 —a .
d)D=|(1 a+3 4—a 0 | > |1 a+3 4—-a|=
1 2+3 a*+2 a+2 1 a+3 a>+2
10 - a=1
=(a+3)|1 1 4-a :(a+3)(az+a—2):0<a:—2
11 4%+2 a=-3

(1) Traiem (a + 3) factor comu de la 2a columna.

10 -1 -1 0 -1 -1
eSia=1—>D=[(14 3 0|—>1|4 3 0|20 — ran(D)=3
14 3 3 4 3 3
102 -1 10 -1
eSia=-2—>D=[(116 0)]—=1]11 0|=01i 11 20 > rman(D) =2
1160 110
10 3 -1 1 3 -1
*Sig=-3—>D=|107 0]—>1|1 7 0|20 — ran(D)=3
1 0 11 -1 1 11 -1

*Siaz-2 — ran(D)=3
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30 Calcula el rang de les matrius segiients en funcié del parametre z:

3-t 3 2t
¢ t122 t ot 0 ) o 1
a)A=(2 ¢ 1 b)B=| 2 t+1 t-1 c) C= 1 3 24z
211 2 2t+1 0 -t-3 (42 0 ¢
t 11 2 11 t=0
)A=|2 ¢t 21| > |2+ ¢ =—t3+3t2—2t=0<t=1
112 211 r=2
0112 012

\®]
(@)
—

*Sit=0 > A=12001| > 20 — ran(A) =3

[\
—
—
\S]

|
|

*Sit=1 >A=12111|—=121 1|20 = ran(d)=3
2112 212
2112 212
*Sit=2 = A=|224 1> [221)=0i|, |0 ran(d)=2
2112 212
*Sit22 — mn(d)=3
t ¢ 0 t t 0 t=0
b)B=| 2 t+1 -1 | = |B|=| 2 ¢t+1 -1 |=¢(t?-3t+2)=0 <t:1
2t+1 0 —r-3 2t+1 0 —-3 r=2
00 O 21
eSit=0 - B=(21 -1 %‘1 0 20 — ran(B) =2
10-3
11 0 29
*Sit=1 > B=|2 2 —)‘30¢0%mn(3)=2
30 -4
22 29
*Sit=2 > B=(2 3 —>‘2 3 20 — ran(B) =2
50 —

*Si t20, t211it=22 — mn(B)=3

3—¢t 3 2t 3 3 2
co| 20 -1 _2to i 6)=0 2
c) C= R —1 32— =-303t-6)=0 — ¢=
t+2 0 ¢ i
1 3 4
Sire2 > c-| 20! 12341 oill .0 C)=2
1t=—>=134—>—40—2=1_20¢ — ran(C) =
4 0 2
*Sit22 = mn(C)=3
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31 Comprova-les, aplicant les propietats dels determinants.

at ab b?
a)|2a a+b 2b
1 1 1

= (a-b)’

1 42-1 a
b)|1 242-2 2a-1
1 0 a?

— (aZ_ 1)2

a2 ab b A —2ab+b* ab b P =2ab+ b’ ab b

a) |2a a+b 26|=12a—-2(a+b)+2b a+b 2b|= 0 a+b 2b|=
I 1 1 1-2+1 1 1 0 I 1
P o2ab+ b ab bP—ab | |@=-b* ab-b* b?
= 0 a+b 2b—(a+b)|= 0 a+b-2b 26| =
0 1 1-1 0 1-1 1

(@a—b)?% ab—b* b?
= 0 a—b 2bl=@-56)*a-56)=a-b)>

0 0 1
1 &-1 o« 11 & 11 «
b)[1 2422 24-1|=*=1D|1 2 2a-1]|=-1)[0 1 a-1|=
1 0 a* 10 4 10 4
11 a-1 11 1
=@-D01 a-1|=-D@=-D]|01 1 |=
10 22-1 1 0 a+l
10 0 10 0
“@-D@-D01 1 |==D@=-1Dj01 0 |-=
10 a+l 10 a+l
=@ -D@a-1D@+1) = (a®-1)>
- 1 1
32 Donadalamatriu A=|1 —«x 1
1 1 —«x

a) Resol I'equacié |4| = 0.

b) Calcula el rang de la matriu A segons els valors de x.

—x 1 1
A1l =« 1|==x3+3x+2=0 > x=-1, x=2
1 1 —x

b)Si x=-1 = ran(4) =1
Si x=2 — mn(4) =2

Sixz—-1ix22 — man(d)=3
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33 Donada aquesta matriu d'ordre 7:

1 11 ...1 1
-1 9 1 ... 1 1
A,=(-1-19 ... 1 1

n
-1 -1-1..-19

calcula el determinant de A4,, 43 i As.

|A2|=‘—1 9Ho 10‘“0
11 1|11 1

|A5|=|-1 9 1|=[0 10 2 |=10%=100
-1 -1 91 10 0 10

| 45| = 104 = 10000

34 a) Estudia per quin valors de 2 té inversa aquesta matriu:

1al
A=|1010
01 a
b) Troba la inversa de A sempre que sigui possible.
1 a1l
a) |0 1 0| =a — Existeix A7! si a=0.
01 a
b)a=0
1 2 1\7! a (> -1) -1 1 (<&®>-1)/a ~1/a
o10] =Llo 4« o]=|o0 1 0
014 “Vo -1 1/ \o -4 Va

100
35 Donadalamatriu A=[{1 1 0|:
001

a) Troba I expressié general de A” on 7 és un nombre natural qualsevol.

b) Raona que A” té inversa per a qualsevol 7 > 1 i calcula aquesta matriu inversa.

1002 /100\ /10 1
a)A2110110-110(210
001 001/ \001/ \0o01
100\ /100, /100
A3=A%?. A=(210 -(1 1 o) 310
001/\001/ \0o01
100
A"={n 10
001
100
b)|zn 1 0|=120 — A” téinversa.
001
100\ /100
nlO] =120
001 0 01
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36 Calcula, en funcié de a, el valor d'aquests determinants:

a+l a a a aaaa
A - a a+l a a A - 2 aaa
171 a4  a a+l 27132 aa
a a a a+l 432a
a+l a 4a+l a a a
e a+1 M 4a+1 a+l a @
L a+1 “lda+l a a+l a |
a+l 4a+1 a a a+l
FILES
1 a a a (1a) 1 a aa
1 a+1 a a (2a) — (1) 0100|@
=GarDly s 2 T ewean WD g o o]
1 2 a a+ll Ga-(03 0001
100
=(4a+1)|0 1 0| =(a+1)-1=4a+1
001
(1) Sumem a la 1a columna les altres.
(2) Traiem (44 + 1) factor comt de la 1a columna.
(3) Desenvolupem per la 1a columna.
FILES
a a a al () a a a a
2 a a a (2a) — (1a) 2—a 0 0 Oflwm
4 = 32 a4 al Ga-(a 3-a2-a 0 0|
432 41 (Ga-(a 4—a3-22-00
2—a 0 0 @
=—a|3-a2-a 0 |= —a@-a’=ala-2)>3

4d—a 3-a 2-a
(1) Desenvolupem per la 4a columna.

(2) Es el determinant d'una matriu triangular.

37 Demostra, sense desenvolupar-los, que el valor d'aquests determinants és 0:

x x+1 x+2

Yz X3 XY
a)|x x+3 x+4 b1 1 1

x x+5 x+6 1/x 1y 1/z

FILES

x x+1 x+2 (1a) x x+1 x+2
a) |x x+3 x+4| = a-(la 0 2 2 | =0,

X x+5 x+6 (3a) — (1a) 0 4 4

perque les dues ultimes files sén proporcionals.

Yz Xz Xy Xyz Xyz Xz

1 2

by| 1 1 1 (z)lll x y z (:)O

1/x l/y 1/z xr 1 1 1

(1) Traiem factor comd l, 1 1 en la 1a, 2a i 3a columnes.

x Yy z

(2) La la i 3a files son proporcionals (xyz - la = 3a).
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a b ¢
38 Considera aquesta matriu A={2a —-b 3c|, on a, b i ¢ sén no nuls.
3a 0 4c

a) Troba el nombre de columnes de A que sén linealment independents.

b) Calcula el rang de A.

a b ¢ 1 11
|A|={2a —b 3c|=abc|2 -1 3|=abc-0=0

3a 0 4c 30 4

a b
Perd 2 —!7‘ =—ab +2ab=ab=0, perqué¢ a i b sén no nuls.
Per tant:

a) Hi ha dues columnes en la matriu A que sén linealment independents.

b) ran(A) = 2.

39 Estudia el rang d'aquesta matriu per als diferents valorsde 4, 6 i ¢

5 5 5
M=\ a b c
b+c a+c a+b

5 5 5
|M|=| «a b ¢

b+c a+c a+b

5 5 5

a+b+c a+b+c a+b+c

5 5 5
1 1 1

b+c a+c a+b

1

(i)(a+[7+c)

b+c a+c a+b

(1) Sumem a la 2a fila la 3a.
(2) Traiem (2 + & + ¢) factor comu de la 2a fila.
(3) Les dues primeres files sén proporcionals.

Per tant, ran(M) < 2. Tenim que:

>0 =56-5=0 — b=a
a b

>0 =5¢-56=0 = c=b
b ¢

>0 =5¢—5a —> a=c

a c

Per tant:

*Sia=b=c — ran(M) =1

* En qualsevol altre cas — ran (M) =2

40 Estudia el rang de la matriu segiient:

cos O, —sin 0. 0
A=|sina coso 0
0 0 1

cos o — sina 0
|A| = [sina  cos o
0 0 1

(1) Desenvolupem el determinant per la 3a fila o per la 3a columna.

1) | cos o0 — sin O

T lsino cos o

’=60520L+sz'n206=1

Per tant, com que |A4|# 0, tenim que rn(A4) = 3.

Matematiques I
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Qliestions teoriques

41 Cert o fals? Justifica les respostes i posa'n exemples.
a) Si ¢, ¢, i ¢; s6n les columnes 1a, 2a i 3a d'una matriu quadrada d'ordre 3 tal que |¢; ¢, c3| =5, aleshores:
D |ey 2¢5 ¢ =10
M |e;+e; 3—¢; ¢3]=0
m) |e;+e3 ¢ ez3+¢=5
V) |-y 2¢;—¢3 ¢35+ ¢ =10
b)Si B és una matriu quadrada d'ordre 3 el determinant de la qual val 4, llavors:

) [5B|=20 m|B? =16 m)|BY=1/4

- 1 1
c) L'dnica soluciéde |1 —x 1 |=0 és x=-1.
1 1 —«
1al
d) La matriu inversa de la matriu A=|0 1 0| és
01 a
a -a*+1 -1
0 a 0
A1-\0 -1 1 , az0
a

€) Si A és una matriu quadrada tal que A2 =24 — I, llavors A és invertiblei A1 = 27— A.
f) Si A i B sén dues matrius regulars que verifiquen que AXB = A + B, llavors X=A"1+ B~L

a) 1) Cert:
lc2 2¢3 c1]=2|c2 3 c1|=(=1)%2|c1 2 ¢3|=10
1) Fals:
lcr+c2 c2—c1 e3|=|ci1+c2 2c2 3]|=2|c1+c2 2 e3|=2|c1 2 ¢3|=10
111) Fals:
lci+e3 c2 ca+ei|=|ci+e3 2 0]=0
v) Cert:
|—cz 2¢1 —¢3 C3+6‘2|=|—L‘2 2¢1 —¢3 C3|=|—6‘2 2c1 c3|:2|—cz c1 3=
=2|c2 c1 e3|=(1)(=2)|c1 2 ¢3]=10
b)1) Fals:
|SB|=5%|B|=54=500
) Cert:
|B2|=|B- B|=|B||B| =16
1) Cert:
BB = 1BIIBT =1 > |87 = r=p
c) Fals:
- 1 1
1 - 1(=0
1 1 —

X3 +3x+2=0

Les solucions sén: x=-1, x=2
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d) Cert:
1 Va(-d®+1) -1/a 2 1-42 21
Al-1o 1 o |=Llo 2 o
a
0 —1/a 1/a 0 -1 1
e) Cert:

A?=24A-1 — A*-24=-1 — AA-2D)=-1 — AQI-A) =1
Per tant, A és invertible amb A~! = 27— A.

f) Cert:
AXB=A+B - X=AYA+B)B'=(I+A'B)B' =B~ + A!

42 Prova que el determinant d'una matriu qualsevol d'ordre 3 és igual que el de la seva transposada.
411 412 113 a1 421 431
Sl A = ﬂzl 422 ﬂza 5 llaVOrS At = 412 ﬂ22 432 .
a31 a3 433 213 423 433
Aplicant la definicié de determinant, obtenim que |A4?| = |A]. Ho veiem:
| Al = a1y ayy azs + a1y ay; az) +ayz ay) azy — ay3 ay az) —ayy ay; az) — ay ay as3
12
|A| = a1y ayy a33+ a3 ay3 a3y + 213 ay) azy — ay3 ay) a3y —ayy ay3 azy — ayy ay) az;
Per tant, |A|=|A"|.
43 Sabries dir quin d'aquests dos productes pot formar part del desenvolupament d'un determinant
d'ordre 42:
a) ayy - a3+ a3 - A b)ay-ay - ay;- a3,

Només podria ser el b), perqué en cada producte ha d'aparéixer un factor de cada fila i un de cada
columna.

44 Si A és una matriu quadrada d'ordre 4, pots saber el valor de a,; A;; + ay; Ajy + a3 Ay3 +
+ ay4 Ay 4 sense coneixer els elements de la matriu?

El resultat és 0, perqué tenim un producte dels elements d'una fila (la 2a) pels adjunts d'una altra (la 1a).

b c

b a

45 Sila matriu 4 = <::l " c) té rang 2, quin rang tindra la matriu B=| m n ? [
P m-a n-b p-c

Observem que la 3a filade B (la que hem afegit respecte de A), és combinacié lineal de les dues pri-
meres (s'obté restant la 1a menys la 2a). Per tant, B tindra el mateix rang que A4, ésadir, ran(B) = 2.

46 Donades dues matrius A i B d'ordre4amb |A|=3 i |B|=2, calcula |[47}|, |B’A| i |(AB7Y)!|.
A1 1L _1
A== 1ar=5 0
2 3
|87 A] 21814 2 |8].|4)=2-3=6

— ®3) -1 @ —1 1 |A| 3
IAB™Y| 2 |AB7!| = |A|-|B Y =]4]- L =121 3
1Bl |B] 2

(1) El determinant de la inversa d'una matriu és l'invers del determinant de la matriu.

(2) Tenim en compte que |4 - B|=|A4]|-|B]|.

(3) El determinant d'una matriu coincideix amb el de la seva transposada.
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47 a) Defineix que és el rang d’'una matriu.
b) Indica, raonant la resposta, quines de les afirmacions segiients sén certes:
1) ran(A) = ran(-A) (-A és la matriu oposada de A).
1) ran(A) = ran(4*) (A’ és la matriu transposada de A).
m) ran(A + B) = ran(A) + ran (B)
v) ran(A?) = [ran(4)]?
V) ran(A) = ran(A7Y) si A téinversa (A~! ésla matriu inversa de A).

a) El rang d'una matriu és el nombre de files (o de columnes) linealment independents. També podem
definir-lo com el maxim ordre dels seus menors no nuls.

b) 1) Certa. El fet de canviar de signe els elements de 4 només afectara al signe dels menors; pero el
maxim ordre dels menors no nuls (el rang) no es veu afectat.

11) Certa. El nombre de files i el nombre de columnes linealment independents és el mateix. En A*
només hem canviat files per columnes.

a=(12) (L 2) s avn- (2 )

ran(A) = ran(B) =2 (perqué |A|#0 i |B|=0) i an(A+ B) = 1).

111) Falsa. Per exemple:

1v) Falsa. Per exemple, si A és una matriu d'ordre 2 i amb 741 (A) = 2, A? també sera d'ordre 2;
per tant, ran(A <2, i [ran(A))?=22=4 (si A* ésd'ordre 2 no pot tenir rang 4).

v) Si A és una matriu quadrada d'ordre 7, i existeix la seva inversa, llavors |A] =0 (i [A7| = 0).
Per tant, 7an(A) = ran(A™"') = n. Consegiientment, la igualtat és certa.
48 Sigui A una matriu quadrada tal que A2 = A. Demostra que det(A) =0 o det(A) = 1.

1A]=0

|A%| = |A-A| = |A] - |4] = |A] = |4] - |4 -]4]=0 > |A|(|A|_1):0<|A|=1

(Hem tingut en compte que |A4 - B| = |A]|-|B)).

49 Escriu dues matrius A i B d'ordre 2 tals que:
a) det(A + B) = det(A) + det(B)
b) det (A + B) = det (A) + det(B)

a) Per exemple:

4 2 2'B 3 5 AL B 5 8
T\ar 1) P 2 PP 0 o
|A|=7; |B|=-11; |[A+B|=0=|A|+|B|=-4

b) Per exemple:

23 s (V) g 3 4
46/ P7\22) 4 P76 8

|A|=0; |B|=O; |A+B|=O=|A|+|B|
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Per aprofundir

50 Demostra, sense desenvolupar el determinant, que:

a’ ab b
2a a+b 2b|=(a-b)3
1 1 1
2 ab b (a)-Ga 2b? ab—b® b @b a—b) bla—b) b* "
20 a+b 2b|= (2a)-(3a) 20-2b a-b 2b|=| 2(a-b) (a—b) 2b|=
1 1 1 (3a) 0 0 1 0 0 1
a+b b b? " b b
—(a=b2] 2 1 2b|= (a=b)? 5 1‘:(4_/7)2(“5_25):(a_é)z(a_b):(a_é)ﬁ
0 01

(1) Traiem (2 — &) factor comd de la 1a i de la 2a columna.

(2) Desenvolupem per la 3a fila.

1 a2 43| |bc a &*
51 Prova, sense desenvolupar, que |1 4% b3|=|ac b b%|.
1 2 3| lab ¢ &

En el segon membre, multipliquem i dividim la 1a fila per #; la 2a, per 4, ila 3a, per c.
2

bc a a bea a* & 1 & & 1 & &
ac b b= |ach b* B3|=abe |y 2 p3 |1 b2 B3
o abe ) 5| abe 2 3 2 3
ab ¢ ¢ abc ¢“ ¢ 1 ¢“ ¢ 1 ¢“ ¢
1 1 1
52 Demostraque |a b ¢ |=(b-a)(c—a)(c-b).
a? b* 2
* Aquest determinant s'anomena de Vandermonde.
1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b cl=|la b-a c—a |=|a (b -a) (c —a) =
& 6NN - - P bra)b-a) (c+a)(c—a)
1 0 0
=(b-a)c—a) |1 1 1 |=(b—-a)c—a)ic+a—-b—a)=(b—a)(c—a)(c—b)
& b+a cra
Pagina 87

53 Determina les matrius quadrades d'ordre 2 els elements de les quals siguin nombres enters, amb
determinant igual a -1, i tals que la seva inversa coincideixi amb la seva transposada.

*Fes A-A*=1i |A|=~1. Hi ha 4 solucions.

a ¢

b
Si A= (z d)’ llavors A’ = (b d)' Si A*= A1, hade ser:

a2+ b =1
T o <¢ b)(a c>=(42+52 ¢c+bd>=<1 o) _, Jacebd=0
c d]\b d) \gcvbd *+d*) \0 1 ac+bd =0
2+d?=1
0 -1 01 1 0 -1 0
Com que 4, b, ¢ i d sén enters, tenim només quatre solucions: (_1 0 ); (1 O); (0 _1>; <0 1).
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54 Escriu una matriu amb 3 files i 3 columnes, que tingui 3 elements nuls i tal que cap dels seus
menors d'ordre 2 sigui nul;.

011
Per exemple: |1 0 1
110
R TER TI T
]aque.10¢,11¢,01¢110¢.
55 Demostracié que |4 B| = |A]|-|B| per determinants d'ordre 2:

ay by +anbyy aybiyragnb;,

(411 ﬂ12>. by, by
ay; az) \by by

ay by a1, by,

|AB| =

ay by +ayby aybiytaxnb;,

a6y 41265
ayby ayby,
4)

a6y a4, 6y,
ayb;y a3 by,
3)

ay1byy a6y,

ay by by,
2)

+
anbi ayby,
(Y
a) Comprova que els determinants (1) i (4) s6n els dos zero.

b) Treu factor comii dels elements 4,; en ) i en (3). Com es volia demostrar, arribaras a |4] - |B|.

ay1byy a1 64,
a) (1) b b =ay by a1 b1y —ayy by ay by = ayy ayy byy by —ayy ayy b1y 615,=0
421011 421012
aypby1 a5y,
(4) b bor ™ a1y byy ayy byy — a4y by azy byy = ayy ayy byy by — a1y ay; by 695 =0
22021 422072
ay1byy a126p; a11 212
b) (2) b b =by1 by =byy by, |4
421011 422027 a1 4
aypby ay by, 412 411 a11 412
3) b b =by by =—by by, =—byy b1, |4
422021 421012 ay 4 a1 42

Per tant, queda:

b1y by
|AB|= 0+ b1y by | Al = b3y 615 |Al+ 0=[A| (61 b5 — b5, 512)=|A|‘ by, by =|4l-18]|
2-10
56 Considera la matriu A={3 0 4]
211 4] o o
a) Troba la matriu (Aij). b) Demostra que 4 - (Aij)’= 0 |4| o
0 0 |A4]
¢) Quina relacié hi ha entre |4] i |(4;)|?
2-10 0 4 3 4 30
a)A= 3 O 4 —)A11=1 1=—4 A12=—2 1=5 A13=2 1=3
211
-1 0 20 2 -1
A= 7! An=[y 4|72 A==y 1774
-1 0 20 2 -1
Asi=| o 4|=—4 Azp=—|5 4|8 Aszz=|4 =3
-4 5 3
-4 -8 3
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b)|A|=-8-8+3=-13

2 -10 -4 5 3 2 -10 -4 1 -4
A-Ay={3 0 4.1 2 —4|=[3 0 4].|5 2 -8]-
21 1) \-4-8 3/ \211/\3 —4 3

13 0 0 l4 0 0
=10 =13 0 |=[0 |4 o0
0 0 -13 0 0 |4

A | (4] =169 = (-13)* = |4

57 Sigui A una matriu quadrada d'ordre 3 amb |4| # 0. Busca la relacié que hi ha entre |4] i
|(4;)]. Per a aixo, tingues en compte Papartat b) del problema anterior i que |4 - B| = |4] - |B|.

¢ Sabem que el determinant d'una matriu coincideix amb el de la seva transposada:

|41 = 145

e Per altra banda (suposant que existeix A~!) tenim que:

3
At > () M= =17

* També sabem que:

A-AT =T - A |47 =|11=1 > |A‘1|=ﬁ

* Unint les dues igualtats obtingudes, tenim que:

ﬁ:ﬁ'l’qgl — |Ayl=|A* (A d'ordre 3 x 3)

58 Si A és una matriu quadrada d'ordre 7, dona el valor de |(4;)| en funcié de |4].

Amb el mateix raonament que hem seguit en I'exercici anterior, arribem a que, si A és 7 X n, llavors:

-1 1

A7 |A|,1| i
— |4,=14]

|A-1|—ﬁ
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Autoavaluacié
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1 Troba el valor de 2 que fa que la matriu A no sigui regular.

1 -1 0 2
1 0 -1 2
A= 0 1 1 2
-1 2 -1 a
1 -1 0 2
1 0 -1 2
0 1 1 2=2a+4=0—>a=—2
-1 2 -1 a

A no és regular pera a =-2.

2 Calcula el valor d’aquest determinant i dona’n el resultat factoritzat:

al 01
1410
A=10141
101 a
al 01 a+2 a+2 a+2 a+2 1111 1 0 0 O
1210 1 2« 1 0 1210 1 a-10 -1
012150 1 o« 179117 D 1 4 1|7
101 « 1 0 1 9« 101 « 1 -1 0 a-1
a—-1 -1 a—-2 a-2 1 1
:a(a+2)’ 1 ﬂ_l‘:a(4+2) 1 a1 :a(¢z+2)(¢z—2)‘_1 a—l‘:

11
= a(a+2)(a—2)‘0 ﬂ’zﬂz(d+2)(ﬂ—2)

3 Donades les matrius segiients:

x+2 4 6 3y+5 7 12
Ax)=|2x+3 3 6 B(»=|2y+3 3 6
4x+4 2 6 3y+4 2 6

a) Calcula el determinant de la matriu 34 (x) iobtén el valor de x perqué aquest determinant valgui 162.

b) Demostra que la matriu B(y) no té inversa per a cap valor de y.

x+2 46| |x 46| |246| |x 46 146
a) |[A(x)|=1]2x+3 3 6|=[2x 3 6[+|3 3 6|=|2x 3 6|=x[2 3 6|=06x
d4x+4 2 6| |4x 2 6] |4 2 6] |4x 2 6 426
|34(x)| = 3%|A(x)| = 3° - 6x = 162x
|34(x)| =162 — x=1
3y+5 7 12| |3y 7 12| |5 7 12| |3y 7 12 37 12
b)|B|=|2y+3 3 6|=|2y 3 6[+|3 3 6|=[2y 3 6|=y|23 6|=0-y=0,
3y+4 2 6] 392 6] 142 61 13,2 ¢ 326

Per tant, B no té inversa.
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4 a) Estudia el rang de M segons els valors de 4 i b.

2a+b 0 0
M= a b-a 0
a 0 b-a

b) Troba M1 enelcas a=1, b=-1.

a) Veiem per a quins valors de 2 i & el determinant de M es fa zero:

20+b=0 = b==2a
|M|:(24+b)(/7—a)2:0 —

b=a
32 0 0
*Si b=a, M=|a 00
a 00
0 0 O
34 0
*Si b=-2a M=|a 32 0 i ‘=9az
0 -3z
a 0 3a
Per tant:
*Sia=6=0, ran(M)=0
*Si a=b=20, ran(M) =1
*Si b=-2a=0, ran(M) =2
*Siazbibz-2a ran(M)=3
1 0 0
b)Pera a=11i b=-1, M=|1 -2 0
1 0 =2
1 1 1 4 0 0
M=10 2 0 Adi(M*) =2 =2 0 |M| = 4
00 -2 2 0 =2
1 0 0
Aixi, M1=|1/2 -1/2 0
172 0 -=1/2

8 Si ¢}, ¢;, c3 s6n els vectors columna d'una matriu tal que [¢; ¢, ¢3| =5, calcula:
a) |e; -3¢, ¢ ¢
b) ey ¢ 2
Jle - g
a) [e1 =3¢y ¢ e3]=]ep e e3]=5
b) |ey ¢y 2¢3|=2|cy ¢y ¢3|=10

o ey e1—cy c3]=-5
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6 Estudia el rang de IV segons els valors del parametre 4:

a+l 1 1 a
N=| 1 a+1 1 a
1 1 a+l a

Busquem els valors que anul-len el determinant format per les tres primeres files i les tres primeres

columnes:
a+l 1 1
1 a+1 1 |=@+1P+1+1-@+D)-(a+1)—(a+1)=
11 a+l
a=0
:(ﬂ+1)3—3(a+1)+2=ﬂ3+3ﬂ2+3ﬂ+1—3d—3+2=ﬂ3+342=0< 3
a=—
1110
*Sia=0—>N=|1110
1110
Les tres primeres files son iguals i la 4a s6n zeros — ran (N) = 1
-2 1 1 =3
*Sia=-3 > N=|1 -2 1 -3
1 1 -2 -3

Busquem algun menor d'ordre 3 diferent de zero:

-2 1 -3 0 -2 11
1 2 3|=-31 21|=-3-9=2720 - mn(N)=3
1 1 -3 1 11

(1) Traiem —3 factor comd de la 3a columna.

*Sia=0 — mn(N)=3

t -1 4
7 Considera la matriu A= 3 ¢ 0]
-1 0 1
a) Determina per a quins valors de # la matriu A és regular.
100
b)Pera ¢=1, trobala matriu X que verifica AXA'=B si B=[110
001
t -1 4 t -1 4+t
-1 4+¢
a3 ¢t 0|=|3 ¢t 3 :—‘ 3 =(3-4t-t3=1?+4t+3=0 - r=-1, t=-3
-1 0 1 -1 0 O
A téinversasi t=—-1 i t=-3.
b)AXA'=B - X=A"'BA
1 1 -4
A*lzé 35 12
11 4
1 1 —-4\(100\/1 -14 9 -1 4 9/8 —-1/8 1/2
X=%—3512 110]|3 10=%5 3 20|=[5/8 3/8 5/2
11 4/\001/\-1 0 1 1 -1 12 1/8 —1/8 3/2
9/8 -1/8 1/2
X=1|5/8 3/8 5/2
1/8 -1/8 3/2



