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Els fardells de cereal

Resol el problema xines dels fardells de cereal procedint de manera similar a com ho van resoldre ells.
Recorda el métode de Gauss que vas aprendre el curs passat i tingues en compte que, en els quadres,
les equacions estan descrites en columnes en lloc de files.

Anomenem:
x = 1r cereal
y = 2n cereal
2 = 3r cereal

De I'enunciat deduim les equacions:

3x+2y+ z=39 321(39 (32 1]39
2x+3y+ z=34; — |2 3 1|34|=(0 5 1 |24
x+2y+32=26 12326/ 100 3699
Solucié:
-z 37 2o 17 99 _11
- 3 T 40075 T4 *T 3674
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1 Cert o fals?

a) En un sistema d'equacions amb dues incognites (x, y) 'equacié x +y =4 té, entre d'altres, la
solucié (3, 1).

b) En un sistema amb tres incognites (x, y, 2) 1'equacié x + y =4 no té sentit.
g Nz q Jy

©) En un sistema amb tres incognites (x, y, 2) 'equacié x + y =4 si que té sentit. Representa un

pla. Algunes solucions sén (3, 1, 0), (3, 1, 7), (3, 1, —-4).
d) Si som en el pla (dues incognites, x, y) 1'equacié y =0 represental'eix X.
e) Si som en l'espai (tres incognites, x, y, 2) 1'equacié y =0 representa el pla XZ.
a) Cert, perque 3 + 1 = 4.
b) Fals. En una equaci6 no han d'apareixer totes les incognites.
¢) Cert. El valor de la tercera coordenada pot ser qualsevol.
d) Cert. En l'eix X tots els punts tenen la segona coordenada igual a zero.

e) Cert. En el pla XZ tots els punts tenen la segona coordenada igual a zero.

2 Sense resoldre'ls, explica per qué s6n equivalents els parells de sistemes segiients:

){x+_y=5 x+y=5
Yw-y=7 3x =12

b){x+y—z=5 z=2
x+y =7 x+y =7

X+ y—-2z=5 =2
oy x+y =7
X+ =7
2 +2y—2=12
x+ y—z=11 x+y—-z=11
d)
x+2y—-2=7 y =-4
a) Hem substituit la segona equacié pel resultat de sumar les dues que teniem.
b) Hem substituit la primera equacié pel resultat de restar-li a la segona equacié la primera.
) En el primer sistema, la tercera equacié s'obté sumant les dues primeres. La resta és igual que en b).

d) Hem substituit la segona equacié pel resultat de restar-li a la segona equacié la primera.
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3 Resol i interpreta geométricament els sistemes d'equacions segiients:
2x+ y=1 X+ y+2=06 X+y+2=06 X+y+2=06
a)\3x+2y=4 b) y-2z=1 )1x+y+z=0 d) y-2z=1
x+ y=3 x+2y =7 x -z2=0 z=1

a) 2x+ y=1] = y=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5
x+ y=3] - y=3-x
Vegem si compleix la 2a equacié: 3-(-2) +2-5=-6+10=4
Solucié: x=-2, y=5. Son tres rectes que es tallen en el punt (-2, 5).
b) x+ y+2=06
y—z=1¢ La3aequaci6 s'obté sumant les dues primeres; podem prescindir-ne.
x+2y =7
x+y=06-2| x=6-2—-y=6-2-1-2=5-22
y=1l+z]) y=1l+2z
Solucié: x=5-2A, y=1+ A, z=A. Sbn tres plans que es tallen en una recta.
) x+y+z=06
x+y+z=0¢ Les dues primeres equacions es contradiuen.
x —x=0
El sistema és incompatible. Els dos primers plans sén paral-lels i el tercer els talla.
d) x+y+z=6] z=1
y—z=1p y=l+z=2
z=1) x=6-y—-2=6-2-1=3

Solucié: x=3, y=2, z=1. S6n tres plans que es tallen en el punt (3, 2, 1).

4 a) Resol aquest sistema:

x+2y=3
x— y=4

b) Afegeix una tercera equacié de manera que continui sent compatible.
¢) Afegeix una tercera equacié de manera que el sistema sigui incompatible.

d) Interpreta geométricament el que has fet en cada cas.

) x+2y:3} x=3—2y} 3-2y=4+y o -1=3y - y=%
2 x—y=4) x=4+ y) _4,-4_1_11
SETYERTEES
Solucié: x = Tl, y= —371

b) Per exemple: 2x + y =7 (suma de les dues anteriors)

c) Per exemple: 2x+y=9
d) Ena) — S6n dues rectes que es tallen en (131, _1)

Enb) — Lanova recta també passa per (IT, =1

—_

S~——

Z

0 existeix cap punt comdu a les tres rectes.

Enc) — Lanova recta no passa per (%, _3—1> .
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5 Reconeix com a esgraonats els sistemes segiients i resol-los:
3 _7 2x =6 2x -2t=6 2x +3z2=0
){ %—2y5 b)) x+y+3z=7 04y x+y+3z =7 d)| x+3y- 2=7
= 5 - z-4 Sx - z+ t=4 b 4
7
a) 3x =7 x=§ ., 7 -4
x—2)/:5} x-5 -4 Solucio: x:?,y: 3
777273
b) 2x =6| 2x =6| x=3
x+y+3z=7¢ 5x —z=4¢+ z=5x—-4=11
5x — z=4| x+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29

Solucié: x =3, y=-29, z=11

c) 2x —2t=6| 2x =6+2¢| x=3+¢
X+ y+32 =7+ 5% — z=4— ty z2=5x—4+t=11+6¢
S5x —z+ t=4 x+y+3z=7 y=7—-x—-32=-29-19¢

Solucions: x=3+ A, y=-29—-19A, z=11+06A, t=A

d) 2x +3z2=0]| 4x =4| x=1

Xx+3y— z=7} 2x  +3z=0} z=—2X _ =2

3 3
4 -4 3y— z=7 _7—x+z _16
i T Esrl =T 9
Solucz'o’:x:l,y:i, P

9 3

6 Sén esgraonats aquests sistemes? Resol-los:

) I z+ t=3
) 2y+ z_l b) x+y+z=7 ) X+yY+z=3 d y+3z-2t=4
2 2y ) _1 2x -—z=4 ¢ x—-y =2 2z =2
rrayres= x — z+2t=5
a) 2y+ z=1 2y =1 )’=%
2y =1 2y+z=1; 2=1-2y=0
x+2y+2z=1| x+2y+2z=1| x=1-2y—-2=0
Solucz'o’:x:O,y:%, z=0
z
b) x+y+z=7| 2x =4+z x=2+§
2x  —z=4] x+y=7-z y=7—z—x= _3z

2
Solucions: x=2+ A, y=5-3\, z=2A

o) x+y+z=3|x =2+y| x=2+y
x—y =2 x+z=3-y| z2=3-y-2-y=1-2

Solucions: x=2+A, y=A, z=1-2A
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d) z+ t=3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ t=3| t=3-2=2
2z =2 y+3z2-2t=4| y=4-3z+2t=5
X — Z2+2t=5| x — z2+2t=5| x=5+2—-2¢t=2
Solucié: x=2, y=5, z=1, t=2
Pagina 95
7 Transforma en esgraonats i resol.
3% - —4 6 x— y+3z =0
) 2x—3y=21 b) oy z—; | Yryre= i 4 3x -2y -5z +7w=-32
Y135 + y=4 x+2y+ z_6 ¢ 3x—y—z—; x+2y— z+3w=18
Try- &= rryres x=3y+ z+2w=-26
a) 2x—3y=21]| () 2% —3y=21 x=321 ,
3ev y=4 | 3@ 1w =33] y=E57=5
Solucié: x=3, y=-5
b) x— y+3z=—4| (la x— y+3z=—4| (a x— y+3z=—4
x+ y+ z= 2 (a-(la 2y—2z= 6, (2):2 y— z= 3
x+2y— z= 6| Ba-(la 3y—4z=10| (3 3y —4z =10
(1a) x—y+3z=—4| z=-1
(2a) y— z= 3 y=3+z=2
(3a) -3 - (2a) —z= 1| x=—4+y-3z=1
Solucié: x=1, y=2, z=-1
0 x+y+z= 2 (;a) 1 x+2y+2z= lg (13) x4y+2-6
Yoymas—ar GIn() T TeEET 2a): (2) y+z=5
3x+y+z= 8| (a-3-(a -2y-2z=-10
(Podem prescindir de la 3a, perqueé és igual que la 2a).
X+y=6—2z| x=6-2—y=6-2-5+z=1
y=5-z| y=5-z2
Solucions: x=1, y=5-N\, z=4A
d x- y+3z = 0 (1) x— y+ 3z = 0 (1a)
3x -2y —5z+7w=-32| (29-3-(la) y—ldz+7w=-32| (a
x+2y— z+3w= 18| Ga-(a 3y— 4z+3w= 18| (Ga-3-(2a
x-3y+ z+2w= 26| (= —2y— 2z+2w=-26| (@a)+2-(2a)
x—y+ 3z = 0| (1 x—y+ 3z - o] w=0
y—ldz +7w=-32| (a y—ldz +7w=-32 z=%=3
382—1811/:114 (32):2 192 — 9w = 57 y:_32+14z_7w:10
—30z +16w=-90| 15-3a)+19-(4a) 34w= 0 woy—3z-1

Solucié: x=1, y=10, 2=3, w=0
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8 Cert o fals?

a) En aplicar el métode de Gauss, és possible que un sistema incompatible donilloc a un d’esgraonat
compatible. O viceversa.

b) En aplicar el metode de Gauss, el sistema esgraonat al qual s’arriba finalment és del mateix tipus

que el sistema inicial, ja que tots els passos que es donen transformen cada sistema en un altre
d'equivalent a aquell.

a) Fals. Les solucions d'un sistema no depenen del métode emprat per resoldre'l.

b) Cert. Les solucions d'un sistema no depenen del meétode emprat per resoldre'l.
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9 Resol aquests sistemes d'equacions fent servir el meétode de Gauss:

X+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—2y =-3

a)) 3x-2y— z=4 b) \-2x-3y+ z=2 )1 2x+3y+ z=4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—-5z=4

a)  x+ y+ z=2 1 1 12 (1a) 11 112
3x-2y— z=4 3 2-14| = @a-3-(la 0-5-4-2| =
2x+ y+2z=2 21 22 (32) + 2 - (1a) 03 4 6

- 2) 2=3
(1a) 1 1 1]2 X+ y+ z
S oea-( 054 2| >  Sy+dz=2 )/:2_54z:—2
(30)-5+(2) 3 00 8 24 20-24) o5y o
Solucié: x=1, y=-2, z=3

b) 3x-4y+2z=1 3 —4 2|1 (1a) -2 - (3a) -7 =2 0/-9
2x-3y+ z=2 -2 3 12| > (a-3a -7 =2 0/-3
S5x— y+ 2=5 5 -1 15 (3a) 5 115
Les dues primeres equacions es contradiuen. El sistema és incompatible.

o x-2 =-3 1 -2 0 -3 (1a) 1 -2 0|-3
2x+3y+ z=4; (-2 3 1 4| - @a+2-(la) 0-11-=2| =
2x+ y—5z= 4 2 1 -5 4 (Ba)-2- (1a) 0 5 =510

(12 1-20-3 x=2y =-3| x=-3+2y
— (2 0-11(=2| —

yiz=2[ z=2
(Ga)+5- (22) 0000 yrE gEmer )

Solucions: x=-3 +2\, y=A, z=-2+A
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10 Resol per mitja del métode de Gauss.

2% =2 2x— y  + w=0 2x— y  + w=9
Yo yraEs x—2y+z =0 x-2y+z =11
a)1—=x+3y+ z=3 b) c)
5527 5— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
¥royro== 5x—-2y-z+2w=0 S5x—2y-z+2w=0
Q) x-— y+2z=2 1 -1 22 (1a) 1 -12(2
—x+3y+ z=3¢ (-1 3 13| = @a+(la 0235 —
X+ y+5z=7 1 157 (3a) - (1a) 0 2 35
x— y+22=2| x— y=2—22} x:25‘23z+y5 ;
- - -5_ -2=%z _D 0%
2y+3z=5 2y=5-3z| y 5 )
9 5 _32_9 7z
x=2-2z+ > 2 =5 >
Solucions: x = %—77\., y=%—37w, z=2A\
b) 2x— y + w=0 2-1 0 10 (1a)
Xx=2y+z =0 121 0|0 (2a)
%
S5x— y+z+ w=0 5-1 110 (3a) - (1a)
S5x=2y—z+2w=0 5-2-120 (42)-2- (1)
2-1 0 1/0 (1a) 2-1 0 1|0 2x— y +w=0[ x=0
12100 (2a) 12100 x=2y+z =0 2=0
30 100 G+ 40 0 00|  4x -0f y=0
1 0 =100 (4a) 1 0 =100 x -z =0| w=0
Solucié: x=0, y=0, 2=0, w=0
c) 2x— y + w= 9 2-1 019 (1a)
x-2y+2 =11 1 -2 1 0|11 (2a)
Sx— yrz+ w=24( |5-1 1 124] 7 Go-00)
S5x=2y—z+2w= 0 5-2-120 (42) =2 - (1)
2-10 1|9 (1a) 2-10 1|9 2x— y  tw= 9
1 -2 1 0|11 (2a) 1 -2 1 0|11 x—-2y+z = 11
30 10 15| G« 40 00 -3 4 - -3
1l 0 -1 0|-18 (42) 1 0 -1 0-18 x -z =-18
-3 69 x+z—-11 11 53
el —x+18= 92 - x+z—-11 _ 11 ~9_2 - 23
x=— z=x+18 % ¥ 5 4 w=9-2x+y 4
Solucio: x=_4—3, y=%, z=679, w=573
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11 Discuteix, en funcié de A, aquests sistemes d'equacions:
4x+2y =k 4x+2y =k
a)y x+ y—z=2 b)y x+ y—-2=2
kx+ y+z=1 kx+ y+2=0
) 4x+2y  =k| [42 0k a 4 2 0]k (a 4 2 0] k
x+ y—z=2 11-12)—> 1 1-1/2]—> @ 1 1-1| 2
kx + y+z=1 EF1 111 (3a) + (2a) kF+1 2 03 (32) — (1a) EF—=30 0|3-F
* Si k=3, queda:
42 0|k
x+ y—z=2| x—-z=2-y 3-2y 3 y
Ll-12) = 4x +2y =3} 4x =3—2y} — x= 4 4 2
00 010
~ 3= 5+ 5y
Z—X—2+J/—T—2+_y— 4 _T-'-?
Sistema incompatible indeterminat.
Solucions: x= > — N, y =2, =24
4 4
* Si k=3, é compatible determinat. El resolem:
x+ y—z=2
4x +2y =k X = 2_§ =—1;y=%=k;4=2+§
(k-3)x =3-4 B
z=x+)/—2=—1+2+§— =—1+§
Solucié: x=-1, y=2+ %, z:_1+§
b) 4x+2y k| (42 0]k a0 4 2 0k (a 4 2 0] k
X+ y—z=2 11 -1[2]—> 1 1 -1{2]—> 1 1-1 2
kx+ y+z=0[ \k 1 10 (3) + (2a) EF+1 2 02 (32) - (1a) E-30 02—k
* Si k=3, queda:
42 013
1 1 -1 2| Elsistema és incompatible.
00 0/|-1
* Si k=3, és compatible determinat. El resolem:
X+ y—2z= 2 5
4x+2-y — k xzﬁ—_é;_)/: k—24X:k22k88
(k-=3)x =(2-4) - B

o2k K+k-8 o kK —5k+8
By Tt -3 2T 26

Solucié: x =

ko _ K sk-8 __k*—5k+8
3

2
k— 2k -6
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12 Discuteix aquests sistemes d'equacions en funcié de k:

kx+y—-2z=8 x+ y+ z=1
a)) x+y+2=0 b) y+hkz=1
2x  +z=Fk x+2y =k
a) kx+y—-z=8| [k 1-138 (1a) - (2a) k-1 0 -28 (1a) +2 - (3a) k+3 0 0 8+2k
x+y+2z=0 11 1 0]—= a 1 1 10— (a 1 11 0
2x +z=k| \20 1 |k (32) 2 01|k (3a) 2 01 &
* Si k=-3, queda:
0002
1 11 0| Sistema incompatible.
2013

* Si k=-3, és compatible determinat. El resolem:

(k+3)x =8+2k
x+y+z=0
2x  +z=Fk
_ 8+2k
k+3
o K —k-16
z=k—2x= Fi3
= —y— _M
JyEmE k+3
o 8+2k . —k*—k+8 __ k*—k-16
Solucid: x = 1.3 )" P3O °T T3
b) x+ y+ z=1 111]1 (1a) 111 1 (1a) 11 1 1
y+kz=1¢101 k1] (22 01 £ 1 |- @ 01 4 1
X+2y =t 1204 (32) — (1a) 01 -1k-1 (3a) — (2a) 00 -1-Fk|k-2
* Si k=-1, queda:
11 11
0 1 -1 1| Sistema incompatible.
00 0]-3
* Si k=1, és compatible determinat. El resolem:
x+y + z=1
y +hkz=1
(-1-kz=Fk-2
_ k=2 _2-F
SRR Y R gy
2-k\_ oy 2k—k 14 k=2k+ k11— k+k?
}’+k<1+k>—1—>}/—1 1+k 1+k o 1+k
e 1kt k 2k lak—1+k—kP—2+k _ —2+3k—k*
¥=l-y-z=1 1+£ 1+k 1+4 - 1+4
2 2
Solucid: x - —2+3k—Fk _1-—Fk+k _ 2k

1+k )= 1+ 4 e 1+4
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13 Aplica el teorema de Rouché per esbrinar si els sistemes segiients sén compatibles o incompati-

bles:

3x-2y=5 dx+ 5y=7 X+ y+2z =7
a)| x+3y=-2 b) 2x—- y=0 ) {3x— y +4t=1

2x— y=3 7x+ 11y =4 x-3y—-4z+4t=06
a) 3x—2y= 5 3 -2 3-25

x+3y=21 A=[1 3| A'=|1 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2-13

3-2
| ‘=ll¢0—>mn(A)=2

13 El sistema és compatible.
[A1=0 — ran(A)=2
b) 4x+ 5y=7 4 5 4 57
2x— y=0 A=12 -1| A'=({2 -1 0
Tx+1ly=4 7 11 7 11 4

|A'| =147 20 — ran(A") =3 2z ran(A) = 2

El sistema és incompatible.

0 x+ y+2z =7 11 20 11 2 07
3x— y+  4r=1y A=[3-1 0 4| A'=[3-1 0 41
x—3y—4z+4r=06 1 -3 -44 1 -3-446

Calculem el rang de A:

11 11 2 110
‘ ‘:—4¢0; 3 -1 01(=0;(3-14|=0 — ran(d) =2
3 -1

1 -3 -4 1 34

Calculem el rang de A"

117
3 -11(=-76 - ran(A") =3 =ran(A)
136

El sistema és incompatible.
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14 Seguint el mateix procés que en I'exercici anterior, esbrina si els sistemes segiients sén compati-
bles o incompatibles:

x+3y-2z=1 x+3y-z=1 X+ y+23 =7
a) 12x +z=2 b) 12x +z=2 ©)3x— y +4r=1
2y-2=0 2y-z=5 x-3y—4z+4t=-13
a) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -11
2x +z=2py A=(2 0 1] A'=|2 0 1 2
2y—z=0 02 -1 02 -10

Calculem el rang de A:
i

20 =—6201i|A|=0 > ran(d)=2

Calculem el rang de A":

131
2 0 2|=0 (perquelalaila3acolumna sén iguals) — ran(A’) =2 = ran(A)
020

El sistema és compatible.

Observacié: Com que la 4a columna de A’ ila la sén iguals, necessariament ran(A') = ran(A);
és a dir, el sistema és compatible.

b) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x +z=2y A=12 0 1 A'=(2 0 1 2
2—z=5 02 -1 02 -15

Sabem que ran(A) =2 (veure apartat a) d'aquest exercici).

Calculem el rang de A"

1 3
20 ==3020 = ran(A') =3 = ran(A)
0 2

NN =

El sistema és incompatible.

) x4+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4r= 1 A=13 -1 0 4] A'=[(3 -1 0 4 1
x—3y—4z+4r=-13 1 -3 -4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabem que ran(A) =2 (veure apartat ¢) de l'exercici anterior).

Calculem el rang de A"

1 1 7
3 -1 1 |=0—> man(d)=2=rmn(d)
1 -3 -13

El sistema és compatible.
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15 Enuncia la regla de Cramer per a un sistema de tres equacions amb tres incognites.

anx +ap) +a13%8=1~0;
anX taxp)y+ayzs=c~c
31X +d3p) + 4333 =C3

an a2 ais
Si |A|=|a21 a2 a23| 20 = ran(4) =3 =ran(4)
431 432 433

Per tant, el sistema és compatible.
Ad 1AL 1A
b - b -
gl |4 |4
A, ésla matriu que resulta de substituir en la matriu A la columna dels coeficients de x per la co-

lumna dels termes independents. Analogament, A, i A, s'obtenen substituint en A la columna dels
coeficients de la incognita corresponent per la dels termes independents.

La seva solucié és: x =

16 Fent servir la regla de Cramer, resol el sistema d'equacions segiient:
g q gu

x—3y+5z=-24
2x— y+4z=-8

X+ Yy =9
x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z=-8 |A|=12 -1 4]=-1=0
X+ ) =9 1 1 0
24 -3 5 1 24 5 1 -3 24
|A|=|-8 -1 4[=-7;]A4)|=|2 -8 4|=-2; |4=|2 -1 -8]=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Per tant: x=7, y=2, z=-5

Pagina 103
1'7 Demostra la regla de Cramer per a un sistema de tres equacions amb tres incognites, procedint
analogament a com s’ha fet en aquesta pagina.
Tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites:

ﬂllx+ﬂ12y+ﬂ13Z=C1 all ai2 413
ﬂzlx + [Zzz)/ + ﬂ23z = C2 5 amb |A| =421 a22 4a23| # O
az1X +dzy) +az3z2=1Cy a31 432 433

Hem d'aillar cada una de les incognites. Comencem per la x.

Per aillar x, hem d'eliminar y i z. Aix0 s'aconsegueix multiplicant les tres equacions, que anomenem
(1), (2) i (3), pels adjunts dels coeficients de la x:

(1) - Ay = ay Apx+apy Apy+ a3 Apz = Ay
(2) - Ay = ay Ayyx+ ay; Ayyy+ ay3 Ayz =04y,

(3) - A3y = azy Azyx + azy Aszyy + as3 Az1z = ;343
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Sumant, obtenim una igualtat que analitzarem per parts:
* El coeficient de la x és:
ay Ay + ay) Ay + az) Az = |4
* El coeficient de la y és:
ap Ay + ayy Ay y+ azy Az =0
Analogament, es veu que el coeficient de z és zero.
* El terme independent és:

ey Ajy + ¢y Ay + 3 A3y, que és el determinant de la matriu A, que resulta en substituir en A
la columna dels coeficients de x per la columna dels termes independents:

€1 a2 a3
A.=|c2 a2 a2
€3 a3 a3z

Resumim: En fer la suma (1) - A}y + (2) - Ay; + (3) - A3, obtenim:
|Alx+0y+0z=|A4,]
Com que |A4]| =0, podem aillar la x, i obtenim:

|44
X =
4]
Per aillar la y hauriem de multiplicar les equacions (1), (2) i (3) per Ay, Ay, i Asz,, respectivament.
Procediriem analogament per aillar z, obtenint:
|4, |42
Y= %=
4] 4]




BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Matematiques I

Unitat 3. Sistemes d'equacions

E Aplicacié de la regla de Cramer a sistemes qualssevol

Pagina 105

18 Resol els sistemes d'equacions segiients:

=3
x— y+3z=1 x— y+3z=1 x+y+z_5 3x+4y=4
a)13x— y+2z=3 b) {3x— y+2z=3 c) . J’+z_4 d)y 2x+6y=23
-2y+7z=0 -2y+72=10 Sx—y+z=6 2x+3y=1
Q) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 31
3x— y+2z=3p A=|3 -1 2| A'=(3 -1 2 3
-2y+72z=0 0 -2 7 0 -2 70
Calculem el rang de A:
b L0 4)=0 A) =2
0 o|=2* i|Al=0 - rman(A) =
Calculem el rang de A"
1 -1 1
3 -1 3|=0 (lalaila3acolumnasén iguals) — ran(Ad’) =2
0 20

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 2a equacié:

x_y+3z:1}x—y=1—3z—>x=y+1—3z=1+%
—2y+72=0 =Tz - y=%
Solucions: x=1+X, y=7\, z=2A
b) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 31
3x— y+2z=3 ¢ A=|3 -1 2| A'=(3 -1 2 3
-2y+7z=10 0 -2 7 0 -2 710
Sabem, per l'apartat a), que ran(4) = 2.
Calculem el rang de A":
1 -1 1
3 -1 3[=2020 = ran(A")=3=mn(4)
0 -2 10
El sistema és incompatible.
o x+y =3 1 0 1 1 03
y+z=5 |0 1 , |01 15
x+z=4A_101A_1014
Sx—y+2=0 5 -1 1 5 -1 1|6
1 10
Comque [0 1 1{=220 — rn(d)=3
1 01

Calculem el rang de A":
|A'|=0 = ran(A) =3



: . : . BARCAN®VA
Unitat 3. Sistemes d'equacions WA

Matematiques I

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de 1'dltima equacié i aplicar la
regla de Cramer:

1 1 30 113
511 051 015
140 1] o 114 1] 4 0 |10 4] ¢
Tk i bl b Tl St Tl
Solucid: x=1, y=2, z=3
d) 3x+4y=4 3 4 3 4 4
2x+6y=23p A=|2 6| A'=[2 6 23
2x+3y=1 23 231

Com que |A'| =-309 = 0, llavors ran(A') = 3 = ran(A).

El sistema és incompatible.
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19 Resol els sistemes d'equacions segiients:
’3x—5y+z=0 x— y— z=0
a)) x-2y+2=0 b)x+ y+3z=0
| x+y =0 x-5y-92=0
x+1ly—4z=0 5 0
2x+ 4+ 2=0 rryro® h
c) d)3x-y -2t=0
x+ y-—-2z=0 £20
2x-16y+52=0 Yoyr o gm =
a) 3x—57+2=0 3 51
x=2y+z=0p |A|=]1 -2 1{=-5=20
x+y =0 1 10
Per tant, ran(A) = 3 = nre. d'incognites.
El sistema només t la solucié trivial: x=0, y=0, z2=0
b)x— y— 2=0 1 -1 -1
x+ y+3z=0p |[A|=|1 1 3[=0
x=5y-9z=0 I -5 -9
1 -1
Seleccionem el menor 11 =220 = ran(d)=2

Podem suprimir la 3a equacié i passar la z al segon membre:

X—J)=2 } y-2 } Solucions: x =N, y=-2A, z=L

x+y=-3z| y=-2z
c 11y—4z=0
) xelly—dz 1 11 —4
2x+ 4y+ z2=0 . )
-2 4 1 |=-18 — rman(A) =3 = nre. d'incognites.
x+ y—-2z=0 1 1
2x— 16y +52=0 B

El sistema només té la solucié trivial: x=0, y=0, z2=0

d) x+y+5z =0 1 1 50
3x—y  —2=0¢ A=[3 -1 0 -2
x—y+ z— t=0 1 -1 1/ -1
1 15
3 -1 0[=-1420 - mn(d)=3
1 -1 1

Per resoldre'l, passem la 7 al 2n membre:

Xx+y+5z=0

3x—y =2t

X—y+ z=t
0 1 5 1 5

2t -1 0 3 2t 0 3 -1 2¢
1 1

Z'—ll__']t_i. B 3 .
14 -S4 20T T Oi T4 14 _14

X =

Solucions: x=N\, y=-\, =0, t=2A
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20 Resol aquests sistemes:

x—2y+3z=0
) y+ 2=0
2 x-3y+2z=0
(—x + 5y =0
[(x - 2y + 32 = 0
y+ z2=20
b) x -3y +2z =0
—x + 5y + 3z =0
x +3z =0
) y - t=0
) x+ ¥y +2t=
(2x+2y+3z+ =0
x + 3z =0
y -t =0
d x + ¥ + 2t =0
2x + 2y + 3z + 9t = 0
Q) x-2y4+3z=0 1 2 3
7+ 2z=0 [0 11
s—3yi2:-0[ 24711 32
—x + 5y =0 -1 5 0
Calculem el rang de A:
D) 1 -2 3 1 -2 3
‘0 1‘:1¢0;0 1 1|=0;10 1 1|=0
1 -3 2 -1 5 0

Per tant, ran(A) = 2. Elsistema és compatible indeterminat.
Per resoldre'l, podem prescindir de les dues tltimes equacions i passar la z al segon membre:
x—2y=—3z} x=—3z+2y=—3z—2z=—52}
y=-2z | y=-2
Solucions: x =-5\, y=-A, 2=\

b) x—2y+3z=0

ORI 5 iatala la, 2ai4
x—3)/+22=0 menor associat a la 1a, Za1 aequacm es:
—x+5y+3Z=0

1 2 3

0 1 1(=3=0 — ran(A) =3 = nre. d'incognites

-1 5 3

El sistema té solucié tnica, que és la solucié trivial pel fet de ser homogeni.

Solucié: x=0, y=0, z2=0
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) X +3z =0 1 030
y —t=0]  [o10 1|
X+ y +2t=0 A= 1 102 > 141=0
2x+2y+3z+ t=0 22 31
1 0 3
01 0[=-320 — man(A) =3 < nre. d'incognites.
1 10

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié i passar la ¢
al segon membre:

x— 3z=0 z:_—;:%:t
y =t Jy=t
X+ =-2t| x=-2t—y=-2t—-t=-3¢

Solucions: x=-3\, y=A, z=A, t=1A

d x +3z =0 103 0
y - =0 o1 o -1 e
X+ y +2t=0 - |A|— 110 2 =-2420 — mn(A)—4—nre.dmcogmtes
2x+2y+3z+9t=0 223 9

El sistema té solucié unica, que és la solucié trivial per ser homogeni.

Solucié: x=0, y=0, 2=0, t=0
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21 Discuteix i resol.

x+ y+az=0 x+ y=Fk
a) yax— y =-1 b) {kx— y=13
x+4y+62=0 5x+3y=16
Q) x4 y+az=0 1 1 a 1 1 210
ax— y =-1¢ > A=|a -1 O|; A'=|a -1 0 -1
x+4y+06z=0 1 4 6 1 4 6|0
e s AT a=2
|A|=4ﬂ2—5ﬂ—6=0 N Si 2és+96:518121 :5i811 < 3
a=—
4

* Si a=2, queda:

1 1210 1
A'=12 -1|/0]|-1 Agafem el menor: 5 _1‘ =320 = mnld)=2
1 4 6|0
%,—/
A
1 1 O
2 -1 -1{=320 — mn(A") =3 =ran(A) — Elsistema és incompatible.
1 4 0
* Si d=—%, queda:
1 1 -3/4| 0 1 1
A'=|-3/4 -1 0 | —-1| Agafem el menor: =L .o > ran(A) =2
— -3/4 -1| 4
1 4 6 0
[ S —
A
1 1 0
-3/4 -1 -1|=3=0 — ran(A") =3 = ran(A) — Elsistema és incompatible.
1 4 0

*Sia=21ia=-3/4 = ran(A) = ran(A") = nre. d'incognites = 3, el sistema és compatible determi-
nat. El resolem:

0 1 a 1 0 «
-1 -1 0 a -1 0
0 4 6 6 — 4a 1 0 6 -6
Y=" ) S ) =72
4a°-52—-6 4a”—-5a-6 4a“-542—-6 4a“-5a-06
1 1 O
a -1 -1
1 4 0 3

4a* —54-6 4a*—5a-6

6—4a a—06 3
y = z =
4a*> —54—-6 J

Solucié: x =

4a* —54-6 4a® —54—-6



BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Matematiques I

Unitat 3. Sistemes d'equacions

b) x+ y=£ 11k
kx— y=13¢ — A'= |k -1 13
5x +3y=16 5 316
—
A
k=2
4] =3k> 11k +10=0 — = 1EVIZIZ120 1121 — @
6 6 k:?
* Si k=2, queda:
1 1]2
A'={2 -1]13
5 3 16
—
A
1
Agafem el menor: 2 —1‘ =320 = ran(A) = ran(A’) = 2 = nre. d'incognites

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 3a equacié:

x+y=2

2x—}/=13} Sumant: 3x=15 — x=5; y=2-x=2-5=-3

Solucié: x=5, y=-3
e Si k= %, queda:

1 1 /5/3
A'=|(5/3 -1 13
5 3116
R—
A

1 1
’ ‘: =8 0 = ram (A) = ran(A’) = 2 = nre. d'incognites

5/3 1| 3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 3a equacié:

P
%X—y:B
Sumant: %x:% — x:%:%; y= %—x:%_%:%
Solucié: x = 17 y= %
5

e Si k=22 i k= 3 — ran(A') =3 = ran(A), el sistema és incompatible.
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22 Discuteix i resol, en funcié del parametre a4, el sistema d'equacions segiient:

(a-Dx+ y=0
(@a-1)x+(@a+1)y=0

(@a-1)x+ y=0
(a—1Dx+(a+1)y=0

4 a—1 1
“\a-1 a+1
1 1 =0

* Si =0, queda:

- -0
s } y=x — Sistema compatible indeterminat.
—x+y=0

Solucions: x=N\, y=»A
* Si =1, queda:

y=01 . g .

2- O} Sistema compatible indeterminat.
Solucions: x=\, y=0

*Siaz0iazl = ran(d)=2

El sistema té només la solucié trivial: x=0, y=0
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23 Expressa en forma matricial i resol aquests sistemes d'equacions:

x— y— 2=06
2 — =
a) —x +3z=2 b) *= y=7
x—-2y=11
—2x+5y-3z=0
a) x- y— z=6 1 -1 -1\ /x 6
—x +3z=2; > (-1 0 3 y]=12
—2x+5y-3z=0 -2 5 -3/ \z/ \0
—_— = —
A .X =B
En I'exercici 1 de la pagina 78 hem calculat 47"
15 8 3\ (6 106
A-X=B - X=A""-B=|9 5 2|-[2]=] o4
5 3 1/ \0 36

Solucié: x =106, y= 64, z=36

b)2x— y=7 2 -1\ [x 7
x—2y=11 7 \1 2)\y/)7\11

—_— =~

B . X-C

En I'exercici 1 de la pagina 78 hem calculat B -1

B . __1—21 7__1—3_1
v oo (2 7)o (2

Solucié: x=1, y=-5

24 Expressa en forma matricial i resol.

x-2y-3z—-t=0 x+y =5
y+2z =4 y+z =-1
a) 2y+3z+t=1 b) z+t=4
3x -2y +t=-2 t=2
Q) x-2y_3z-1=0 1 -2 -3 -1\ (x| [0
y+2z =4 01 2 0|y 4
2p43z+0=1 | o 2 3 1[|z|7|1
3x -2y +t=-2 3 -2 0 1 t) \=2
A . X =B

Calculem la inversa de la matriu A:

|A]=-520 — existeix A7}

-5 0 -5 0
-6 3 -8 2

-1_ =1
A7 = 513 -4 4 -1
3 6 -1 -1
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-5 0 =5 0} [0 -5 1

U X-B o Xedl.po—L|70 3 =8 21040 4 | 0 10
5 3 —4 4 -1 1 5 ~10 2

3 6 -1 -1 -2 25 -5

Solucié: x=1, y=0, 2=2, t=-5

b) x+y =5 1 10 0| [x 5
=—1 11 -1

y+z N 0 0 1 )
z+t=4 0011 z 4
t=2 0001 t 2
— — —
A X = B

Resolem el sistema esgraonat.

Solucié: x=8, y=-3, 2=2, r=2
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1. Discussié de sistemes aplicant el métode de Gauss

Fes-ho tu. Discuteix i resol, en funcié de cada parametre, aplicant el métode de Gauss.

—x+my+ z=2 x+ y+ =0
a)12x— y+2z=0 b){3x+2y +az=5
-x -3z=-2 2x+ y+ z=3
-1 m 1 2\ Ga -1 0 -3 -2\ Ga
a) (2 -1 2 0| @ 2 -1 2 0] @y+2-(1a
-1 0 -3|-2) (a -1 m 1 ]2 (Ga-(a
-1 0 -3|-2\ -1 0 -3 -2
0 -1 -4 -4| @ 0 -1 -4 -4
0 m 4| 4] B3+ 0 m-1 0 0

* Si m= 1, elsistema és compatible determinat.

—x —3z=-2
—y—4z=—4 Solucié: x=-1, y=0, z=1
(m-1)y =0

* Si m=1, elsistema és compatible indeterminat.

-  —3z=-2
—y—4z=—4 Solucions: x=2-3\, y=4—4A, z=\
0y =0
1 1 1[0\ (a 1 1 1 0\ @a 1 1 1 0
b)[3 2 2 5| @)-3-(1a 0 -1 2a-3|5| @ 0 -1 2a-3 5
2 1 1|3/ (Ga-2-(la 0 -1 -1 |3/ Ga-~a 0 0 2-a|-2

* Si a=2, elsistema és compatible determinat.

x+ y+ z=0
? _3a-4 ,__2
a-2" a-2

3x+2y+az=5; Solucié: x=3, y=
2x+ y+ z2=3

Els tres plans es tallen en un punt.

* Si 2 =2, la matriu queda:

1 1 10
0 -1 -1]5
0 0 0/ =2

El sistema és incompatible. Els plans es tallen dos a dos.
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2. Discussid de sistemes aplicant el teorema de Rouché

Fes-ho tu. Discuteix els sistemes d'equacions segiients i resol-los quan siguin compatibles:

e X—y+ z=2

x+ y+ z=a-1 4
)i2x+ y+az=a b Z+y- &=
2 y mx+y+32=06

x —-2z=0

a=2
=—a2+3¢z—2=0< )
a =

x+ay+ z=1

1 11 1
A |21 a a | > |A=|2
1 a1l 1

Q =
— N =

*Siaz2iaz-1 — ran(A)=3=ran(A’) — elsistema és compatible determinat.

Per a cada valor de # diferent de —1 i 2, tenim un sistema amb solucié unica, que per la regla de

Cramer és:
a-1 11 1 a-1 1 1 1 a-1
a 1 a 2 a a 2 1 a
e 1 a 1 ~ 1 1 1 . 1 a 1
> +3a-2 J —*+3a-2 —*+3a-2
Solucié: x=a+1, y:z_d, z=——2
-1 a-1
Sén tres plans que es tallen en un punt.
e Sia=-1:
X+ y+z==2 1 1 1 |=2
2x+y—z=-1p, —> (2 1 -1|-1
x—y+z=1 1 -1 11
b1 120 A)=2
) 171 — ran(A) =
1 1 =2 El sistema és incompatible.
2 1 -1(=320 = ran(A)=3
1 -1 1

Sén tres plans que es tallen per parelles.

e Sia=2:
x+ y+ z=1 1 1 11
2x+ y+2z=27, — (2 1 2|2
x+2y+ z=1 1 2 11
bl 120 A)=2
5 1]=71% — ran(A) =

Com que la columna de termes independents és igual a la columna de coeficients de z, tenim que
ran(A") =2 = ran(A); el sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre'l, agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre:

x+y+ z=1
2x+}/+2z:2} = x=1-% y=0, 2=

Els plans es tallen en una recta.
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b) Comencem estudiant el rang de A', ja que pot ser 4:

1 -1 1 2

2 1 -1

m 1 3 6|° 12-12m
1 0 =20

*Sim=z1 — ran(A') =4 = ran(A), el sistema és incompatible.

* Si m =1, traient la tercera equacié:

1 -1 1

2 1 -1{==620 = ran(A) =3 =ran(A"), el sistema és compatible determinat.
1 0 =2

xX—y+ z=2

2x+y— z=4p Apliquem la regla de Cramer i obtenim: x=2, y=1, z=1
X — 2z=0

Els plans es tallen en un punt: P=(2, 1, 1).

Pagina 112

3. Sistemes que depenen de dos parametres

Fes-ho tu. Discuteix i resol segons els valors de m i 7 el sistema segiient:

mx+y+ z=n
X+ y+mz=2
2x+y+mz=n

Calculem el determinant de la matriu de coeficients:

m 1 1
1 1 m|l=m-1
2 1 m

*Sim=z1l = ran(A) =3 =ran(A") — el sistema és compatible determinat.
Per a cada valor de m diferent de 1, tenim un sistema amb solucié Gnica:
mx+y+ z=n

n—mn+mn+2m* —4 o _2m+2n—mn—4
m—1 ’ m—1

X+y+mz=2¢ — x=n-2, y=
2x+y+mz=n
*Sim=1in=2:
X+ty+z=n
X+y+z=2
2x+y+z=n
Les dues primeres equacions sén iguals. El sistema és compatible indeterminat.

El sistema queda:

X+y+z=2
2x+y+z=2

Passant z al segon membre obtenim: x=0, y=2-A, z=A
*Si m=11 n=2, les dues primeres equacions representen dos plans paral-lels.

El sistema és incompatible.
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4. Sistemes homogenis

Fes-ho tu. Discuteix i resol aquest sistema d'equacions:
q q

x+ y— z=0
x+3y+ z=0
3x+ay+4z=0
Es un sistema homogeni; per tant, sempre és compatible. Calculem el determinant de la matriu de coefi-
cients:
1 1 -1
1 3 1(=20-2a
3 a 4

*Sia=10 = ran(A) =3 =ran(A") — elsistema és compatible determina.
Per a cada valor de # diferent de 10, tenim un sistema amb solucié tnica: (0, 0, 0), la solucié trivial.
*Sia=10 = ran(A) =2 =ran(A") — el sistema és compatible indeterminaz.

Per resoldre'l, agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre:
X+ y= z
x+3y=—2

} Solucions: x =2\, y=—\, z=A

5. Sistemes amb més incognites que equacions

Fes-ho tu. Discuteix aquest sistema d'equacions i resol-lo en el cas que 2 = 0:
xX— y+ z— t=2
3x+ y— z =-1
xX—5y+5z—at=a+5

Com que A no és quadrada, anem a calcular el seu rang:

1 -1 1 -1
A=(3 1 -1 0| — Calculem els determinants segiients:
1 -5 5 -a
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1
‘3 1‘=4¢0, 3 1 -1(=0, (3 1 0|=16-4a
1 -5 5 1 -5 —a

*Siaz4 — ran(A) =3 = ran(A") < nre. d'incognites — el sistema és compatible indeterminat.

Passem z al segon membre com a parametre en no haver seleccionat la columna de coeficients de z per
al menor diferent de zero.

X— y+ z— t= 2
3x+ y— z = -1t 5 x=0,y=A-1, z=A, t=-1
X—5y+5z—at=a+5

*Sia=4 — ran(4d) =2

X— y+ & —t= 2

3x+ y— 2 =—1¢ Siafegim la columna de termes independents:
x—5y+5z—4r=9
1 -1 2
3 1 -1|=0 — rman(A')=2=ran(A) — elsistema és compatible indeterminat.
I -5 9

Per resoldre'l, agafem les dues primeres equacions i passem z i # al segon membre com a parametres:
X—y+z—t= 2

3x+y-z =-1 Solucions: ":%W%’y:}“%“‘%’“’%ku



BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Unitat 3. Sistemes d'equacions
Matematiques I

Exercicis i problemes guiats
Pagina 113

1. Sistema matricial
Donat aquest sistema d'equacions:
X—y+mz=m
mx+y— z=m
(m+1)x + z=m+2
troba la matriu A™'B, sense calcular la matriu inversade A, si A és la matriu de coeficientsi B la

de termes independents.

x
) X=|y|=A4"'B
z
b)AX=AA"'B=B
c) X ésla solucié del sistema:
X—y+mz=m
mx+y— z=m
(m+1)x+ z=m+2

Perque existeixi AL, el sistema ha de tenir solucié tnica.

1 -1 m
[Al=| m 1 -1|=-m?+m+2=0
m+1 0 1

Pertant, m=—-1 i m=2.

En aquest cas,

m -1 m 1 m m
m 1 -1 m m -1
m+2 0 1 P ) m+l m+2 1 i ema2
x= 2 ) =1 y= 2 ) =1
—-m"+m+2 —-m"+m+2 —-m"+m+2 —-m"+m+2
1 -1 m
m 1 m
e m+l 0 m+2 _—m2+m+2_1
B —m* v m+2 S mPema2
1
Solucié: X= 11
1

2. Sistemes amb infinites solucions

Siguin S i S' dos sistemes d’equacions amb dues incognites que difereixen només en els termes in-
dependents. Si S és compatible indeterminat, ho és també S'?

Si § és compatible indeterminat significa que la columna de termes independents és linealment depen-
dent de les columnes dels coeficients.

En canviar els termes independents, canviem la columna corresponent i pot ser que sigui linealment inde-
pendent amb les anteriors; per tant, pot ser que el sistema resulti ser incompatible.
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3. Sistema compatible per a qualsevol valor del parametre
Sigui el sistema d'equacions:
ax+ y+ z=a+2
2x—ay+ z=-2
xX—- )+ az = a
a) Comprova que és compatible per a qualsevol valor de a.
b) Calcula la solucié en forma matricial en el cas a = 0.

¢) Resol per a a =1 fent servir el métode de Gauss.

a 1 1
Q|2 -2 1|==4%-1=0 > a=-1
1 -1 a

*Si a=—-1 — ran(A) =3 =rn(A") — Elsistema és compatible determinat, té soluci6 tnica.
*Si a=-1:

—x+y+z= 1

2x+ y+z= 2
x—y—z=-1

B (A) =2

2 1|7 —J # —> ran =

Afegim la columna de termes independents:

-1 1 1

2 1 2|=0— man(A)=2=ran(A)
1 -1 -1

El sistema és compatible indeterminat, té infinites solucions.

Es compatible per a qualsevol valor de 4.

b) 2 = 0:

0 1 1\ [x\ [2
2 0 1)|y|l=|-2|] > AX=B > X=A"'B
1 -1 0 z 0
0 1 1\ /-1 1 -1
2 0 1] ={-1 1 =2
1 -1 0 2 -1 2
101 -1\ [2)\ [-4

X=|-1 1 2] [=2]|=|-4

c)a=1:
X+y+z= 3
2x—y+z=-2
x—y+z=1
1 1 1|3\ (@a 11 13 (1a)
2 -1 1|2 @a-2-(1a) 0 -3 -1|-8| @
1 -1 1)1 (3a) — (1a) 0 -2 0 |-2/ 3-(Ga-2-(2a)
11 1|3
0 3 -1 -8 = x=-3,y=1,2=5
0 0 2|10
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4. Afegir una equacié a un sistema

Afegeix una equacié al sistema
2x—y+2z=1
x+y—- z=3
de manera que sigui:
a) Incompatible.
b) Compatible determinat.
¢) Compatible indeterminat.
{Zx —y+2z=1
a)
X+y— z=3
Fem (1a) + 2a) — 3x+2z=4

Canviem el terme independent — 3x+2z=5

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z=3
3x + z=5

és incompatible.

2x—y+2z=1 4 1 4 5 ~
b){ x+}}— z=3 — X—g-g}\., }/—g?\,ﬁ'g, Z—?\,
Una solucié és: x=%, y=%, z=0
Afegim |'equacié 5x—4y =10
El sistema:
2x— y+2z=1
x+ y— z=3
S5x—4y—- =0

és compatible determinat.
c) Fem (1a) + (2a) — 3x+2z=4

Posem aquesta nova equacid, que és combinacid lineal de les anteriors.

El sistema:
2x—y+2z=1
xX+y— z=3
3x + z=4

és compatible indeterminat.



BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Unitat 3. Sistemes d'equacions
Matematiques I

Exercicis i problemes proposats

Pagina 114

Per practicar

M Meétode de Gauss

1 Resol, si és possible, els sistemes segiients:

| x+2y+z=910 b x+2y+z=3
i D 2x— y+z=-1
2x— y+2z=5
—x+2y— z=1 2x-3y+2=0
©)12x—4y+2z=3 d)i3x- y =0
X+ y+ z=2 4x+ y—2=0
Q) x+2y+z=9 1 2 119 (1a) 1 2 119
x— y—z=-10 1 -1 -1|-10| -(2a)+(1a) 0 3 2|19
2x— y+z=5 2 -1 1|5 (32) -2 (1) 0 -5 -1|-13
(1a) 1 2 119 x+2y+ 2=9 19_3
22 003 2 19| >  3y+22-19p S y-liz-— ) 85 x=9-2y—z=—1
(2a) +2- (39) 0 -7 0|7 -7y =—7
Solucié: x=-1, y=1, z=8
b) x+2y+z=3 1 2 13 (1) 1 213
22— yrz=-1[\2 -1 1 -1) -eo+2-( 0517 7
_7 z
x+2y=3—z‘\ =575
Sy=7-2] 3 4 2y_3_, 14,25 1 3z
x=3-2-2y=3-2 5 75 =57
Siagafem z=5A, les solucions sén: x=%—37», y=%-MA z=5A
o x+2y— z=1 -1 2 —-1/1\ @a 1 1 12
2x—4y+2z=3 2 -4 23] (@ 2 -4 23] =
X+ y+ z=2 1 1 12/ (a -1 2 -1]1
(1a) 1 1 12 (1a) 1112
— (2a)-2-(1a 0 -6 0|/-1] @)+2-(a) 0 0 0]5
(3a) + (12) 0 3 0 3/ (G 0 303
La segona equacié és impossible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema és incompatible.
d)2x-3y+2=0 2 -3 1|0\ @a 2 -3 11/0
3x—y =013 -1 0 0| @a 3 -1 00—
4e+ y—2=0 4 1 -1/0/ Ga+@a 6 -2 0|0
(1) 2 -3 170 2x-3y+2z=0
- (2 3 -10[(0] —
3x—y =0
(3a)-2- (29 0 0 0/0

y=3x; 2=-2x+3y=-2x+9x="7x; x=A
Solucions: x =N\, y=3\, z=7\
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2 Estudia i resol pel metode de Gauss.

[—x+ y+3z=-2 y+ z=-1
a)4x+2y—- 2=5 b)x— y =1
2x+4y-7z=1 X+2y+3z=-2
S5x+2y+3z=4 x— y+3z-14t=0
©)12x+2y+ z=3 d)12x-2y+3z+ ¢t=0
x-2y+2z=-3 3x-3y+5z+ 6t=0
a) x+ y+3z=-2 -1 1 3 |22\ (a -11 3 |=2
he+2y— z=5 ¢t |4 2 -1 5| @a+4-(a 0 6 113 >
2x+4y—T7z=1 2 4 7|1 (3a) +2- (1a) 0 6 -1-3
(1a) —1 1 -2
- (a 11 -3 | — Sistema compatible determinat.
(32) - (22) 0 O -12] 0
El resolem:

—x+ y+ 3z=-2
6y+11z——3 )/———,x y+32+2—i

Sol ==,
olucié: x 2 y=

b) )/ + z= 01 1 -1 (2a) 1 -1 01
1 -1 0|1 (1a) o1 1({-1] —
X+ 2y +3z = 1 2 3|2/ (3 1 2 3 -2
(1a) 1 -1 01 (1a) 1 -1 01
- (2a) 0 1 1 -1 (22) 01 1 -1
(32) — (1a) 0 3 3|-3/ (Ga-3-Qa 0O 0 0|0
Sistema compatible indeterminat. El resolem:
x—y =1
y+z=—l} x=l+y; z==1-y; y=A
Solucions: x=1+N\, y=A, z=-1-1A
c) Sx+2y+3z=4 5 2 3|4 (3a) 1 =2 2/-3
2x+2y+ 2=3 2 2 1|3 (2a) 2 2 1 3| -
x-2y+2z=-3] \1 2 2 3] @ 5 2 3 4
(1a) 1 -2 2 -3 (1a) 1 -2 2|3
— (2a)-2-(1a) 0 6 -39 (2a):3 0O 2 -1|3
(32) = 5 - (1a) 0 12 7119/ (Ga-2-(2a 0O 0 -11

Sistema compatible determinat. El resolem:

x—2y+2z=-3| z=-1
2y— z=3  y=1
—z=1| x=-3+2y-2z=1

Solucié: x=1, y=1, z=-1
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d) x— y+3z-14r=0 1 -1 3 -14/0\ (@a 1 -1 3 =140
2x—2y+3z+ t=0 2 23 1 0] Qa-2-(a 00 -3 29 0] —
3x—3y+5z+ 6t=0) \3 -3 5 6 |0/ BGa-3-(a 0 0 -4 48 |0

(1a) 1 -1 3 -14/0
— (2a) 0 0 -3 2910
—4.(2a) +3 - (3) 0 0 0 2810

Sistema compatible indeterminat. El resolem:

x—y+3z-14t=0
-3z2+29t=0p — t=0; z=0; x=y; y=A
28:=0

Solucions: x=\, y=\, z2=0, t=0

3 Resol pel métode de Gauss.

x +2z=11 x+y+z+t=1
2 x+y =3 b) x—y+z—-1t=0
y+ z=13 x+y—z—t=-1
x+y+ z=10 X+y+z—t=2
1 0 211 (1a) 1 0 211 (1a) 1 0 211
1 1 0|3 (2a) - (1a) 01 -2/-8| a 01 -2|-8
V1o 11 13| 6 01 1 13| Ga-0a 00 3 21|
11 1 10/ Ga-0a 01 -1 -1) G- 00 1 7
(1a) 1 0 2 11
(2a) 01 -2|-8
~ 6 00 3 21
(4a) — (1/3) - (32) 00 0 0
(3a) = 32=21 — z=7
(Qa) > y—22=-8 - y—-14=-8 = y=06
(la) > x+2z=11 > x+14=11 > x=-3
Solucié: x=-3, y=6, z=7
1 1 1 1 1 (1a) 1 1 1 1 1
b 1 -1 1 -1/0 (2a) — (1a) 0O -2 0 -2|-1
) 1 1 -1 -1 -1 (32) — (1a) O 0 =2 2,2
11 1 -1 2] @9-( 00 0 -2 1
(42) > —2r=1 — t=—%
3

(3a) > 2z-2t=-2 > 2z+1=-2 > z= 5

(2a) = -2y-2z=-1 = -2y-3=-1 = y=1

3

(la)%x+y+z+t=l—>x+l+§— =1 > x=-1

1
2

Solucié: x=-1, y=1, z= %, t:—%
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4 Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre :

x+2y=3 x-2y+ z2=3
a) y=1 b) y+2z=0
2y=m-2 3y+7z=m
x+ y— z=1 x—y =0
)y —2y+ 8z=3 d) 13x + z2=0
mz =1 (m-5)z=0
a) x+2y=3 12 3 (1a) 1 2
y=1 01 1 | e 01 1
2y=m—2 0 2|m-=2/ Ba-2-(2) 0 0 m—4
* Si m=4 — Sistema compatible determinat.
* Si m=4 — Sistema incompatible.
b)x—2y+ z=3) (1 =2 1|3\ (a 1 2 1/3
y+2z=0 01 2|0 (2a) 0 1 2/0
3)/+7z=m‘ 0 3 7| m/ (Ba-3-(la 0 0 1 |m

Sistema compatible determinat per a qualsevol m.
ox+ y— z=1 (1 1
—-2y+8z=3; |0
mz=1) \0 0 m|1

*Si m=0 — Sistema incompatible.

*Si m=0 — Sistema compatible determinar.

d) x—y =0 1 -1 0 |0
3x + z=0 3 0 1 0
(m-5)z=0 0 0 m-=50

*Si m=5 — Sistema compatible indeterminat.

*Si m=5 — Sistema compatible determinat amb solucié x=0, y=0, z=0.

5 Discuteix aquests sistemes i resol-los quan sigui possible:
2x—y =4 2x+ y— z=1 x+2y=3
a) \—x+ (y/2) =2 b){ x-2y+ z=3 0i2x—- y=1 d)
x+my =2 5x-5y+2z=m 4x+3y=m
a)2x—y =4 2 -1 4\ (a 2 -1 |4
—x+ (/2)==2¢ |-1 1/2 =2| 2-Qa)+(la) 0 0 0
x+my =2 1 m | 2] 2-39-(a 0 2m+1|0
«Si m=—L+ > Sistema compatible indeterminat. El resolem:

5 4 y=2x—4
oyt x=A

Solucions: x =N\, y=2A—-4
e Si m=-— % — Sistema compatible determinat.

2x — y=0

y=4
Cm+1)y=0] x=2

Solucié: x=2, y=0

x— y-2z=2
2x+ y+3z=1
3x + z=3
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b) 2x + y— z=1 21 11 (2a) 1 -2 113
x—=2y+ 2=3 1 =2 1 /|3] (@a 21 -1]1| >
5x=5y+2z=m| \5 -5 2 |m| G 5 -5 2 m
(1a) 1 -2 1 3 (1a) 1 -2 1 3
— (20)-2-(1a) 0 5 3| -5 (2a) 05 -3 -5
(32) -5 - (1a) 0 5 3| m-=15] (a)-(2a) 0 0 0 | m-10

* Si m=10 — Sistema compatible indeterminat. El resolem:

x—=2y+ z=3 }/=_5;32=—1+3—5Z
5y —3z=-5 x=3+2y—z=3—2+%—z=1+%
Fem z =5\
Solucions: x=1+\, y=-1+3A, z=5A
* Si m=#10 — Sistema incompatible.
o x+2y=3 1 23\ (@a) 1 2 3
2x— y=1 2 11| @o-2-(0a 0 -5 -5 —
dx+3y=m| \4 3 |m| Ga-4-(la) 0 -5 m-12
(1a) 1 2
— (29):(5) 0 1 1
(32) - (2a) 0 0|m-7
* Si m=7 — Sistema compatible determinat.
x+2y=3
y:l} x=3-2y=1
Solucio: x=1, y=1
* Si m=7 — Sistema incompatible
d) x— y-2z=2| [1 -1 =22\ q@a 1 -1 2 2
2x+ y+3z=1 21 31| (a-2-(1a 0 3 7| 3
3+ z=3[ |3 0 1 3| Ga-3.00 03 7 3|
x+2y+5z=m| \1 2 5 m| “)=0a 0 3 7 m=-2
(1a) 1 -1 -2 2
(2a) 0 3 7 -3
7 Ga- 00 0 0
(4a) ~ (29) 0 0 0 m+l

* Si m=-1 — Sistema compatible indeterminat.

D=7z _ 1 7z

—y—2z=2
X }l Z _}/ 3 3

3y+7z=-3 x:2+y+2z:2—1—%+22:1—%

Fem z=3A.
Solucions: x=1-MA, y==1-7\, z=3A

* Si m=-1 — Sistema incompatible.
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M Teorema de Rouché. Regla de Cramer

6 Aplica el teorema de Rouché per esbrinar si els sistemes segiients sén compatibles o incompatibles:

x— y=6 X+ y— z=-2 2x+3y—-2z=3
a) (4x+ y=-1 b) 2x— y-3z=-3 9] —Xx-5y+2=0
5x+2y=-5 x—-2y-2z=0 3x+ y—-2=06
X+ y+ z=2
x—y—-2z=2 x+3y+ z=-1
x-2y-7z=0
d)2x+y+3z=1 e) Ve z=-1 )] x— y—- z=-1
3x + z=5 2 + 3y _0 2x+ y+3z=5
a) x— y=6 1 -1 6
4o+ y=—1p A'=4 1 -1
5x +2y=-5 5 2 -5
H—/
A
1 -1 g : , o
Com que 4 1 ‘= 520 1 |A'| =0, tenim que: ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de la tercera equacié:

—y=6] s =5 = =l
x—y } umant S5x=5 X } Solucid: x =1, y=-5

4x+}}:—1 y=—1—4x:—1—4=—5
b x4 y- z=-2 1 1 -1 =2
2x— y-3z=-3p A'=(2 -1 -3 -3
x-2y-2z=0 1 -2 20
Y—
A

Tenim que |A|=0 ique

1 1
5 _1‘=—3¢0 — ran(A) =2

1 1 2
Comaque |2 -1 -3|=-320 = mn(A')=3=rmn(d)=2
1 -2 0

Per tant, el sistema és incompatible.

o 2x+3y—2z=3 2 3 -13
—x—=5y+2=0p A'={-1 -5 10
3x+ y—z=06 3 1 -1 6
%r_/
A
12 3 .

Com que |4]|=0 i q _5| =-7 =0, tenim que ran(4) = 2.

2 3 3
Amé, |-1 =5 0| =0.Pertant, ran(A") =2 = ran(A) < nre. d'incognites.

3 1 6

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la tercera equacié:

2x+ 3y— z= 3} 2x—z:3—3y} Sumant x=3+2y

—x— 59+ 2= 0| —x+z=5y 2=5y+x=50+3+2y=3+7¢t

Solucions: x=3 +2\, y=A, z=3+7A
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d) x-y-2z=2 1 -1 -2 2
2x+y+3z=1p A'=12 1.3 1
3x  + 2=5 3 0 15
%/_/
A
21
Com que |4]|=0 i 30 =-3 20, tenim que ran(4) = 2.
1 -1 2
Comque |2 1 1/=6=20 = mn(d')=3=rmn(d)=2
3 0 3

Per tant, el sistema és incompatible.

e) x+ y+ z=2 11 12
x—=2y-72z=0 i 1 =2 =710
yroa=-1f 7 )0 1 101
2x + 3y =0 2 3 00
%/_/
A
1 1 1
Comque |1 -2 —7[=5=201i |A'|=0, tenim que ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.
0o 1 1

El sistema és compatible determinat.

Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0o -2 -7 1 0 -7 1 =2 0
11 1| 1 0 -1 1| _q0 01 -1| 5
= =—==3 = = =2 = ===1
X 5 5 J 5 5 o 5 5

Solucié: x=3, y=-2, z=1

£) x+3y+ z=-1 1 3 1 -1
x— y— g=-1¢ A'=|1 -1 -1 -1
2x+ y+3z2=5 2 1 3|5

_
A

Com que |A|=-14#0, tenim que ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.
El sistema és compatible determinat.

El resolem per mitja de la regla de Cramer:

13 1 1 -1 1 1 3 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
15 1 3] o _ 2125 31 14 121 5| 28
- it v e v VA R VR v

Solucié: x=0, y=-1, z=2
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7 Resol els sistemes segiients aplicant-los la regla de Cramer:

) [8e+ 14y -2 b x”"z”:;
Y 13x - 5y=11 x-y —t=
z—t=0
3x-y =2 X—y—z+t=4
©12x+ y+ 2=0 d)
X+y+z3—t=2
3y+2z=-1
a) 8x+ 14y =2 8 14| 2 4 820
3x— 5y=11 \3 511 = |A]=-82=
H_/
A
‘2 14‘ 8 2
~ 11 —5__164_‘ _311_82_
¥= g T s XV g gt
Solucié: x=2, y=-1
b)x+y-z+zr=1 1 1 -1.1 1 1 1 -1
x—y —t=2p A'=|1 -1 0:-12] = Tenimque |l -1 0|=-2=0.
z—t=0 0011 -11/0 0 0 1
%f—/
A
1- 1 -1 1 1—-¢ -1
2+t -1 0 1 2+¢ O
Lt 0 1] 34 34 10 £ 1| 14¢ _1-¢.
x= i) ST Tt ) 2T
1 1 1-¢
1 -1 2+¢
O 0 t —2t
zZ= ) —_2 =tr
Solucions: x=3+k, yz_l_}”, z=MN, t=A
2 2
c) 3x—y =2 3 -1 0 2
2+ y+ z2=0 t A'=(2 1 10| - |4|=1=0
3y+2z=-1 0 3 2/-1
%/_J
A
2 -1 0 3 2 0 3 -1 2
0 1 1 2 0 1 2 1 0
103 2| 0 -1 2| _s 0 3 1| 7
=—  =—=-]; y=———=—"F=-5; g= ————— =" =
x 1 1 J 1 [T 1 =7

Solucié: x=-1, y=-5, =7

dDx—y—z+t=4| x—y=4+z-¢| |1 -1
=2=0
X+y+z—t=2| x+y=2—-z+z¢| |1 1
4yz—t —l‘ ‘1 41zt
2—z+t 1 6 ) 1 2—2z+t| _2_2z4+2¢
x—f-z-&y— 5 = ) =—1l-z+¢

Solucions: x=3, y==1-A+W, z2=A, t=[
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8 Estudia aquests sistemes i resol-los quan sigui possible:

'3x+y—z=0 x-2y+ z=-2
a)y x+y+z=0 b)1-2x+ y+ z=-2
y—z=1 x+ y—2z=-2
h =5
x+2y+2=0 vy
Y 1 d x +z=6
€ Y 1 y+z=7
T yTEET 2x+y+z=11
a) 3x+y—2=0 3 1-10
x+y+2z=0p A'={1 1 1
y—z=1 01 -1/1
%,—J
A
Com que |A|=~-6=0, tenim que: ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.
El sistema és compatible determinat. El resolem per mitja de la regla de Cramer:
01 -1 3 0 -1 310
01 1 1 0 1 110
1 -1 2 4 j01 -1 _4 2 |01 1] 2 _j
YUUTTI6 TT6T3)T T 6 TL6T3TTT 6 -6 3
Solucid x==L y_2 5 =L
olucid: x==5 y=3, 2=
b) x-2y+ z=-2 1 21 /|=2
2x+ y+ z=-2¢ A'= —211 1 -2
X+ y—2z=-2 1 1 =2|=2
%/_/
A
-2 : ,
Com que 1 ’:—31 |A| =0, tenim que ran(A4) = 2.
1 -2 -2
Amés, |-2 1 —2|=18=0. Pertant, ran(A') =3 = ran(A4) = 2.
1 1 =2

Per tant, el sistema és incompatible.

© x+2y+2=0 1 2.1]0
~x-y =1 ¢A=|-1 -1.0 1
~ y—z=-1 0 -1 -1 -1
%f—J
A
1 2 0 1 2
Comque |A|=0, |-1 -1 1]=0 i _1 _1’=1¢0, tenim que:
0 -1 -1

ran(A) = ran(A'") = 2 < nre. d'incognites. El sistema és compatible indeterminat.

Per trobar les solucions, podem prescindir de la 1a equacié i resoldre'l en funcié de y:

X -y =1 x=-1-y
—y—z=-1| z=1-y

Solucions: x=-1-A, y=A, z=1-LA
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d) x+y =5 110 5
x +z=6 , |1 0 16
yra=7 (A7)0 117
2x+y+z=11 2 1 1|11
-
A
1 10
Tenim que |A'|=0i|1 0 1|=-2=0.
011

Per tant, ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites. El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l,
podem prescindir de la 4a equacié:

510 150 1 15
6 01 1 61 1 0 6
_711_i_ _071_;6_ _017_&_
Sl e S A e L A R
Solucié: x=2, y=3, z=4
9 Resol aquests sistemes homogenis:
Ix+3y+2z=0
x+ y— z=0
) {12x -3y -22=0 pyor = ¥+ =0
2 2y 0 8x+ y+4z=0
¥-gr == x+2y-2z=0
aQ x+ y— 2=0 x+ y— z=0 1 1 -1
12x—3y—-2z=0 x=2y+ z=0p A=|1 2.1
x=2y+ 2=0] 12x-3y—-2z=0 12 -3 2

Com que |4]|=0 i 1

‘ =-3 20, llavors, ran(A) = 2.

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 3a equacié i passar la z
al segon membre:

X+ y=2
x—2y=-2
z 1 ‘ ‘1 z
1=z 221 oz |l 2| 25 2z
T3 T3 )T T3 s
Solucions: x=%, y=%, z=A\
b) 9x + 3y +2z=0 9 3 2
3x— y+ 2=0 4- 3 -1 1
8+ y+4z=0 {8 1 4
x+2y-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Comque |3 -1 1|=-35=0,llavors ran(A) = 3 = nre. d'incognites.
8 1 4

El sistema només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.
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W Discussié de sistemes per mitja de determinants

10 Hi ha algun valor de 4 per al qual els sistemes segiients tinguin infinites solucions?

3x-2y-3z=2 x+ y+ z=a-1
a) \2x+ay—-5z=-4 b)2x+ y+az=a

x+ y+2z=2 x+ay+ z=1
a) 3x—2y—-3z=2 3 2 3|2

2x+ay—5z=—4; A'=|2 a -5 -4

X+ y+2z=2 1 1 2|2

%/_/
A

|A|=92+27=0 —> a=-3
* Si a=-3, queda:

3 2 3|2
A'=(2 -3 -5 -4
1 1 2|2
3 o 3 2 2
Com que > 3= —5i|2 =3 —4|=20,llavors ran(A) =2 =rmn(A")=3
1 1 2

El sistema és incompatible.
*Sia=-3 = rmn(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

Per tant, 7o existeix cap valor de « per al qual el sistema tingui infinites solucions.

b) x+ y+ z=a-1 1 11 a-1
2%+ y+az=a A'=12 1 a| a
x+ay+ z=1 1 a1 1
%,—J
A
—3+49_ a=1
|A|=-a?+32-2=0 = a= 54v9-8 Bl
-2 -2 a=2

* Si a=1, queda:
1 1 1]0
A'=12 1 1|1

1 1 11

La laila 3a equacid es contradiuen; per tant, el sistema és incompatible.

* Si a=2, queda:

1 111 L1
A'= 72”717}2 2| les columnes 1a, 3a i 4a son iguals, i ) 1‘:—1::0;
1 2 11
H_J
A

per tant, 7an(A) = ran(A") = 2. El sistema és compatible indeterminat.
*Siazliaz2 — ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema és compatible determinat.

Per tant, el sistema té infinites solucions pera @ = 2.
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11 Discuteix els sistemes homogenis segiients en funcié del parametre a:

2x— y+ 2=0 x+y+ z=0 ax+ y- z=0 3x+3y—- 2=0
a)) x+2y-32=0 b) {ax +2z=0 ) x+ 2y+ z=0 d)j4x+2y—az=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0 3x+10y +42=0 3x+4y+62=0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1

x+2y-3z=0p A=|1 21 -3

3x—4y—az=0 3 -4 -a

Com que és homogeni, sabem que 7an(A) = ran(A").

|A|=-52-25=0 — a=-5

*Si a=-5 — Com que =520 = ran(A) =ran(4’) =2

1 2 ‘
El sistema és compatible indeterminat.

* Si a=-5 — Només té la solucié trivial x=0, y=0, z=0.

b) x+y+ 2=0 111
ax +2z=0p A'=|a :02
2x—y+ﬂz=0 2 -1

Com que és homogeni, sabem que 7an(A) = ran(A").

1:/1+24 115 a=-3

Al=-a*-2+6=0 > a= =
|A|=-a”—a+ a =) ) L2

1
*Sia=-3 0 a=2 — Comque 0 2

1
‘:2::0 — ran(A) =ran(A') =2

El sistema és compatible indeterminat.

*Siaz-3ia=2 — ran(A)=ran(A’) = 3. Només existeix la solucié trivial x=0, y=0, z=0.

Q) ax+ y— z=0 a 1. -1
x+ 29+ z2=0p A'=[1 21
3x+10y+42=0 3 10 4

Com que és homogeni, sabem que 7an(A) = ran(A").

|A|=—24-5=0 — ﬂ:§

-1
2 1

°Si¢z=—i — Com que ‘=3¢0—>mn(A)=mn(A'):2

2

El sistema és compatible indeterminat.

*Sia=-— % — ran(A) = ran(A') = 3. Només existeix la solucié trivial x=0, y=0, z=0.

d)3x+3y- z2=0 3 3 -1
4 +2y—az=0p A'= |4 2 -a —>|A|:3a—46:0—>a:43—6
3x+4y+6z=0 3 4
o i _ﬁ 3 - — "y =
Sia-= 3 — Com que 4 =—6=20 > mn(A)=rmn(Ad') =2

El sistema és compatible indeterminat.

e Sia= 43—6 — ran(A) = ran(A') = 3. Només existeix la solucié trivial x=0, y=0, z=0.
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12 Discuteix aquests sistemes segons els valors del parametre :

(mx+y+ z=4 x+ y+ z=m-1 [ x+ 2y+3z=0
aA)) X+y+ z=m b)i2x+ y+mz=m oy x+my+ z=0
xX—y+mz=2 x+my+ z=1 2x+ 3y +4z=2
x +2z=3 2x+ y+ z=1

x+my+z=4
&) x+3yrz=5 o 3x+ y+ z=-1 f) x-2y+ z=m
Y 2y— z=-2 x+ y-2z=0

mx+ y+z=4
xX— y+mz=-5 | x— y— z=m

a) mx+y+ z=4 m 1 1|4

x+y+ z=mp A'=|1 1 1 | m
X—y+mz=2 1 -1 m|2
H_J
A
m=1
|A|=m?-1=0<_ '
m=

* Si m=1, queda:
1 1
A'=(1 1
1 -1 1|2

114
111 ::l Contradicci6 — Sistema incompatible.

* Si m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1 /|-1 ::| Contradicci6 — Sistema incompatible.
1 -1 -1 2

*Sim=z11imz-1 — ran(A) =ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.

b) x+ y+ z=m-1 1 1 1|m-1
2+ y+mg=m A'=(2 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
[ —
A
_ _ m=1
|A|=-m?+3m-2=0 - m= 3i_29 8=_3_§1 me?

* Si m=1, queda:

1 1 1/0
A'=(2 1 11 ::| Contradicci6 — Sistema incompatible.
1 1 1]1

* Si m=2, queda:

11011
A'= gﬁlﬂ: 2| 2]. Les columnes la, 3a i 4a s6n iguals.
1 2 1)1
%/_J
A
1
Com que ) 1‘ ==120 — ran(A') = ran(A) = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
*Sim=z1limz2 — ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.
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o x+ 2y+3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=0p A'=|{1 m 10
2x+ 3y+4z=2 2 3 4|2

N
A

|A|=2m+2=0 = m=1
* Si m=1, queda:

1 2:3]0
A'=[1 110
2 3 4(2
1 2 1 20
Com que 1 1‘_ 1i|{1 1 0|=-2=0,llavors: ran(A) =2 = ran(A') =3
2 3 2

El sistema és incompatible.
* Si m=1, queda: ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.

d) x+my+z=4 1 m 1|4
x+ 3y+z=5¢p A'=[1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 1 4
[ —
A

J16 — m=3
|A|=m?—4m+3=0 — m= 44 126 12:4i2\/2:4§2< |
m =

* Si m =3, queda:

1314 L : . .
A-l13 15 ::l Contradicci6 — Sistema incompatible.
311

1 1
A'={1 3.1 5]|. Lalaila3afilasén iguals.
1114

A més,

13 ‘ =2=0. Pertant, ran(A) = ran(A") = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
*Sim=z3im=1 = ran(A)=ran(A') = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.
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1 0 2 3 (1a) 1 0 2 3
y 3 1 1 -1 (2a) — 3 - (1a) 0 1 -5 -10
| |_ 0 2 -1 =2 6a 0 2 -1 21"
1 -1 m -5 (4a) - (1) 0 -1 m-2 -8
FILES
1 -5 =10 (1a) 1 -5 -10
=12 -1 -2 | = Qa)-2-(la) 0 9 18 | =
-1 m-2 -8 (3a) + (1a) 0 m-7 -18
? 18 18 ) ! 18(-9 7) = 18( 2)=0 2
“lm—7 18| 7 % w7 1| T o= lsem L) =0 =
1 0 2
Amés, |3 1 1|=920 — ran(d)=3
0 2 -1

*Si m=-2 — ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites. El sistema és compatible indeterminat.

*Si m=#-2 — ran(A') =4 = ran(A) = 3. Elsistema és incompatible.

f) 2x+ y+ z=1 -2 1 11
X—=2y+ z=m , 1 2 1 |m
x+ y—2z=0 111 =270
X— y— z=m 1 -1 -1 |m

H_J
A

|A'|=3m+3=0 > m=-1

-2 1 1
Eliminantla3afilade A, |1 -2 1|=-3=20
1 -1 -1
* Si m=-1, queda:
-2 1 11
1214
A=11 1 200
1 -1 -1/-1

Llavors: ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.
El sistema és compatible determinat.
* Si m=-1, queda:

3=ran(A) <ran(A') =4 — Elsistema és incompatible.
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13 Estudia els sistemes d'equacions segiients. Resol-los quan siguin compatibles; després, interpreta
geomeétricament les solucions obtingudes:

2x+ y— z=1 x+ay— z=1+a
a)) x-2y+ 2=3 b)\x+ y-az=a
5x—-5y+2z=m X— y— z=a
X+ y+ z=1 X+ z=1
o) ymx+ y+(m-1)z=2 d) y+(@a-1)z=0
xX+my+ z=m (x+(@a-1)y+ az=a

a) La matriu associada al sistema, permutant les dues primeres files entre si, és:

1 2 113
2 1 -1/1
5 =5 2 |m

Fent servir el meétode de Gauss obtenim:

1 -2 1 3
0 5 3| -5
0 0 0 | m-10

* Si m= 10 — Elsistema és incompatible.
* Si m=10 — Elsistema és compatible indeterminas.

Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre.

Solucions: x=%7\.+1, y=%7\.—1, z=A

Interpretaci6é geométrica:
* Si m# 10, tenim tres plans que es tallen dos a dos.

* Si m =10, tenim tres plans que es tallen en una recta.

b)x+ay— z=1+a 1 a -1
X+ y—az=a -1 1 —a|=1-42
X— y— z=a 1 -1 -1

*Siaz-1iazl = ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema és compatible determinaz.

El resolem fent servir la regla de Cramer:

2
_—a+a-+1 1 __2
SIS T G | 21
*Sia=-1:
x—y—2z=0 1 -1
x+y+z=-1p = ’1 1‘:2::0—)7;1;1(/1):2
x—y—z=-1

Afegim la 4a columna:

1 -1 0
1 1 -1|==2 — ran(4')=3
1 -1 -1

Per tant, 7an(A) # ran(A') — El sistema és incompatible.
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e Sia=1:
Xx+y—z=2 11
x+y+z=1p — ’1 _1‘=—2=0—>mn(A)=2
x—y—z=1
Afegim la 4a columna i la 2a fila:
1 1 2
1 1 1|{==2 = rand)=3
1 -1 1

Per tant, 7an(A) # ran(A') — El sistema és incompatible.
Interpretaci6é geométrica:
*Siaz-11ia=1, tenim tres plans que es tallen en un punt.
* Si a=-1, el primer i el tercer pla sén paral-lels.

* Si a=1, el primer i el segon pla s6n paral-lels.

1 1 1
olm 1 m-1|=m-1
1 m 1

*Sim=#1 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.
El resolem fent servir la regla de Cramer i obtenim: x=1, y=1, z=-1.

*Sim=1:
x+y+z=1
x+y =2p —
x+y+z=1

! 0‘:—1::0 — ran(A) =2

Afegim la 4a columna:

— =
—_— O =

1
21=0 = ran(A') =2
1

Per tant, ran(A) = ran(A') =2 — Elsistema és compatible indeterminat.
Agafem les dues primeres equacions i passem y al segon membre com a parametre.
Solucions: x=-A+2, y=»A, z=-1

Interpretaci6é geométrica:

* Si m=# 1, tenim tres plans que es tallen en un punt.

* Si m=1, els tres plans es tallen en una recta.
1 0 1

)0 1 a-1|=-4>+32-2=0 > a=2, a=1

1 a-1 a

*Siazliaz2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

Fent servir la regla de Cramer:

ol Z—;’ r= Z—é’ Z=_ai2
*Sia=1:
x+ z=1
y =0
x+ z=1

Les equacions 1a i 3a representen el mateix pla.
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Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre.

Solucions: x=1-Xk, y=0, z=1A
*Sia=2:
X+ z=1

y+ z=0

X+y+2z=2
10
01
Afegim la 4a columna:
1 01
01 0|/=120 — ran(4)=3
112

=120 = rman(d) =2

En aquest cas el sistema és incompatible.
Interpretaci6é geométrica
*Sia#1 i a=2, tenim tres plans que es tallen en un punt.
* Si a=1, dos plans sén coincidents i es tallen en una recta amb el tercer.

* Si a=2, els plans es tallen dos a dos.

M Forma matricial d'un sistema

14 Expressa en forma matricial i resol fent servir la matriu inversa:

25+ y =2 x+ y— z=3 x+y =-1 x+2y+ =3
a) y+32=0 b)12x+ y+ z=-2 c) y+z=-2 d) 3y+ z=4
2x+y+ z2=2 x-2y-3z=1 x +2=3 x+2y+2z=4
a) 2x+y =2 2 1 0\ [x 2
y+32=0 01 3|{y|=|0
2x+y+ z=2 211 z 2
—_—
A . X =B

|A|=2#0 — Existeix AL, La calculem:

oL —— Adj (A) —— (Adj (A))' —— L (Adj (A)

4]

2 -6 =2 2 6 -2 2 -1 3 -1 —1/2 3/2
1 2 0|l=(-1 2 o|l=>|6 2 -6/=>(3 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
Per tant:

1 —1/2 3/2\ [2\ [1
A-X=B > A'. A-X=A"1.B—> X=A1.B=|3 1 =3|.|0o]|=[0

-1 0o 1/ \2/ \o

Per tant: x=1, y=0, 2=0
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b) x+ y— z2=3 1 1 -1\ [x 3
2x+ y+ z=-2 2 1 1 y]=1-2
x—=2y-3z=1 1 -2 -3/ \z 1

— — —
A X = B

|A|=1120 — Existeix AL La calculem:

o, — Adj (A) —— (4dj (4))' —> |A| (Adj (A))
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 2 3|55 2 3|57 2 3 —>1—117 2 3|=4"
2 3 -1 2 -3 -1 -5 3 -1 -5 3 -1
Per tant:
-1 5 2 3 -11 -1
A-X:B%A_I-A-X:A_I-B%X:A_I-B:ﬁ 7 =2 3|2 :ﬁ 22 |=| 2
-5 3 -1 1 22 -2
Per tant: x=-1, y=2, z2=-2
) x+y =-1 1 1 0\ /x -1
y+z==2 01 If({y|l=(-2
X +z2=3 1 01 z 3
—_—
A . X = B
|A] =2 =0 — Existeix A'. La calculem:
o — Adj (A) —— (Adj (A))) —— |A| (Adj (A))
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11—1—)—111—)11—1%%1 1 —1]=4""
1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1
Per tant:
1 -1 1 -1 4 2
A-X=B — A . A.X=-A".B —>X=A‘1-B:% 1 -1].[=2 :% —6|=[-3
-1 1 1 3 2 1
Per tant: x=2, y=-3, z=1
d)x+2y+ z2=3] (1 2 1\ [x\ (3
37+ z=4 0 3 1|-|y]|=(4
x+2y+2z=4 1 2 2/ \z 4
——
A . X =28
|A| =3 %0 — Existeix A™!. La calculem:
o, — Adj (A) —— (Adj (4))' — |A| (Adj (A))*
4 -1 -3 4 1 -3 4 -2 -1 4 -2 -1
2 1 0|=(=21 ol=>(1 1 <1]=>2Lf1 1 —1|=4"
-1 1 3 -1 -1 3 -3 0 3 -3 0 3
Per tant:
4 -2 -1 3 0 0
A-X:B—>A‘1-A~X=A‘1~B—>X=A‘1«B=% 11 —1|-4 =% 3]=(1
-3 0 3 4 3 1

Pertant: x=0, y=1, z2=1
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15 Expressa en la forma habitual aquests sistemes i resol-los, si és possible.

x 11 4
1 3 2 4 x
RPN AT
2 2 -1 1
a) x+3y+2x=4| x+3y=4-2A
x— y— z2=0| x— y=»A
’4_2k 3‘ ‘1 4_2x‘
LA N 4o 4,11 A | 4430 _4-3)
1 3 -4 4 ° -4 -4 4
1 -1
Solucions: x = 427”,)/: 4_437”, z=1
b) x+y=4
3x—y=0; Comprovem si té solucié:
2x—y=1
1 1 4
3 -1 0/=-820 — mnd)=3
2 -1 1
! 0 A)=2
3 _1|* — ran(A) =

Com que ran(A) = ran(A"), el sistema és incompatible.

1 -1 4 11
16 Escriu totes les equacions lineals del sistema AX=B, si A=| 3 1 0]iB=| 5 |, iresol-lo.
1 -1 4)\/x 11 -1 01 2
AX=B > |3 1 o]|{y]|=|>
-1 0 1/\z 2
Multiplicant les matrius del primer terme:
x—y+4z=11
3x+y =5
—X + z= 2
Resolem el sistema:
1 -1 4 11
A=(3 1 0 5
-1 0 1|2
—
A B
|A|=8
11 -1 4 1 11 4 1 -1 11
5 1 0 3 50 3 1 5
2 01 g et 2 1] 46 |10 2] o4
ol 8 —g s 8 —g T2 ET 8 =% 73

Solucié: x=1, y=2, z=3
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1'7 Resol aquest sistema:

2 0 5\ /(x -3 4

1 1 2])ly]+(1]=(-1
-111 = 2 1
2 0 5 x 7
1 1 2]-|y|=|-2
-1 1 1 z -1
— — —
A X - B

Calculem A™! (|A|=1620 — existeix A7}):
o, —> Adj (A) ——> (Adj (A))) —— L (4dj (4))*

4 |A]
3 -1 2 31 2 3 5 -5 3 5 -5
—572—>57—2—>179—>1L6179=A*1
5 9 2 59 2 2 2 2 2 2 2
Per tant:
3 5 5\ (7 16 1
A-X=B > X=A"'.B=-L[1 7 9| |=2|=-L|-16]=|=1
16 16
2 =2 2 -1 16 1
X 1

Pertant, | y|=(-1]; ésadir: x=1, y=-1, z=1
z 1

Per resol

18 Un forn empra tres ingredients A, B i C per elaborar tres tipus de pastis. El pastis P; es fa amb

1 unitat de A, 2 de B i 2 de C. El pastis P, duu 4 unitats de A, 1 de Bi 1 de C. I el P3 necessita
2 unitats de A, 1 de B i 2 de C. Els preus de venda al piblic s6n 7,50 € el P15 6,50 € el P,i7 €
el P;. Sabent que el benefici que s’obté amb la venda de cada pastis és de 2 €, calcula quant li
costa al forn cada unitat de A, Bi C.

x
Anomenem X = | y| la matriu de preus per unitat de A, B i C, respectivament.

z

La matriu que indica els ingredients en relacié amb el tipus de pastis és:

A B C
P, /1 2 2
P, 4 1

1
P, 2 1 2
La despesa per a cada tipus de pastis és:

7,50\ [2) (5,50
6,50 |—|2|=(4,50

7 2 5
Podem calcular la solucié per mitja de la resolucié del sistema segiient:
1 2 2\ /x 5,50 X 0,50
4 1 1|-1y|=1450] — Lasoluciéés: | y|=[ 1
21 2] \z 5 z 1,50

La unitat A costa 0,50 €, la unitat B costa 1 € i la unitat C costa 1,50 €.
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19 a) Troba un nombre de tres xifres tal que la suma de les centenes i les unitats amb el doble de
les desenes és 23; la diferéncia entre el doble de les centenes i la suma de les desenes més les
unitats és 9, i la mitjana de les centenes i les desenes més el doble de les unitats és 15.

b) Es possible trobar un nombre de tres xifres si canviem la tercera condici6 per «el triple de les
centenes més les desenes és 25»2

a) El nombre buscat és xyz.

El sistema que expressa les condicions del problema és:

x+2y+2=23
2x—(y+2)=9 | = x=9, y=5, z=4

Y1) i 2s-15

El nombre és 954.

b) El sistema resultant és:

x+2y+2=23
2x—(y+2)=9
3x +y =25

Aquest sistema no té solucié; per tant, no hi ha cap nombre que verifiqui aquestes condicions.

20 Un automobil puja les costes a 54 km/h, les baixa a 90 km/h i en pla va a 80 km/h. Per anar de
A a B tarda 2 hores i 30 minuts, i per tornar de B a A, 2 hores i 45 minuts. Quina és la longitud
de cami pla entre A i B si sabem que la distancia entre A i B és de 192 km?

Anomenem x la longitud de cami pla entre Ai B, y lalongitud de cami costa amunt anantde Aa B
i z lalongitud de cami costa avall anant de A a B.

Tenim que:

=192k
x+y+z=192km x+ y+ 2=192

%+5—y4+9io=2,5horas 27x + 40y + 24z = 5 400
. y . 27x + 24y + 40z = 5940
X s 2 +-2 -275h
30 + 9% + 54 ,75 horas
1 1 1 192 (1a) 1 1 1 1192 (1a)
27 40 24 5400 (2a)-27-(la) 0 13 -3|216| (a
27 24 405940/ (32)-27-(la) 0 -3 13| 756/ (3a)-3+(2a)-13

1 1 1 192 x+ y +z= 192| y=31,725km
0 13 -3 216 13y—3z= 216 ¢ z=05,475km
0 160 0 |5076 lGOy =5076 x=94,800 km

Solucid: Lalongitud de cami pla entre A i B és de 94,8 km.
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21 Una persona ha obtingut 6000 € de benefici en invertir un total de 60000 € en tres empreses:
A, B i C. La suma dels diners invertits en A i B va ser m vegades l'invertit en C, i els beneficis
van ser del 5% en A, del 10% en B i del 20% en C.

a) Planteja un sistema d'equacions per esbrinar la quantitat invertida a cada empresa.

b) Prova que si m > 0, el sistema és compatible determinat.

c) Troba la solucié pera m = 5.

a) Siguin x, y, z les quantitats invertides en A, B i C, respectivament. Plantegem el sistema:
x+ y+ 2=60000 x+ y+ z=060000

X+ 0y = mz X+ y— mz= 0
0,05x +0,1y+0,2z= 6000| 0,05x+0,1y+0,2z= 6000

1 1 1 60000\ (12 1 1 1 60 000
b)| 1 1 -m 0 (22) - (12) 0 0 -m-1|-60000
0,05 0,1 0,2| 6000/ (33)-005-(la) 0 0,05 0,15 3000

* Si m=-1: Elsistema és incompatible.
* Si m=—1: Elsistema és compatible determinat.
Per tant, si 7> 0, el sistema és compatible determinat.

c) m=5, solucid: x=20000<€, y=30000€, z=10000 €.
Pagina 116

22 Tres comerciants inverteixen en la compra d’ordinadors dels models A, B i C de la manera segiient.

El primer inverteix 50 000 € en els de tipus A, 25000 € en els de tipus B i 25000 € en els de tipus C.
El segon dedica 12500 € als de tipus A, 25000 € als de tipus B i 12500 € als de tipus C. El tercer,
10000 €, 10000 € i 20000 €, respectivament, en els models A, B i C. Després de vendre’ls tots, la
rendibilitat que obté el primer és del 15 %, el segon del 12% i el tercer del 10 %. Determina la ren-
dibilitat de cada un dels models venuts.

x
Anomenem x = [ y| la matriu de rendibilitat per model: A, B i C, respectivament.

z

La matriu que indica la inversié en relacié amb el comerciant és:

A B C
Ir 50000 25000 25000
2n 12500 25000 12500
3r 10000 10000 20000

La rendibilitat per cada comerciant és:

0,15-100 000 15000
0,12-50000 |=| 6000
0,1-40000 4000

Podem calcular la rendibilitat per model per mitja de la resolucié del sistema segiient:

50000 25000 25000\ [x\ (15000

12500 25000 12500 |- y|=( 6000

10000 10000 20000/ \z 4000
la solucié del qual és:

x 0,23

y]=10,11

z/ 10,03

La rendibilitat del model A és del 23 %, la rendibilitat del model B és del 11 %, i la rendibilitat del
model C és del 3 %.
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23 Una caixa forta conté 95 bitllets de 10 €, 20 € i m €. Se sap que emmagatzema 2000 € i que el
nombre de bitllets de 10 € és el doble que el nombre de bitllets de 20 €.

a) Planteja un sistema d’equacions que reflecteixi les condicions del problema. Prova que si
m € [5, 50, 100], el sistema és compatible determinat.

b) Pot haver-hi bitllets de 5 o 100 euros a la caixa?
c) Resol el sistema per a m = 50.

a) Anomenem x el nombre de bitllets de 10 €, y el nombre de bitllets de 20 € i z el nombre de
bitllets de 7 €.

El sistema que expressa les condicions del problema és:

x+ y+ z= 95 x+ y+ z= 95
10x + 20y +mz=2000 — §10x + 20y +mz=2000
x = 2y x— 2y = 0
Pera m =5, la matriu de coeficients és:
1 1 1
10 20 5
1 20
1 1 1
El seu determinant resulta: |10 20 5| =-2520 — mn(d)=mn(d')=3
1 20

Per tant, el sistema és compatible determinat.

Per a m = 50, la matriu de coeficients és:

1 1 1
10 20 50
1 -2 0
El seu determinant és:
1 1 1
10 20 50| =11020 — ran(A) =ran(A') =3
1 -2 0

Per tant, el sistema és compatible determinat.

Per a m = 500, la matriu de coeficients és:

1 1 1
10 20 500
1 =2 0
El seu determinant és:
1 1 1
10 20 500 =1460=20 — mn(A) =mn(dA')=3
1 -2 0

Per tant, el sistema és compatible determinat.
b) Pera m =5, el sistema és:
x+ y+ z= 95
10x + 20y +52=2000p — x=122, y=61, z=—88
x— 2y = 0
La solucié no és possible perqué el nombre de bitllets no pot ser negatiu.

Per a m = 100, la matriu de coeficients és:

1 1 1
10 20 100
1 -2 0
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El seu determinant és:

1 1 1
10 20 100 =260=20 — mn(d)=rmnd')=3
1 -2 0

Per tant, el sistema és compatible determinat.

x+ y+ z= 95

750 375 110
1 1 = = = =
Ox +20y+1002=2000; — x 13,)/ 13,z 13

x— 2y = 0
La soluci6 no és possible perqueé el nombre de bitllets no pot ser un nombre fraccionari.
Per a qualsevol dels dos casos el sistema té soluci6, perd no sén solucions reals.
c) Pera m =50, el sistema és:

x+ y+ z= 95
10x +20y +502 =2 000f — x=50, y=25, z=20
x— 2y = 0
Hi ha 50 bitllets de 10 €, 25 bitllets de 20 € i 20 bitllets de 50 €.

24 Discuteix i resol els sistemes segiients:

x +2z=0 (m+2)x+ (m-1)y-2z=3
a) My — z=A b) mx — y+z=2
x+3y+ z=5 X+ my—z=1
A +3y+ z=1A mx+ y+ =2
01 x+Ay+Az=1 d)q2x+my+m?z=1
x+ y— z=1 2+ y+ z=2
a) Ax+ 2z=0 A0 2
M- z=Ap = |A|=]0 L -1|=A%+A =0 - A=-1, =0
x+3y+ z=5 I 3 1

SiAz-11iA=0 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

Fent servir la regla de Cramer:

4 A+3 2M
SR WS Ry WS Ry W
Si A=0:
2z=0
- z=0
x+3y+ 2=5

Les dues primeres equacions s6n equivalents.

—z= 0}
x+3y+z=5
Sistema compatible indeterminat.
Passem y al segon membre com a parametre.
Solucions: x=-3A+5, y=A, 2=0
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Si A=-1:
- X+ 2z=0 -1 0 2 1 0
- y—z=-1p =2 A=(0 -1 -1 %‘0 _1‘=1=0—>mn(A)=2
x+3y+ z2=5 1 3 1
Afegim la quarta columna.
-1 0 0
0 -1 -1|=220 — ran(A') =3 — Sistema incompatible.
1 3 5
b) m+2)x+(m—-1)y—2z=3 m+2 m—1 -1
mx — y+z=2¢ > |A|l=| m -1 1|=-m?-m=0 - m=0, m=-1
X+ my—z=1 1 m -1

Sim=01im=z-1 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determina.

Fent servir la regla de Cramer: x = 2’;’ +1 , ¥ = i, z= 2’;’ +1
m-+m m-+m
Si m=0:
2x—y+2=3
—y+2=2¢ — ran(A) <3, perd ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x— z=1
Si o m=-1:
x— z=3
—x—y+z=2¢ — ran(A) <3, perd ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x—y—z=1

) x+ 39+ z=A
x+MAy+Az =1 Estudiem el determinant de la matriu de coeficients:
x+ y— z=1

1
A =202 420 +4=0 > A=2, A=-1
-1

| 4] =

—_— >
—_— > W

SiAz-11iA=2 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinat.

Fent servir la regla de Cramer:

A3l A A A3 A
1 A A 1 1 A 1 A1
ool hal b
2A°+ 20+ 4 2A"+ 20+ 4 2A°+2M + 4
Si A=2:
2x+3y+ z=2

2 3
x+2y+2z=1; — ‘1 2’=1 — man(4) =2
x+ y— z=1

Afegim la quarta columna.

2 3 2
1 2 1|=0 — mn(A') =2 — Sistema compatible indeterminat.
1 11
Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre.
2x+3y+ z=2
x+2y+2z=1

Solucions: x =4+ 1, y=-3U, z=U
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Si A=-1:
—x+3y+z=-1 13
x— y—z= 1, = ’ | _1‘ =2 — ran(A)=2
x+ y—z=1
Afegim la quarta columna.
103 -1
1 -1 1|=0 — rn(A')=2 — Sistema compatible indeterminat.
1 1 1
Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre.
—x+3y+z=-1 }
x— y—z=1

Solucions: x=+1, y=0, 2=
d) mx+ y+ z=2

2x+my+mzz:1

2x+ y+ z=2

La matriu de coeficients és:

m 1 1 m 1 1 m=1
2 m m?|, amb determinant |2 m m> =—m3+3m2—2m=0<m=0
21 1 2 1 1 I

Si m=20, m=21im=22 — ran(A) =ran(4') =3
Per tant, el sistema és compatible determinat.

Fem servir la regla de Cramer:

2m*—1 . _2m-1

b
m—m2 m—m2

Solucié: x=0, y= —

Per a m =0, la matriu de coeficients és:

011 01
20 0] —> 5 O‘z—Z#O—)Mﬂ(A):Z
2 11
Afegim I'Gltima columna.
01 2
20 1(=220 — mn(A')=3 — Sistema incompatible.
21 2
Per a m =1, la matriu de coeficients és:
1 11 11
211 —)‘2 1’:—1::0—)7471(/1):2
211
Afegim I'Gltima columna.
112
2 1 1|=-120 = mn(A') =3 — Sistema incompatible.
21 2
Per a m = 2, la matriu de coeficients és:
211
2 2 4| > ) 2‘:2:0%7474(1‘1):2
211
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Afegim I'Gltima columna.

21 2
2 2 1|=0 — mn(Ad') =2 — Sistema compatible indeterminat.
21 2

Agafem les dues primeres files i passem z al segon membre com a parametre.

2x+ y+ z=12
2x+2y+4z=1

Solucions: x =\ + %, y=-3A-1, z=1

25 Discuteix els sistemes segiients en funcié del parametre i resol-los quan siguin compatibles:

kx +kby— z=2 x+3y+ z=5
ax+ y =0 mx+ y+z=0
3x - ky =0 mx +2z=0
a) - y+2az=0 b))y x—-my—-z=1 c) d)
_ 0 2 4 v 220 5x + ky =0 my— z=m
X +ay J x +2z=1 x— y+ z=0
Q) x4 ¥ =0

— y+2az =0} aquestsistema és compatible perque és homogeni.
—X + ay =0

La matriu de coeficients és:

a 1 0
0 -1 2a
-1 2 0
a 1 0
Fl seu determinantés: | 0 —1 2a|=-2a°-224=0 — a=0
-1 a2 O

Siaz0 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinaz.

Solucié: x=0, y=0, 2=0

Si a=0:
y=0
=0
-x=0

Les dues primeres equacions sén equivalents — Sistema compatible indetermina.
El sistema queda:

y=0

e 0} Solucions: x=0, y=0, z=2X

b) mx+ y+z=0
x—my—z=1

2x+ y+2=0
La matriu de coeficients és:
m 1 1
1 -m -1
2 1 1
El seu determinant és:
m 1 1
1 —m —1|==m?+3m—-2=0 > m=2, m=1
2 1 1
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Simz1lim=2 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinat.

. 1 1
Fent servir la regla de Cramer: x= 0, y=— T 2T
Si m=1:
1 1 1 11
1 -1 -1 —)’1 _J:—Z:O%mn(A):Z
2 1 1
Afegim I'Gltima columna.
1 1 0
1 -1 1|=1=20 — ran(A') =3 — Sistema incompatible.
2 1 0
Si m=2:
2 1 1 7
1 2 -1 —>‘1 _2’=—5¢0%mn(/1)=2
2 1 1
Afegim I'Gltima columna.
2 1 0
1 2 1|=0 — rn(A') =2 — Sistema compatible indeterminat.
2 1 0
Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre.
2;52:?; — Solucions: x = 1;7») y=— 37\‘5_2, z=A\
Q) kx+hy— z=2
3x — ky =0
5x + ky =0
x +2z=1
La matriu ampliada és:
kok -1 2
3 £k 0 0
5 £ 0 0
1 0 2 1
El seu determinant és:
E k-1 2
3 -k 0 0
s k& o of =40k
1 0 2 1
Si k20 — ran(A') =4 — Sistema incompatible.
Si k=0:
—z=2
3x =0 . . . =2
5x -0 les equacions 2a i 3a s6n equivalents, ens queda: 3x =0
1221 x+2z=1

El determinant de la matriu ampliada és:

0 -1 2
3 0 0[=1520 — rman(A')=3
1 2 1

Com que ran(A) < 3, el sistema és incompatible.

Aquest sistema no té solucié per a cap valor de 4.
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x+ 3y+ z2=5
mx +2z=0

my— z=m

x— y+ 2=0
La matriu ampliada és:
1 3 1 5
m 0 2 0
0 m -1 m
1 -1 1 0

El seu determinant és:

1 3 1 5
m 0 2 0 ’
=Tm—-m*=0 > m=7, m=0
0 m -1 m
1 -1 1 0

Simz01im=7 — ran(A') =4 — Sistema incompatible.
Si m=0:
X+3y+ 2=5
2z=0
-z=0
x— y+ z=0]
Les equacions 2a i 3a s6n equivalents, per tant el sistema és equivalent a:
x+3y+ z= 5]
2z=0
x— y+ z=0]

El determinant de la matriu de coeficients és:
1 3 1
0 0 2(=820 — ran(A)=ran(A") =3 — Sistema compatible determinaz.
1 -1 1

Fent servir la regla de Cramer: x = %, y= %, z=0
Si m=7:
x+3y+ z2=5
7x + 2z=0
7y— z=7
x— y+ 2z=0
El menor format pels coeficients de les tres primeres equacions és:
1 3 1
7 0 2(=56=0 — ran(A)=ran(A') =3 — Sistema compatible determinat.
07 -1
Agafem les tres primeres equacions:
x+3y+ z2=5
7x + 2z=0
7y— z=7

Fent servir la regla de Cramer: x = —%, y= %, z==
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m-1 1 0
26 Sigui la matriu: A=(m-1 m+2 2
m—-1 m+2 m+1

a) Determina per a quins valors de 7 la matriu és singular.

b) Resol, si és possible, el sistema segiient pera m=1 i m=-1:

x 2
Aly|=|8
2z 8

m—1 1 0
AA=|m-1 m+2 2

m—1 m+2 m+1

m—1 1 0 1 1 0 1 0 0
|A|=|m-1 m+2 2 |=(m-1){1 m+2 2 |[=(m-D|1l m+1 2 |=
m—1 m+2 m+1 1 m+2 m+1 1 m+1 m+1
1 0 0 1 0 0
=m-Dm+D[1 1 2 |[=m=Dm+D|1 1 0 |[=(m=-1)*(m+1)
1 1 m+1 1 1 m-1

A éssingularpera m=-11 m=1.

-2 1
b)Si m=-1 - A=|-2 1 2
-2 10
El sistema queda:
“2x+y =2 0
2x+y+2z=8¢ — |1 2| =220 = ran(4) =2
—2x+y =8
Afegim la quarta columna.
1 0 2
1 2 8{=1220 — mn(A') =3 — Sistema incompatible.
1 0 8
010
Sim=1—>A=(0 3 2
03 2
El sistema queda:
y =2
3y +2z=8 les equacions 2a i 3a son equivalents.
3y+2z=8
1 0
3 2 =220 > mn(d)=2
Afegim la quarta columna.
1 0 2
3 2 8|=0— mn(A')=2 — Sistema compatible indeterminat.
328

Agafem les dues primeres equacions i passem x al segon membre com a parametre.

¥ =2

3y+2z=8} — Solucions: x=\, y=2, z=1



BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Matematiques I

Unitat 3. Sistemes d'equacions

2ax+ by+ z=3c
27 Sigui el sistema d'equacions: { 3x —2by —2cz=a
Sax— 2y+ cz=-4b
a) Justifica que per als valors dels parametres 2 =0, b=1, c =2 el sistema és compatible.

b) Determina els valors dels parametres @, b i ¢ per als quals es verifica que (x, y, 2) = (1, 2, 3)
és solucié del sistema.

¢) Justifica si aquesta solucié és tinica o no ho és.
a) 2ax+ by+ z=3c

3x—2by—2cz=a
Sax— 2y+ cz=—4b

Pera a=0, b=1, c=2, elsistema queda:

y+ z= 06
3x—2y—4z= 0
2y+2z=—4

El determinant de la matriu de coeficients és:

0 1 1

3 2 —4|=0— ran(A)=2

0o 2 2

01 6

3 2 0|=4820 — mnd)=3
0 2 -4

Com que ran(A) # ran(A’), el sistema és incompatible.

b) Substituim les incognites per les dades i resolem les equacions. Obtenim el sistema:

2a+2b+ 3= 3¢
3-4b—-6c= a
Sa— 4+3c=—4b

Les noves incognites sén 4, b, c.

2a+2b—-3c=-3
—a—4b—6¢c=-3
Sa+4b+3c= 4

El determinant de la matriu de coeficients és:

2 2 3
-1 -4 -6(=-78 — rman(A) =3 — Sistema compatible determinat.
5 4 3

Solucié: a=1, b=-1, c=1

¢) Com que el sistema és compatible determinat, la soluci6 és tnica.
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28 a) Demostra que el sistema d'equacions segiient té sempre solucié6 per a qualsevol valor de o i f3:

x—y+(@+P)z=0
x o+ z=0
x - z=0-303

b) Es possible que tingui infinites solucions per a algun valor de o i B2

a) x—y+(@+P)z=0 1 -1 a+pf «
x4+ z=f A'=11 0 1 B
x - z=0-3p 1 0 -1 |o-3pB
A
1 -1 a+P !
|A|=]1 0 1 =‘1 _1‘=—2¢0—>mn(A)=mn(A')=3

1 0 -1
El sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de o i f3.

b) El determinant de la matriu de coeficients és:

I -1 o+P
1 0 1 |=-2— rnn(A)=3 — Elsistema serd sempre compatible determinat;
1 0 -1

per tant, la solucié sempre sera tinica. No pot haver infinites solucions.

Qiiestions teoriques

29 Cert o fals? Justifica les respostes i posa exemples.

a) A un sistema amb dues equacions i dues incognites que és compatible indeterminat, podem
afegir-li una equacié que el transformi en incompatible.

b)Si § i S’ sén dos sistemes equivalents amb soluci6 inica que tenen iguals els termes indepen-
dents, llavors els coeficients de les incognites també s6n iguals.

m 1 1 x m
c) Per al valor m =1, elsistema (1 m 1 ||y|=|m]| té infinites solucions que depenen
1 1 m/ \4 m

d'un parametre.

d) El sistema anterior és incompatible si m = -2.

ax+ y+ z=a+2
e) El sistema {2x —ay+ z=2  sempre té solucié per a qualsevol valor de a.
X— y+az=a

120
f) El sistema (1 3 1) Y= (:) és compatible indeterminat per a qualsevol valor de 2 i b.

z
g) Si el determinant de la matriu ampliada d'un sistema de quatre equacions i tres incognites és
diferent de zero, el sistema té solucié dnica.

h) Si el rang de la matriu de coeficients d'un sistema és menor que el nombre d'incognites, el
sistema és compatible indeterminat.

a) Cert.
Tenim el sistema:
x—y=2

2x —2yz = 4} — Compatible indeterminat.
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Li afegim l'equacié: x—y= 3.

x—y=2
2x —2yz=4¢ — Incompatible.
x—y=3

b) Fals. Els sistemes segiients sén equivalents, tenen iguals els termes independents i no tenen els ma-
teixos coeficients en les incognites.

x+y=3 3y=3
x—y=1 — x=2, y=1 %=1 — x=2, y=1

c) Fals.

Pera m=1 el sistema té infinites solucions, perd depenen de dos parametres ja que:
ran(A) = ran(A') = 1

Podem quedar-nos amb una sola equacié i passar dues incognites al segon membre com a parame-

tres.
d) Cerrt.
El rang de la matriu de coeficients és:
-2 1 1
1 2 1(=0— mn(d)<3
1 1 =2
El menor té com a rang:
-2 1 =2
1 -2 2|=-1820 — mnd')=3
1 1 =2

Com que els rangs no coincideixen, el sistema és incompatible.
e) ax+ y+ z=a+2
2x—ay+ z=2

X— ytaz=a

Fals, pera 2 =1 el rang de la matriu de coeficients és:

1 -1 1
2 -1 1{=0 = mn(d) <3
1 -1 1
Afegim la 4a columna al menor ; 1 = 0.
1 13
21 2|=2— rmand')=3
1 11

Per tant, pera a =1, el sistema és incompatible i, per tant, no té solucié.

f) Cert, ran(A) = 2, i com que només hi ha dues files, A" no té més rang. Es compatible determinat
per a qualsevol valor de « i 4.

g) Fals, pot ser també incompatible.

x+ y+ 2=0

2y+2z=3
3y+3z=1
x—y =-1

Té |A'|=7 =0, perd ran(A) =3 — Elsistema és incompatible.
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h) Fals, pot ser també incompatible.

x+ y+ z2=3

2x+2y+2z=4

3x+3y+3z=5
ran(A) =1, ran(A') =2

Pagina 117

30 En un sistema d’igual nombre d’equacions que d’incognites, el determinant de la matriu de
coeficients és igual a 0. Respon raonadament les preguntes segiients:

a) Pot ser compatible?

b) Pot tenir solucié tinica?

) S'hi pot aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminat si a7 (A) = ran(A") < nre. d'incognites.

b) No, perque en ser ran(A) < nre. d'incognites, el sistema no pot ser compatible determinat.

¢) Si, si és compatible, pasant al 2n membre les incognites que sigui necessari.

31 Sidos sistemes de quatre equacions lineals amb quatre incognites, AX =B i AX=B', tenen una
mateixa matriu de coeficients 4, pot ser incompatible un dels dos sistemes mentre que 1'altre és
compatible determinat?

No. Si un és compatible determinat és perqué ran(A) = ran(A') = 4. Per tant, si A és la mateixa
matriu en tots dos sistemes, també en 'altre serd 7an(A) = 4. Per tant, els dos serien compatibles
determinats.

32 Troba una matriu A perque el sistema homogeni AX = 0 sigui equivalent a I'equacié matricial:

1 -2
(x y 2){2 1]=(0,0
1 2
L'equacié matricial donada la podem escriure aixi:
x+2y+ z=0
2x+ y+2z=0

1 21 x
Si anomenem A = (_2 1 2) i X=|y|, llavors: AX=0.
z

1 21
Per tant, la matriu A que busquem és A = ( )

-2 1 2
1 2 a a+3
33 Siguin A=|1 -1}, B=[b]i Cc=| &
03 ¢ c+3
Justifica que si el sistema AX = B és compatible determinat, llavors el sistema AX = C també

ho és.
Si AX = B, és compatible determinar — ran(A) = ran(A') = 2.

Per a aixd, el determinant segiient ha de ser igual a 0:

1 2 a
1 -1 6|=3a-3b-3c=0
0 3 ¢
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Calculem el determinant de la matriu ampliada corresponent al sistema AX = C:

1 2 a+3
1 -1 b |=3a—-36-3¢
0 3 ¢c+3

Els dos determinants tenen el mateix valor, perque el segon s'obté substituint la 3a columna per la
suma de les altres dues; per tant, valen zero per als mateixos valors de @, & i ¢. Consegiientment,
el sistema AX = C és compatible determinaz.

Per aprofundir

34 Estudia i resol quan sigui possible.

x+ y +2t=3 ax + 3+ t=1
3x— y+ z— t=1 b) ay+ z— t=1

2 S5x-3y+2z—4t=a

ay+ z-2t=2

2x+ y+ Z+ t=2 az— t=0
a) X+ y +2t=3 1 10323
3x— y+ z— =1 0 3 -1 1 -11
Sx—3y+2z—4r=al © 7|2 1 1.1 2
2x+ y+ 2+ t=2 5 3 2 —4|a
A
1 1 0
|[A|=01i|3 -1 1|=-320 > ran(d)=3
2 1 1

(La 4a columna depen linealment de les tres primeres).

FILES

1 1 0 3| () 1 10 e
3 11 1| @ 3 .11 L3 1 113
|A| = 2 1 1 2| lea-ea 1 2 lo =|-1 2 1 | @a+(la 03 4 |=
A e L0l alg| 11 -1 a-2] leaeaa 00 a+l

=3@+1)=0 > a=-1
*Si a=-1 = ran(A) = ran(A') = 3 < nre. d'incognites. El sistema és compatible indeterminat.
Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié i passar la 7 al segon membre:
x+y =3-2¢
3x—y+z=1+ 1t
2x+y+z=2—1t

3-2+r 1 0 1 3-2¢+ 0
1+ -1 1 3 1+t 1
o1 2=t VU 275 _5-2¢ |1 2-t 1| 4s—4 _4-4r,
3 3 3 7 3 3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+t
g 121 2-t] 8-5+_ -8+5¢
-3 -3 3

5-2° . 4-—4\N __ —8+5A
3 )73 0 FTT g itk
*Siaz-1 = ran(A) =3 =ran(A") = 4. Elsistema és incompatible.

Solucions: x =
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b)ax + z+ t=1 a 001 1|1
ay+ z— t=1 " 0 a1 -1]1
ay+ z2—2t=2 1021 22
az— t=0 00 a4 -1 0
%,—/
A
a 0 1 1 FILES
PLEEE "i_é (2 g(l)‘i a1
| |=Oal_2=ﬂg _1=ga;_(la) Yo g | N0
00 a -1 4 - . ‘-
=a-a’=a°=0 > a=0
* Si 2=0, queda:
001 1|1
oo 1 c11| > z=1 ,
A'= 001 2 2|5 222 } Incompatible
000 -1 0/ —¢=0
*Siaz0 — ran(A) = ran(A') = nre. d'incognites = 4.
El sistema és compatible determinat. El resolem:
1 01 1 a1 1 1
1 2 1 -1 01 1 -1
2 a1 =2 021 =2
10 0 a -1| Qa+la 2441 . 10 0 a -1| , 1
a 01 1 a 011
0 a1 -1 0 a1 1
0 a 2 2 0 a1 2
_ 2 3
000t 2 o ool 2
a a a a a
Solucions: x = 2”;'1, :%, z:i, t=-1
a a a
35 Discuteix els sistemes segiients:
x— y+ z=2 x+ y+ z=a-1 x-3y+z=a ax+ y—-z=5b-1
a) 12x +3y—-2z=-8 b) \2x+ y+az=a c) ix -z=b d)\2x+ay =b+1
4x+ y+az="b x+ay+ z=b x +z=c —x +z=0b
Q) x— y+ z2=2 1 -1 11| 2
2x+3y—22=-8; A'=(2 3 -2 -8
4+ y+az=0b 4 1 al| b
| —
A
|A|=54=0 = a=0
* Si 2=0, queda:
1 -1 1]2 L1 1 -1 2
A'= 72”7341—2 —8;‘2 3|=5= 0; (2 3 —-8|=56+20=0 — b=—-4
4 1 0 b 4 1 b

*Sia=01ib=-4 = ran(A) =ran(A') = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indetermina.
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*Sia=01ibz-4 — ran(A)=2=ran(A’) = 3. Elsistema és incompatible.

*Si az20 — ran(A) = ran(A') = nre. d'incognites = 3. El sistema és compatible determinat,
qualsevol que sigui el valor de 4.

b) x+ y+ z=a-1 1 11 a-1
2x+ y+az=a A=(2 1 a a
1 2 1| b

x+ay+ z=05
%/_/
A

=1
|A|=—(a—1)(a—2)=0<;l:2

* Si a=1, queda:

1110
A'=12 1 11 ::| Contradiccié, excepte quan & = 0.
1116

—Sia=11 b=0 — Sistema incompatible.
—Sia=11b=0, queda:

1 1'10
A'= gﬁlﬁjl 1| Lalafilaila3asén iguals.
11 1/0
‘ )1 20 — ran(A) = ran(A') = 2 < nre. d'incognites — Sistema compatible indeterminat.
* Si a=2, queda:
1 1.1/1
A= 772”1”: 2| 2| Lalacolumnaila 3a sén iguals.
1 2146
11 1 11
‘2 1 20 — ran(4) =2 21 2l==(b-1)=0 — b=1
1 2 4

—Sia=2ibz1 = ran(A)=2=zrmn(d') =3.
El sistema és incompatible.

—Sia=21ib=1 — ran(A) =ran(A’) = 2 < nre. d'incognites.
El sistema és compatible indeterminat.

—Siazliaz2 — ran(A) =ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de 4.

o x-3y+z=a 1 -3 1 |a
X —z=by A'={1 0 -1|6
X +z=¢ 1 0 1

N
A

|A| =620 —> ran(A) = ran(A') = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat per a qualsevol valorde 4, 6 i c.

d)ax+ y—z=06-1 a 1 -1 6-1
2x+ay  =b+lp A'=(2 a 0 b+1
—x +z=0b -1 0 1 b

-—
A
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1

a=—
Al=a?-a-2=0
2
a=

* Si a=-1, queda:

-1 1 -1/6-1
A'={2 -1.0 b+1
-1 0 1 &
! 0 A) =2
s 107 — mn(4) =
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-36=0 = 6=0
-1 0 b

—Sia=-11ib=0 — ran(A)=2=ran(A’') = 3. Elsistema és incompatible.
—Sia=-11ib=0 — ran(A) =ran(A’) = 2 < nre. d'incognites.
El sistema és compatible indeterminat.
* Si a=2, queda:
2 1:-1/b-1
A'=(2 210 | b+1

-1 0 1 b

2 2 b+1|=36-3=0 — b=1

—Sia=21ib=1 — ran(A) =2 =ran(A’) = 3. Elsistema és incompatible.
—Sia=21ib=1 — ran(A) = ran(A") = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
—Siaz-1ia=2 — ran(A) = ran(A’") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de 6.

36 Donat aquest sistema d'equacions:

x-1=30-
y+2=20+P ona, B €
z=0+2f

transforma'l en un sistema equivalent que no depengui dels parametres o, 3; ésadir, transforma'l
en un sistema en el qual les equacions s'expressen només en funcié de les incognites.

Interpretem el sistema a l'inrevés, és a dir:

30-PB=x-1
200+ B=y+2
(0 +2B=2
Perque aquest sistema tingui solucid, el determinant segiient ha de ser igual a 0:
3 -1 x-1
2 1 y+2(=3x-7y+52-17=0
1 2 =z
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En aquest cas, per calcular o i B agafem les dues primeres equacions i obtenim un sistema compa-
tible determinat:

300-PB=x-1
20(+B=y+2
: SV | 1 1 _
Les solucions sén: o = —x+—y+§, B_——x+§}/+?

55

Substituim o i B pels seus valors en el sistema original i obtenim:
(

o3[l o )y (2,..3, .8
X 1—3(5x+5)/+5) ( 5x+5_y+5>

oLy, 1) (-2,,3,.8
}/+2-2(5x+5)/+5>+< 5x+5y+5)
kz=<%x+%}/+%)+2(—%9€+%}/+%)

Les equacions d'aquest sistema s'expressen només en funcié de les incognites.
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1 Resol pel metode de Gauss el sistema segiient i interpreta'l geométricament:

x—-3y—- z=-1
x+5y+3z=3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z=5
x=3y— z=-1 1 -3 -1 -1 (3a)
x+5y+32=3 1 5 3|3 N (2a)
x+ y+ z=1 1 1 171 (1)
3x+7y+52=5 3 7 515 (4a)
(1a) 1 1 1|1 (1a)
(2) - (1a) 0 4 2 2 (2a): 2
~ Go- (1) 0 -4 2 2| 7 Ga+@a
(4a) - 3 - (1a) 0 4 2 2 (4a) — (22)
x+ y+z=1 chzi:j/y—z=y
2y+z=1
y=A

1 1 1
1 5 3
1 -3 -1
3 7 5
11
0 2
00
00

-1

S O =
O O =

Solucions: x =M\, y=A\, z=1-2\. Sén quatre plans amb una recta comuna.

2 Un transportista té tres camions P, Q i R, en els quals caben un cert nombre de contenidors de
tres tipus A, B i C. En el camié P, hi caben 5 contenidors del tipus A, 3 del tipus B i 4 del C. En el
camié Q, hi caben 2 contenidors del tipus A, 5 del Bi 5 del C. I en el camié R, hi caben 4 de I'A, 3
del Bi 6 del C. Si s’han de transportar 45 contenidors del tipus A, 44 del tipus B i 58 del tipus C,

quants viatges ha de fer cada camio si tots els viatges els fan totalment plens?

Anomenem:
x = viatges del camié P
y = viatges del cami6é Q

z = viatges del camié R

P QR
A [5 2 4\ [x 45
B (3 5 3| |y|=(44
Cl\4 5 6/ \z 58

Obtenim el sistema d'equacions:

5x + 2y +4z =45
3x+5y+3z=44; — x=5, y=4, =3
dx + 5y +6z=58

El camié P ha de fer 5 viatges.
El camié Q ha de fer 4 viatges.
El cami6 R ha de fer 3 viatges.



Unitat 3. Sistemes d'equacions

BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Matematiques I

3 a) Discuteix, en funcié de 4, el sistema segiient:

xX+ay+ z=a+2
x+ y+az=-2(a+l)
ax+ y+ z=a

b) Resol el sistema anterior per al cas a = -1.

a) x+ay+ zg=a+2 1 21 a+?2
x+ y+raz=-2(@+1)p A'=|1 1 a 2(a+1)
ax+ y+ z=a4a a 1 1 a

H—/
A

a=1
|A|=a®-3a+2=0=(a—1)*a+2)=0<_ 5
a=-—

* Si a=1, queda:

1 11 3
A'={1 1 1 -4| — Elsistema és incompatible.
1 1 1|1
* Si a=-2, queda:
1 210
A'= 111 -2 2
-2 1 1/1|=2
_2 1 2 0
Com que ! 1‘=3i 1 1 2|=0,llavors ran(A) = ran(A") = 2 < nre. d'incognites.
-2 1 2

El sistema és compatible indeterminat.
*Siazlia=-2: ran(A)=ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

b) Pera a=-1, queda:

1 -1 171
A'=1 1 -1 0|, isabem que |4]=4.
-1 1 1]-1
—
A

1 -1 1

0 1 -1

-1 1 1 2 1.
Y= 4 4T

1 1 1

1 0 -1

-1 -1 1 ) 1
e

1 -1 1

1 1 0

-1 1 -1] o
zZ= 4 —Z—O
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4 Demostra que no hi ha valors de m per als quals aquest sistema no tingui solucié. Resol-lo:

x+ 2+ z2=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

x+ 2y+ z=3 1 21 3
x+ 3y+2z=5¢ A'=(1 3 25
x+my+3z=7 1 m 3|7
%/_J
A
|A|=4-m=0 > m=4

1 213
A'=|1 3:2|5]| La4a columna s'obté sumant la 2a i la 3a.

317

)

Per tant, ran(A) = ran(A"). El sistema és compatible.

1 2
‘1 3 20 = ran(A) =ran(4') = 2).

(En aquest cas seria compatible indeterminat, perque:

El resolem. Podem prescindir de la 3a equacié:

X+ 2+ z:3} x+2y=3-2z } ‘1 2‘_

x+3y+2z=5| x+3y=5-2z| |1 3
‘3—z 2‘ ‘1 3-z
x=%:—l+z;}/= 51_22 =2—-z

Solucions: x=-1+A, y=2-A\, z=4A
*Si mz4 — ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites. El sistema és compatible determinaz.

El resolem en aquest cas:

3 2 1 1 31
5 3 2 1 5 2
N7 m 3] 4y 73 0
T Ty _4—m_1’ A _4—m_0’
1 2 3
1 3 5
. 1 m 7 :8_2m:2(4—m):2

4 —m 4—m 4—_m

Solucié: x=1, y=0, z=2

Per tant, no hi ha cap valor de m per al qual el sistema no tingui solucid.

5 El rang de la matriu dels coeficients d’un sistema de quatre equacions amb tres incognites és 3.
Quin rang pot tenir la matriu ampliada? Partint d’aix0, quantes solucions tindra el sistema?

La matriu ampliada és una matriu quadrada d'ordre 4.
El seu rang pot ser 3 (si |A'|=0) o4 (si |A'] #0).
*Si ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites — El sistema sera compatible determinat.

*Si ran(A) =3 = ran(A') =4 — El sistema serd incompatible.
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6 Discuteix i resol el sistema segiient:

x-2y =1
y+ z=a
x -3z=-1
y— z=2

Segons el teorema de Rouché, el sistema tindra solucid si el rang de la matriu de coeficients i el de la
matriu ampliada sén iguals.

1 2 01
o1 1 a
A:10—3—1
0 1 -1 2
-
A

Com que la matriu ampliada és d'ordre 4, busquem els valors que anul-len el seu determinant.

FILES

(1a) 1 -2 0 1
1 1 a
, (2a) 01 1 a
|A|= (3a) — (1a) 0 2 -3 -2 =2 -3 2|==6-24-2+3a-2-4 — a=14
(42 0 1 -1 2 -1 2
eSia=14
1 -2 0 1 01 1
o1 1 14 ' o
A=11 o 3 | 7 Comque |1 0 =3| =0 — nmn(Ad)=ran(A’) =3 = nre. d'incognites.
0 1 -1 2 011
%r_/
A

El sistema és compatible determinat.
*Siaz14 — ran(A) =3 = ran(A') = 4. Elsistema és incompatible.
* Resolucié si a = 14:
Agafem les equacions 2a, 3a i 4a:
y+ z=14 De la 1a i la 3a ecuaci6 obtenim 2y=16 — y=38
X — 3z=-1 z=14-8=6
y— z2=2 FEnla2a x=-1+3z=-1+18=17
Solucié: x=17, y=8, z=06

Una altra manera de resoldre el problema:
Si resolem el sistema format per les equacions 1a, 3a i 4a, obtindriem la solucié x=17, y=38, z=06.

Portant aquests valors a la 2a equacié, y+z=a — 8+6=a — a=14. Aquestésel valorde 2 que
fa el sistema compatible. Per a qualsevol altre valor de 4, el sistema no té solucid.

7 En un sistema homogeni de tres equacions i dues incognites, la matriu dels coeficients té rang 2.
Digues, raonadament, quantes solucions tindra el sistema.

En un sistema homogeni, el rang de la matriu de coeficients i el de la matriu ampliada sempre coinci-
deix, perqué en afegir una columna de zeros no canvia el rang.

Per tant, tenim que ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d'incognites.

El sistema serd compatible determinar. Només té una solucid, que és la trivial: x=0, y=0.



