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A través d'una lupa

L'augment A produit per una lupa determinada ve donat per

AUGMENT ' .2 o
l €quacio seguent:

2
A= _2
2-d

on d és la distancia (en decimetres) entre 1'objetce que volem ob-
servar i la lupa.

1 DISTANCIA (dm)

Si acostem I'objecte a la lupa fins a tocar-la (d = 0), la grandaria es
manté igual. Aix0, en termes de limits, s'escriu aixi:

lim A=1
d—0

Com s'escriuria el que expliquem a continuacié en termes de limits?

a) Si acostem I'objecte a 2 dm, aproximadament, se fa més i més gran. A més, 1'objecte es veura del
dretsi d< 2, oinvertit, si d> 2.

lim A-=... lim A-=...
d—2" d—2*

b) Si allunyem la lupa de I'objecte, aquest es veu cada vegada més petit.
lim A= ...

d — +o0

a) lim A=+oo
d—2"

lim A=—oo
d—2*

b) lim A=0
d

— 400

Soroll i silenci

Si acostem molt I'orella a un focus de so, aquest es fa insuportable.

INTENSITAT DE SO (db) P . . R L.

120 Sil'allunyem molt, deixa de sentir-se. Tradueix aquests fets a limits,
100 anomenant I la intensidad del so (en decibels) i d la distancia (en

30 metres) a la qual ens col-loquem del focus emissor:

60 im I=... lim I-=...

d—0 d— +o0
40
20 DISTANCIA (m)

1 2 3 4 5

dlz’m I=+ Iim I=0

-0 — 400
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1 Cert o fals?

Cada una de les funcions segiients és continua en tots els punts en queé és definida:

a)y=x2-1 b)y=1x+2 o) y=sinx d)y=1gx
= Ent f) y = Mant = h)y=—-1
€) y = Ent (x) ) y = Mant (x) 8y 21 )y e
x% si x<0 5x—3 si x<l
i) y=1x si 0sx<3 j)y={x_ sf =
. x+2 six>1
1 six>3
a) Cert.
b) Cert.
c) Cert.
d) Cert.

e) Fals. La funcié part entera no és continua en cap nombre enter; tanmateix, estd definida en aquests.
f) Fals. La funcié mantissa no és continua en cap nombre enter.

g) Cert.

h) Cert.

i) Cert. Podem veure-ho en la seva grafica.

L ol aa

“4-3-2-1,] 123 4X

-2
-3
L4

En x=3 no és continua, perd, com que no esta definida, I'afirmacié és certa.

j) Fals. No és continua en el punt x =1, on esta definida.
Y
] /
3
2
1

-4-3—2—11/1 2 34X
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2 Cada una de les funcions segiients té un o més punts on no és continua. Indica quins s6n aquests
punts i quin tipus de discontinuitat presenten:

a)y:%

2

2
Jy=* ;3
LAl

a) Branca infinita en x =3 (asimptota vertical).
b) Discontinuitat evitable en x =0 (li falta aquest punt).

¢) Branca infinitaen x =0 (asimptota vertical).

d) Salten x = 4.

3 Explica per qué sén continues les funcions segiients i determina I'interval en qué estan definides:

a)y=x2-5

b)y=45-x
{3x—4 si x<3
oy=

x+2 six=23

x si 0<sx<2

dy- {2 si 2<x<5

a) Esta definida i és continua en tot IR.
b) Esta definida i és continua en (— oo, 5].

Les funcions donades mitjancant una expressié analitica senzilla (les que coneixem) sén continues on
estan definides.

c) Esta definida en tot IR. Es continua, també, en tot IR. L'anic punt en qué hom dubta és el 3: les
dues branques prenen el mateix valor pera x = 3.

3.3-4=9-4=5 3+2=5
Per tant, les dues branques empalmen en el punt (3, 5). La funcié és també continua en x = 3.

d) També les dues branques empalmen en el punt (2, 2). Per tant, la funcié és continua en I'interval en

el qual esta definida: [0, 5).
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4 Per a cada una de les funcions segiients: fj(x) =

(x —3)2’

hH) =

f;(x) = 2%,

completa en el quadern la taula adjunta, amb ajuda de la calculadora, i estima el valor

de lz’ng_ S

x| 2 [25]29(299/2,999
f(x)
Al = 3)2
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
-5 -5 -5 -5 -5
5 =2 0| — =2 - 500 | — =2 --50000 | ———_—_5000 000
) 2-3)2 (2,5-3)? (2,9 -3)? (2,99-3)% (2,999 — 3)2
Z”g’,fl () = =
Hlx) = =—
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
4 4 4 4 _ 4
fod| 575 =4 522598 5-2,9 40 5= 2,99 ~ 100 32,999 - 4000
lm;_fz(x) = t+o0
frlx) = 2%
x 2 2,5 2,9 2,99 2,999
f(x) 22-4 = 5,66 = 7,46 2299 27,94 22999 =799
lmé’,ﬁ}(x) =
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5 Calcula raonadament el valor dels limits segiients:

a) xh—% x—2

b) lz:% (cos x-1)
c) lz’m2 Vx*—3x+5

d) x{»ﬁo'fl log,o x

2) _% b) 0 SR d)-1

Pagina 161

Fes-ho tu. La funcié g(x) = {x3 —5x+3, x=-2

5 és continua en x = —22 Troba'n el limit en 0 i en 4.
> X =—

* Continuitat en x = —2:
lim f) = lim, (x3=5x+3)=(=23-5-(2)+3=5
fE)=5
Per tant, la funcié6 és continua en x = 2.
* Limiten x=0:
lim f(x) = lim (x> =5x+3)=0°-5.0+3=3
* Limiten x=4:
lim f() = lim (3 —5x+3)=4>-5.4+3=47

3
Fes-ho tu. Calcula £ perque f(x) = {; —2x+k, x23

sigui continua en R.

, x=
Per a qualsevol valor de # la funcié és continua en tots els punts diferents de 3.
Estudiem la continuitat en x = 3:

lim f() = lim (WP—2x+k)=33-2.3+k=21+F

f@=7
Perque la funcié sigui continua en x = 3, ambdés resultats han de ser iguals; aleshores:

21+ k=7 > k=-14
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s b) ’g%x—zf‘; ) lim—*

Fes-ho tu. Calcula i representa: a) /im —=.

x—-3
x

a) El denominador s'anullaen x =0, pero el numerador no. Per tant, el limit és infinit, amb signe més o
menys.

ESQUERRA: x = 0,01 — —0.01=3 301 5 /s,

-0,01 x—0"

x—3
X
DRETA: x = 0,01 —> 06’#:-299 = lim % - —oo

x—0*

>

/

b) El denominador s'anullaen x =0, perd no el numerador. Per tant, el limit és infinit, amb signe més o
menys.

EsQUERRA: x = -0,01 — “0.01=3 _ 30100 — /m £=3 - o
(-0,01)2 x=0" x

DRETA: x = 0,01 — M:_m%o N lz’ng+x_3 - oo
X —

0,01 x?

Y/

¢) El denominador s'anul-laen x =1, perd no el numerador. Per tant, el limit és infinit, amb signe més o

menys.
3 3
ESQUERRA: x = 0,99 — %:9 703 — lim X 5 =+
(0,99-1)* =17 (x—1)
3 3
DRETA: x= 1,01 — L:10303 - Ilim Xiz = 400
(1,01-1)2 x=1% (x—1)

/\

|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
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2 3 2
Fes-ho tu. Calcula i representa a) lim x—44x—5; b) lim 2% 5%
x5 x2_8x+15 x=0  x2

a) Tant el numerador com el denominador s'anul-len en x = 5.

Simplifiquem la fraccié:

x2—4x -5 _ (x+1)(x—=5) _x+l
x2_8x+15 (x-3)(x-5 «x-3

Zz’m7x2_4x_5 = lim XL =3
x=5x* _8x+15 x-5x-3

Y
4
3
2
1
4l 1 2345067X
2
-3
4

b) Tant el numerador com el denominador s'anul-len en x = 0.

Simplifiquem la fraccié:

23552 _(2x-5) _

2x—5
x? x?
3 2

lim @ = lim 2x-5)=-5
x—0 X x—0
y=2x-5

4

3

Fes-ho tu. Troba aquests limits i representa'n els resultats:

2 3 2
a) lim X *4x=5 b) lim X +3%"

x—1 x3 _2x2 4 x Xt

a) Tant el numerador com el denominador s'anul-len en x = 1.

x%+4x -5 _ (x+5)(x-1) __x+5
X =2x% +x x(x—1)2 x(x—1)

Simplifiquem la fracci6 —

. xridx -5 . Xx+5 ' . N
lim S5 = lim — Aras'anul-la el denominador, perd no el numerador. Per tant, els
x=1 33 224y x  x—1x(x—1)

limits laterals sén tco.
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Estudiem el signe de la funcié a banda i banda de I'1.

2 . _ 2
ESQUERRA: x = 0,99 — 0,99°+4-0,99-5 =—605 = Ilim —"3 +4x2—5 = —oo
0,993 -2.0,992+0,99 x—17 x0 - 2%+ x
2. 4. _ 2
DRETA x= 1,01 — 1,017+4.1,01-5 =595 — Ilim x3+4—xz_5=+oo
1,013-2.1,01%+1,01 x—1* 30— 2x% + x

Per tant, el limit demanat no existeix.

\

1

1
|
|
|
|
|
]
I
|
|
|
|
1

\

b) Tant el numerador com el denominador s'anul-len en x = 0.

%3 + 3x2 :xz(x+3) _x+3

x* x4 x?

Simplifiquem la fracci6 —

3 2
lim % +3x7 _

L L — Aras'anul-la el denominador, perd no el numerador. Per tant, els limits
X — X X — X

laterals s6n +oo.

Estudiem la funcié a banda i banda del 0.

i 3 (= 2 3 2
ESQUERRA: x =-0,01 — (-0,01)”+3-(=0,01) =29900 — lim EA 7
(-0,01)4 x=0- x4
3 . 2 3 2
pRETA x= 0,01 — 20174300017 551050 5 jy 27432 _
0,014 x—0 x4

Per tant, el limit d'aquesta funcié quan x — 0 és + oo.

y= x+23

X
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6 Digues el limit quan x — +oo de les segiients funcions representades pels seus grafics:

a) A’\ o d)
¥ =15
/ \/\ y= _]g(x) 4
y=£f
7] |
a) xé{;ziwﬁ (x) = —oo b) x{{;;noo Hx) =-3 ) x{{cnw () = +o0 d) xél:iﬁo f4(x) no existeix.
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7 Digues el valor del limit quan x — +oo de les funcions segiients:

a) flx) = X% +3x+5 b) fx) = 5x3 + 7x o) flx) =x— Fat
3 _

d)fx) = 5 o) flx) = —% h fi) = <1

a) —0oo b) +oo C) — o0

d)o e) 0 f) —eo

, 3 _ s 3 2
8 Com que Ilim (x° - 200x?) = +oo, troba un valor de x per al qual sigui x> —200x% > 1000 000.

Per exemple, pera x = 1000, f(x) = 800000 000.

9 Com que /lim =0, troba un valor de x per al qual sigui < 0,0001.
x=+0 2 10x x*—10x

Per exemple, per a x = 1000, £(x) = 0,000001.
Pagina 166
10 Calcula [im f(x) irepresenta'n les branques:

D) f) = 5 b f) = 2 ) f) =-L df() =3x-5

3x x x?
a) 0 b) 0 00 d) +co

+ 4+ + +

11 Calcula /im_ f(x) irepresenta'n les branques:

d) flx) = 1=

3
- X —
W) fl) = 3 l+x

1
-5
a) —oo b) 0 C) +oo d)-1

+ o+

3
x2 -

b)) = 253 9 fx) =
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12 Troba els limits quan x — —c0 iquan x — +oo de les funcions segiients:
a) f(x) = 223 + 7x? b) fx) = 3x% —7x o) flx) = 10*
d) fx) = 52— 8 e) fx) = -2+ +1 f) flx) = -5
a) lim (2x7+7x%) = lim -2x7 = +oo
Jim (227 +7x%) = lim 2% = —eo
b) lim (B3x*=7x)= lim 3x*= oo

xél:’ﬁo (Bx4 = 7x) = xg@w 3x% = 4oo
) xl_)z’r_nm 10*=0

1

Ja que pera x=-10,10710 = 010 = 0,00000000001 i analogament passaria per a valors negatius de

x menors que —10.

De manera similar a l'anterior, podem comprovbar que  /im  10% = +oo.
X — +oo
d) El limit quan x tendeix a —oo no té sentit perque la funcié esta definida pera x> %

lim 5x—8 = lim Y5x = +o0 perque el radicand tendeix a +oo.

X — +0o

e) No té sentit calcular cap dels dos limits perque el domini de definici6 de la funci6 és I'interval [— g g]

f) xémw -5%=0
Ja que pera x=-10, —5710 = —# =-0,0000001024 i analogament passaria per a valors negatius

de x menors que —10.

De manera similar a l'anterior, podem comprovar que  /im —5* = —oo.
X — 400

13 Troba els limits quan x — —co iquan x — +oo de les funcions segiients:

2) fx) = B—x b) f(x) = xiT? O fl) = =% &) fl) = S =10

xt+3 3x% +10x2
a) lim 3-x=lim J=x = +oo perqué el radicand tendeix a +oo.

El limit quan x tendeix a +oo no té sentit perque la funcié esta definida només quan x < 3.

2 2
b) lim x7+3 lim x—3= lim -0

3 X — —e0

X — —o0 —x —x X— -0 _y
2 2
lim x7+3 lim =~ = lim L 20
X — +00 _x3 X — +00 _x3 X—too _y
) ) ,
c) Ilim + = lim = = lim —x=+oo
X — —0 x +3 X — —o0 x X — —o0
53 _ ,
lim 2x = lim = = lim —x=-o
x—too 4243 x—too 4. X —+oo
d) dm PE=10 gy SO gy 55
¥ 3334 10x? X7 3y? ¥~ 3 3
lim 5010 lim 5 lim 2 =2
¥oweo 3334 10x2  ¥Tre 3x3 v 3003
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14 Determina les asimptotes i la posici6 de la corba respecte a aquestes:

_3x+1 b)yo 37 -7 -1 -1 -1
)y=-" VY=~ Vy=- dy=-3 )y s
a) Com que el denominador s'anul-la quan x =2, estudiem en aquest punt I'existéencia d'una asimptota

vertical.

b Bx+l 7

e ot
3-1,99+1 . 3x+1
tx=199 - —2—— =-097 = lim —— =-
ESQUERRA: X 99 1.99_2 97 xinzz_ )
L 3.2,01+1 by dx+l
DRETA: x=2,01 — S01-2 =703 — xlinza—x_z =+

Per tant, la recta x =2 és una asimptota vertical.

Vegem ara si té asimptotes horitzontals:

lim Sre+l lim 3x _ lim 3=3

X—+o00 x ) X—+00 A X — +oo

lim Sxe+l lim Sx _ lim 3=3

X — —0 x_2 X——0 X — —0

Per tant, la recta y = 3 és una asimptota horitzontal.

Per saber la posicié de la corba respecte de I'asimptota horitzontal, hem de tenir en compte que

_ 3x+1 7
)= x—=2 _3+x—2'

7 5 pren valors positius i la funcié esta per sobre de 'asimptota.
Quan x — —oo, passa el contrari i la funcid esta per sota de 'asimprota.

Quan x — +co el quocient

No té asimptotes obligiies perque els limits en l'infinit de la funcié no sén infinits.

b) Com que el denominador s'anul-la quan x =2, estudiem en aquest punt I'existéencia d'una asimptota
vertical.

3x*-7 5

lim 22— == = teo
x—=2 x-=2 0

2 2
ESQUERRA: x = 1,99 — 3-1,99°-7 =—-488,03 — [lim =7

1,99—2 x—2" x—2
o 3-2,012-7 . 3x*-7 _
DRETA: x=2,01 — 2.01-2 =512,03 — xlin21+ ) =+

Per tant, la recta x = 2 és una asimptota vertical.

Vegem ara si té asimptotes horitzontals:

2 2
lim =7 _ lim 3x" lim 3x=+oo
X—+o0 7D X — +00 x X — +00

2 2
lim =7 lim 3x7 lim 3x=—oo
X — —0 x—2 X — —o0 X X — —o0

Per tant, no té asimptotes d'aquest tipus.

Ara estudiem les asimptotes obliqiies:

2
=37 3642
x— x—
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Larecta y = 3x + 6 és una asimptota obliqua, ja que tendeix a 0 quan x — oo,

Quan x — +oo, el quocient > 7 pren valors positius i la funcié esta per sobre de I'asimprota obli-
qua.

Quan x — —oo, passa el contrari i la funcié esta per sota de l'asimptorta.

¢) Com que el denominador s'anul-la quan x =0, estudiem en aquest punt I'existéncia d'una asimptota

vertical.
D U
x/% x 0 *
ESQUERRA: x =—0,01 — 1 100 5 imliw
—0,01 x—0" X

1 = / l= oo
0.01 =100 — x/ing+x +

DRETA: x = 0,01 —

Per tant, la recta x =0 és una asimptota vertical.

Vegem ara si té asimptotes horitzontals:

im L -0
X — +0o X
im L -0
X — -0 A

Per tant, la recta y = 0 és una asimptota horitzontal.

Quan x — +co, la funcié és positiva i estd per sobre de l'asimprota horitzontal. Quan
x —> —oo, la funcid és negativa i esta per sota de l'asimptota.

No té asimptotes obligiies perque els limits a l'infinit de la funcié no s6n infinits.

d) Com que el denominador s'anul-la quan x =0, estudiem en aquest punt I'existéncia d'una asimptota
vertical.

lim -1 __o perque la funcié sempre pren valors negatius.

Per tant, la recta x =0 és una asimptota vertical.

Vegem ara si té asimptotes horitzontals:

Per tant, la recta y = 0 és una asimptota horitzontal.
Com que la funcié sempre pren valors negatius, esta per sota de |'asimptota horitzontal.
No té asimptotes obligiies perque els limits en l'infinit de la funcié no sén infinits.
e) La funcié esti definida quan x2—9 >0, ésadir, quan x € (=00, —3) U (3, +o0). En els punts -3 i

3 es produeixen divisions entre 0. Estudiem en aquests punts I'existéncia d'asimptotes, perd només
podrem calcular limits per un dels costats en cada punt.

m —L -1 _
x—{;zé‘ lx2_9 0 *
lim 1 L _ o

x—3* X2—9 _6_

Perque la funcié sempre és positiva. Aleshores les rectes x = -3 i x =3 sén asimptotes verticals.

Larecta y=0 ésclarament una asimptota horitzontal perque _/im S )

xmEe Jx2 -9
Tantsi x — +oo com si x — —oo, la funcié queda per sobre de I'asimptota horitzontal pel fet de pren-
dre valors positius.

No té asimptotes obligiies perque els limits a I'infinit de la funcié no sén infinits.
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15 Troba les branques infinites de les funcions segiients i, a partir d'aquestes, perfila la forma de la

corba:
1 x xt x2+2
a = b = C = d == =
)y x?+1 )y 1+x2 )y x?+1 )y x? - 2x
2 : 2 23— 342
__x £)y= X _ X +3x h) v = 2 3
)y 1+ 2 )y 1+ x> 8y x+1 )y X
a) Asimptotes verticals. No en té perque el denominador no s'anul-la.
Branques en 'infinit: ~_/im L .o Asimptota: y=0
X — oo xz + 1
4/ \

Com que la funcié sempre és positiva, queda per sobre de |'asimptota.

b) Asimptotes verticals. No en té perqué el denominador no s'anul-la.

Branques en l'infinit: _/im —%*— = 0. Asimptota: y = 0

X — oo 1+x2

Estudiem el signe de la seva diferéncia amb |'asimptota: ~
g p

+ 8l X > +o00

.

+ X — 8l x > —o0

¢) Asimptotes verticals. No en té perque el denominador no s'anul-la.

Branques en l'infinit: com que grau de P (x) — grau de Q (x) = 2, té una
branca parabolica quan x — —co i una altra quan x — +co.

lim

X —too

= +oo — Les branques paraboliques s6n cap amunt.
211 ques p q p

d) Asimptotes verticals. Obtenim les arrels del denominador:
x2-2x=0 — x; =0, x, =2 sén asimprotes perqué el numerador no s'anul-la en aquests valors.

Estudiem la posicié de la corba respecte a aquestes:

PROXIM x = 0 PROXIM X = 2
X —-0,01 0,01 1,99 2,01

x2+2 + - - +
x2-2x

|
Branques en I'infinit: / I

2 2 I
lim X*2 _ iy ’;4*'2:1. Asimptota: y=1. 1 I

X — +oo x2_2x X — —o0 X _2x ;—\— _____ ___.l_____

Estudiem la posicié de la corba respecte de l'asimptota: I

Py 1e 42 g 22x [P TR |
x? —2x x?—2x |- sl x = —eo /\'

14]
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e) Asimptotes verticals. No en té perque el denominador no s'anul-la.

2 2
Branques en l'infinit:  [im —*— = lim % 5 = 1. Asimptota: y =1
Yot lix T lvx 1
Estudiem el signe de la seva diferéncia amb I'asimptota: A
-1 1 Sl x >+ o0
x)—-1=_=
f 1+x2 [ sl x —> —o0

f) Asimprotes verticals. No en té perque el denominador no s'anul-la mai.

Branques en l'infinit: com que grau de P(x) — grau de Q(x) = 1, té una //
asimptota obliqua. / 7 /
3 7/
=X -x——%_ — Larecta y=x ésl'asimptota. 7
1+x° x? -1 /
Estudiem la posicié de la corba respecte de I'asimptota: /// !
7
L JTsix e s
—x= ’
f(x) X .X‘2+1 {+ si x — —oo té/
g) Asimptota vertical: x=—1 perque s'anul-la el denominador i no el numerador.
Estudiem la seva posicié:
_ 2,3.(—
ESQUERRA: f(~1,01) = (=1,01)7+3-(~1,01) = 200,99 (positiu)
-1,01+1
_ 243.(~
DRETA: f(~0,99) = ( 0’99_)0’;93+(1 0,99) =-198,99 (negatiu)
Branques en l'infinit: com que grau de P(x) — grau de Q(x) = 1, té una I il ’
asimptota obliqua. : ///
2,3 2 T
x” +3x _ T
= —x+2—erl — Larecta y=x+2 ésl'asimptota. /!
2
Estudiem la posicié de la corba respecte de l'asimprota: / il :
(a2 2 [T ETEe 7 |
S0 = (e S x4l [+ si x—>—oo V

h) Asimptota vertical. El valor x = 0 anul-la el denominador, perd també \ f
el numerador. Si x = 0 podem simplificar la fraccié:
2x3 —3x% _
x

2x% —3x

Per tant, la funcié donada coincideix amb una parabola excepte que en
el punt x=0 té una discontinuitat del tipus III, ja que no esta definida.

No té asimptota vertical i les branques en l'infinit sén paraboliques
(ambdues cap amunt).




Matematiques aplicades a les Ciéncies Socials

Unitat 6. Limits de funcions, continuitat 1r Batxillerat
BARCAN®VA
AAAAAATIETTITN

i branques infinites

g Branques infinites en les funcions trigonometriques,
exponencials i logaritmiques
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16 Cert o fals?

a) La funcié y = |log, x| se representa aixi:

Té dues branques infinites: una asimptota vertical en y = 0 i una branca parabolica quan x — +oo.

b) La funcié y = log, |x| es representa aixi:

~l

Té una asimptota vertical en x = 0 isengles branques paraboliques en —c0 i en +oo.

a) Cert.
b) Cert.
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. Limits i continuitat d'una funcié definida «a trossos»

{2x—3, si x<3

= H = 3. )
x—2, six23 en x=0 ien x=3. Estudia'n la

Fes-ho tu. Troba el limit de la funcié f(x) =

continuitat.

En x=0, com que 0 < 3, lz’maf(x) = lz’n%) 2x-3)=-3

x =3 ésun «punt de ruptura». Per aix0, calculem els limits laterals:

lim_ flx)= 11'7;31_ (2x-3)=3

X — X —

lim f(x) = lim, flx)= lim (x~2)=1

— No coincideixen; per tant, no existeix el limit.

Aquesta funcié és discontinua en x = 3, perque el limit en aquest punt no existeix. Té un salt finit en
aquest punt. Per als altres valors de x, la funcié és continua perqueé estd formada per trossos de rectes.

3. Calcul del limit en un punt
Fes-ho tu. Calcula:

2
a) lim X =2x+1 v 1 x
) x-1 252 _2x )x"‘z (v +2)?

2
a) lim > -2x+1 _ 0

5 —. Indeterminacié. Hem de simplificar la fraccié.
x—1 2x*-2x O

2 _1)2 2
x“—2x+1 (x-1) x—1 lim X —2x+1 I x—1

- - s lim = lim -0
2x2 — 2% 2x(x-1) 2x ! !

x=1 2% —2x  x—1 2x
b) lz’m2 x2 > = % = —co perque el denominador sempre és positiu i el numerador sempre és negatiu
X = — + .. , .
(x+2) en les proximitats del punt x = —2. (En aquest cas no sén necessaris els
limits laterals).
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4. Funcié continua en un punt

sigui continua en tot [R.

2x—5 si x<1
Fes-ho tu. Troba el valor de % perque la funcié f(x) = { x—5 si x

x+k six>1

La funcié és continua si x = 1 perque esta formada per dos trossos de rectes.
Estudiem la continuitat en el «punt de ruptura» x = 1:
f1)=2-1-5=-3
lim (2x—-5)=-3

x—1

agl—»mlf(x)= 11'7}12+(x+k)=1+k

Perque existeixi el limit, hadeser -3 =1+ % — k=-4

Si k=—4, es compleixen totes les condicions perque sigui continua en x =1 i, per tant, en tot [R.
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8. Calcul de limits quan x — 4+ i x —> —o0

Fes-ho tu. Calcula xl_zj;zzm S i xLi;zzm f(x) en els casos segiients:

3,2 4x% -1 x? 5x+3
Df =121 b=l g fw- o - 3
a) lim Yx2 -1 = +eo perqué el radicand és tan gran com vulguem, donant a x valors molt grans.

lim 3/x*—1 = +oo per una raé analoga a l'anterior.
X — —o0

b) lim Eo lim 4L22 = lim 4 _ -2

X — 00 3_2x2 X — 00 —2X X — +00 _2

lim > im 5 = lim = =2
X — —o0 3 2X X — —0 2X X — —o0 _2
c) lim = Iim 2= lim x=+o0
X—too X—+o0 4 X — +00
2 2
im —X— = lim X = lim x=—-o
X— -0 x _ X— -0 X — —o0
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6. Branques infinites i asimptotes

Fes-ho tu. Estudia les asimptotes de les funcions segiients:

3 flo) = 32=1 bfw =

a) * Asimptotes verticals:
x=2=0 > x=2

, 3x=1_5
xh—»n/lz x=2 0

Si x— 27, <f(x)=1=—> fx) > —oo

= oo — x =2 ésunaasimptota vertical.

Si x> 2%, (=t at) £ = +oo

* Asimptotes horitzontals:

/l,m 3.X' — 1

X—too 4

=3; y=3 ¢ésunaasimptota horitzontal.

Estudiem la posicié de la corba.

_3x-1 5, _ 5
f(x)—3— x—2 3_x—2

Si x— +oo, f(x) —3>0. La corba és sobre |'asimptota. |

Si x— —oo, f(x) —3 <0. La corba és sota I'asimptota. I
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b) « Asimptotes verticals. No en té perque el seu denominador no s'anul-la mai.
* Asimptota horitzontal o obliqua.
Com que el grau del numerador és una unitat més gran que el del denominador, hi ha asimptota
obliqua. Dividint, obtenim:
o 2x

=x— — y=x ¢ésasimptota obliqua.
x2+2 x2+2

Estudiem la posicié:

d=f)—y=- Dy Si x>+ (d<0) flx)<y
x2+2 |Six——o0 (d>0) flX)>y
//
e
7
1 //
’
4!
’
7
’
s
Vs
¥
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Limits d'una funcié definida «a trossos»

Donada la funcié
% si x<0
Sf&x) = 3x—5 si 0<x<4
—x? si x24

troba lim f(x), lim f(x) y lim f(x).

. lz';;noof(x) = xél:?Z’loo (9x — x2) = —oo

X —

. /zm f(x)— 1172100 =0

x
* Com que x=0 ésun punt de ruptura, hem de calcular limits laterals:

- 1_
lsz(x) lng .

6
xlirgf(x) = xling+ (3x-5)=-5

El limiten x=0 no existeix.

Limits en l'infinit

Calcula els limits segiients:
5x L 3% 43
“ xl‘%m b)xlgfwx+1 x40l x 2

2 lim 5x 5 5

- =2 perqué el numerador té grau 1 i el denominador també, ja que vx* = x.

lf =
vove i2el 42

b) lim 33; =0 perque el grau del numerador seria % i és menor que el grau del denominador, que és 1.
Ao x4

[,2
c)  lim % = +oo perque el radicand tendeix a +e0, en ser un quocient de polinomis en qué el grau del numerador
—eo ¥ x— Y .
és més gran que el del denominador.

3. Asimptota obliqua

Troba a, b i c en f(x)= M perqué tingui com a asimptotes x=2 i y=2x—1.

Perque x =2 sigui una asimptota vertical, el denominador s'ha d'anul-lar en aquest punt.
2—¢c=0 > ¢c=2

ax® v bx
Aleshores f(x) = R A

Dividim els polinomis per calcular |'asimptota obliqua:

2
ax +bx=¢zx+2a+[9+ 4a+2b
x— x—2
a=2
Per tant, ,dona=2, b=-5
2a+b=-1
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Branques infinites

Estudia i representa les branques infinites de les funcions segiients:
a)f(x) = 1,5* b)f(x) = 0,4* o flx)=Iln(2x—4)
a) * Asimptotes verticals. No en té pel fet de ser continua.

* Asimptotes horitzontals.

lim 1,5% = +oo per ser una funcié exponencial amb base major que 1.
X — +00

Jim 1,57 =0 pel mateix motiu.
Aleshores, y=0 és una asimptota horitzontal quan x — —oco.

Té una branca parabolica quan x — +oo.

/

|
b) « Asimptotes verticals. No en té pel fet de ser continua.
* Asimptotes horitzontals.

lim 0,4°=0 pel fet de ser una funcié exponencial amb base menor que 1.

X — 400

lim 0,4* = +co pel mateix motiu.
X — o0

Aleshores, y=0 és una asimptota horitzontal quan x — +oco.

Té una branca parabolica quan x — —co.

\

¢) El domini de definicié de la funcié és I'interval (2, +o0), ja que s'ha de complir que 2x—4 > 0. Enel
domini és una funcié continua i no té asimptotes verticals.

Estudiem el comportament cerca del punt x =2 per la dreta. Podem veure-ho avaluant alguns punts.
x=2,001 = /n(2-2,001-4)=-62
x=2,0001 = /n(2-2,0001 —4)=-8,5
lim In(2x—4) = —oo
x—2*
Aleshores x =2 ¢és una asimptota vertical quan x — 2*.

Té una branca parabolica en l'infinit de creixement cada cop més lent cap amunt pel fet de ser una fun-
ci6 logaritmica y xlz’;;n In(2x —4) = +oo.

|7

|
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Existéncia d'asimptotes
1é alguna asimptota, la funcié segiient?:

X — 3% —dx+ 12
[t = x—-3

Quina relacié hi ha entre la seva grafica i la de g(x) = x° — 4?

* Asimptotes verticals:

Estudiem el comportament de la funcié en x =3, punt que anul-la el denominador.

3_3x2—4x+12 0
lim X 3x x+12 _ 0
xl~mS x—3 0

. Indeterminacié. Hem de simplificar la fraccié:

-3t —dxe12 (x=3)(*-4) 4
= =x°—
x=3 x=3

3 2.2
Aleshores lz’m3 x” = 3x _34’”12 = /z'ms(x2—4)= 5
X — X — X —

Per tant, en el punt x =3 no té asimptota vertical. En aquest punt hi ha una discontinuitat del tipus III.

* Branques en |'infinit:

3 2
Six=2 = f(x) = X7 = 3x —34x+12 =x2—4=g(x)
x_

Aleshores la funci6 és una parabola excepte en el punt x =2, on no esta definida.

Té dues branques paraboliques cap amunt quan x — —c0 y x — +oo, ja que xé;;noo f(x) = +oo.



Matematiques aplicades a les Ciéncies Socials

Unitat 6. Limits de funcions, continuitat 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY

i branques infinites

Exercicis i problemes proposats

Pagina 177

Per practicar

M Continuitat i limit en un punt

1 Quina d'aquestes funcions és continua en x = 32 Assenyala, en cada una de les altres, la raé de
la discontinuitat:

a) b) c)

—2]

2 4 2 4 2\4

d) e)

f)
I 3
4 4
2/\ % 2
A LA
i

il 24\ 24N

a) Discontinuitat de tipus IV en x = 3, perque el valor de la funcié no coincideix amb el limit en el
punt.

NSERENT-N

b) Discontinuitat de salt finit (tipus II). La funcié existeix en x = 3, perd els limits laterals, malgrat
g
que existeixen, son diferents.

¢) Discontinuitat de salt infinit (tipus I). Té una asimptota vertical per l'esquerra en x = 3.

d) Continua.

e) Discontinuitat de salt infinit (tipus I). Té una asimptota vertical en x = 3.

f) Discontinuitat de tipus III. La funcié no esta definida en x = 3, perd existeix el limit en aquest

punt.

2 Cada una de les funcions segiients té un o més punts on no és continua. Indica quins s6n aquests
punts i el tipus de discontinuitat:

a) b) a) Discontinuitat de tipus Il en x=-1.
4 21—
2/ - Discontinuitat de salt finiten x =4 (tipus II).
/ T \_zh 11 b) Discontinuitat de salt infiniten x=1 (tipus I).

-4 -2 2 1 4

Discontinuitat de tipus IIl en x = 2.

0 p d) 5 ¢) Discontinuitats de salt finiten x=0 i x=3 (tipus
IS 1D).

_— =4 =2 2 4 d) Discontinuitats de salt infiniten x=-2 i x=2
) 2 4 T (tipus I).
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3 Comprova que només una de les funcions segiients és continua en x = 1. Explica la raé de la
discontinuitat en les altres:

x+2 si x<1

2) 6 = {3 si x>1

si x<1 1

3 six21 DS =

x-1

b)f(x) _ {Zx si x=1

-2
-1 six=1 C)f(x)={x—

a) La funcié no esta definida en x = 1. Per altra banda:

lim (x+2)=3

ng'_)mlf(x)= lim 3=3

x—1*

Aleshores existeix lz’m1 flx)=3
%o

Per tant, té una discontinuitat de tipus Il en x = 1.
b) f(1) =-1
fnf o = =2

En aquest cas, té una discontinuitat de tipus IV.

of(l)=1-3=-2
/z’nlz_—2=—2
:gl—»ml [l = [z’nlz+ (x—3)=-2

Aquesta funcié és continuaen x = 1.

d) La funcié no esta definida en x = 1.

, 7 S G
lig 0= fy Ly

«Si x— 1- (f(x)={=_) F() = —oo

*Si x> 17 (f(x)=i=+> Fx) = +oo

+

La funcié6 té una discontinuitat de salt infinit (tipus I) en x = 1.

4 Indica per a quins valors de IR s6n continues les funcions segiients:

a)y=yx2+2 b)y=# 0y=45-2x

x4+ 353
dDy=n(x+4) e) y=23"% f)y=|x-5|
a) Continua en R.
El seu domini de definici6 ésIR i la seva expressié analitica és elemental.
b) Vegem si s'anul-la el denominador de la fraccié:
x443x3=0 5 x3(x+3)=0 = x,=0, x,=-3
La funcié és continua en el seu domini de definicid; és a dir, en IR —{-3, 0}.

c) Per calcular el seu domini resolem 5 —2x > 0. L'interval solucié <—o<>, %] és el conjunt de valors
on la funcié és continua.

d) L'expressi6 analitica d'aquesta funcié és elemental; aleshores és continua en el seu domini; és a dir,
en (—4, +oo).

e) Anilogament al cas anterior, és continua en IR perque sempre esta definida.

f) Es continua en IR perqué sempre esta definida i la seva expressié analitica és elemental.
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5 Sobre la grafica de la funcié segiient f(x), troba:

Al

a) lzm S b) lz’r_n3 . fx) c) lzm f(x)

Ol fo) O limfe) 6 lim f
a) +oo b) —co )2
d) o e)3 £)0

6 Relaciona cada una d'aquestes expressions amb la grafica corresponent:

a) ng;n% Sx)=2 b) lzzn S =4 o lz’_{n J(x) no existeix

SN

234\/ 234

Alguna és continua en x = 3?
a) I1I b)I  oll

No n'hi ha cap que sigui continua en x = 3.

7 Calcula els limits segiients:

2 tinfs-5) D fim 9l » lig,
e) x%m £) lim log, x g) lim cos x h) lim e*
a)5 b) 0 o) -2 d) 2

e) 2 f) 2 g1 h) ¢2

x2+1 si x<0

. , troba:
x+1 six20

8 Donada la funcié f(x) = {

a) lim flx)
b) lim f(x)
o lim flx)

a) 5
b) 4
O lim f)= I f()= I () =1
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omprova si les cions segiients sén continues en els punts que s'indiquen:
9C les fun t

3_x six<-1 1 si x<1
_ -_1 b = =1
a) f(x) *2+3 sixz-1 en x )f1x) {2"‘1 six>1 o x
Ji—x si x<0 2-x si x<2
= =0 d = =2
o flx) 2 six>0 en x ) f(%) 2%—6 si x22 en x
5-x six<3
VD=1 2 sz *=3

x—-2

Tots els punts analitzats sén «punts de ruptura»; aleshores, els limits en aquests punts s'estudien

mitjangant els limits laterals.

a) f(-1) = (1) +3=4
11’7}11_ (B-x)=4
9{1_)7’”1 fx) = l’/”lﬂ (2 +3)=4 La funcié és continua en x = —1.

b) /(1) no esta definit.
lim 1=1
x—1"

lim 2*-1=1

x—1*

La funcié té una discontinuitat del tipus Il en x = 1.

ICE

-2

lim y4—x=2

x—0"

x[% fl) = ll’ng+ (x=2)==2

Q) f(0)=0-2

La funcié té una discontinuitat de salt finit (tipus II) en x = 0.

dfQ)=2.2-6=-2

lim (2—x%)==2
x—2" s 2 ’
) La funcid és continua en x = 2.

lim 109 = lim (2~ 6) =~

C) f(S) = 33—2 =2
([ lim (5-x)=2
x—3"
ll'm3 fx) = D) La funcié es continua en x = 3.
xX— =
x—3* x—2
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10 Agquestes funcions, sén discontinues en algun punt?:
4 G x<2 si x<3
x

_ 1-x?% si x<1 _ 2% si x=z-1 _ _ 2x-3
a)f(x)-{ i b)f(x)_{—l si x=-1 )fx) = x six>2 d)f(x)_{\/x—?) si x>3

x—-1 six21

a) La funci6 esta formada per un tros de parabola i per un altre de recta; aleshores, I'Gnic punt possible
de discontinuitat seria el punt de ruptura. Estudiem la continuitat en aquest punt.

f)y=1-1=0
lim (1- x2)=0
i f9 =\,

lim (x-1)=0
x—1*

La funci6 també és continua en x = 1; per tant, no és discontinua en cap punt.
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2

b) Aquesta funcié coincideix amb la parabola y = x* excepte en el punt x = —1. Aleshores té una

discontinuitat de tipus IV en aquest punt.

c) La funcié estd formada per un tros d'hipérbola i un altre de recta; aleshores I'anic punt possible de
discontinuitat seria el punt de ruptura. Estudiem la continuitat en aquest punt.

f2)=2

/z’n; 4.9
lim flx)=3%"% %
xﬂzf lim x=2

x—2*

La funcié també és continua en x = 2; per tant, no té discontinuitats.

d) La funcié esta formada per dos trossos de funcions les expressions analitiques de les quals sén ele-
mentals (correctament definides); aleshores |'Gnic punt possible de discontinuitat seria el punt de
ruptura. Estudiem la continuitat en aquest punt.

f(3) no esta defini.

lim 2%=3=1
, _ x—3" _ . . e . .
xlz_;?fé fx) = 11’7;31+ 320 En el punt x =3 hi ha una discontinuitat de salt finit (tipus II).
2x si x<3
11 Donadala funcié f(x) = x2-9 o x53° calcula:
x“ —3x
a) lz'n% S b) lz'n% S c) lz’ng S

a) Com que 0 < 3, f%f(x): j%2x=0.

b) x =3 és el punt de ruptura. Utilitzarem limits laterals.

11’7}32_ 2x=06
lim_f(x) = 2
x=3 lim X = 2_0 — Indeterminacié.

x—3* x2_3x 0

Per calcular el limit per la dreta necessitem simplificar la fraccié:

¥*-9 (x+3)x—3) x+3

x2—3x  x(x=3) x

= lim X3 )
x—3* x2_3x x—3* X

Aleshores els limits laterals sén diferents i lz'nfg5 f (%) no existeix.
X —

x>-9 8

c) Com que 5 > 3, xlz_.mif(x)=x/z_hms T a5

x*-2 six<-1
12 Enlafuncié f(x) = {3x-1 si —-1<x<4 troba:
4Jx+3 si x24

a) lim f(x) b) lim f(x) o lim f(x)
x—-1 x—4 x—9
a) x=—1 és un punt de ruptura. Usarem limits larerals per calcular el limit.

lim (x*-2)=-1

1
lim f(x)=1" Per tant, no existeix el limit.
x—»—lf( ) /z’rizl+(3x—1)=—4 ’
e
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b) x =4 ésun punt de ruptura. Usarem limits laterals per calcular el limit.

lim (3x—1)=11

X —

xlz_}nfif(x)= 11,774%(4‘/;*_3):11 Per tant, )Clz_%f(x)=11

¢) Com que 9 > 4, /z’m9f(x)= lz'mg(4&+3)=l§

Calcula els limits segiients:

LY e Y & tim 5L
VI VTR emmTRs WD
Q) lim— gy )

xﬂ0x2_2x x—0 x(x—z) -

b) Zl’n’(l) ZXZ):' Sx _ Zl’m X(ZX + 3) _ 3

x—0 X
2 _
coxt1 g e+l (1)
O fme T e Ty 2
3 3 2 _
x4l 04l g DT —x+1) 3 _
d xli”zl rx xlin—ﬁl rx xlin—zl x(x+1) 1 3

x+2 _ o w+2) 1
x—-2x2_4 _xlian (x+2)(x=2) 4

, xz—x—2_ , (x+1)(x—2)_
Ot Iy 3

, x+3 5 x+3) 1
g) xén—q3x2+4x+3 _xl—l>”—13 (x+3)(x+1) T2
4
h) lim* =L _ [

(2+1) (% =1) ~
x=lx2 1 xol X2 -

2

Resol els limits segiients i representa els resultats que obtinguis:

2
a) lim—*~
x—1x—1

b) lim Xt X

x—0 x2

, x>
c lim
=2 x% 4+ 2x
3
7 X
9 J{% x*—10x2

2
1 X _—1 = oo
Vo :

“Sixo 17 5 (fW=L=) f() >

S xos 10 o> (f9-20) £ 0o

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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2
b) lim X +X =9 _, Indeterminacié. \
x—0 xz O
x2+x:x(x+1) :x+l; lim x4+ x - lim x+1 _ 1 _
xz xz X x—0 X x—0 X 0
*Six—>0 — (f(x)=i=—) S() = —eo
eSi x50 — <f(x)=i=+> F) = +oo
' \
|
2 4 /:
, X I S |
° xlin—zz x*+2x 0 * I
|
eSi x> -2 — (f(x)=—=+) F() = 400 -
|
“Six> 2" 5 (f=t=r) f() > o i
|
1/
, x5 0 . .y
d) lim = Indeterminacié.
x=0 x4 _10x2 O \
P X3 __ X
x—10x2  x*(x?-10) x*-10
lim — X _ |y _0
A 0k T x0 210
f(0) no esta defini.
Si x<0, f(x)>0 isi x>0, f(x) <0 \

15 Calcula els limits segiients i representa els resultats que obtinguis:

. x*-x-6 . x2—3x+2 , X2 —2x
a) im2—2—2 b) lim=—~—>=2"% c) lim
)x—'3 x? - 3x )x—'1x2—2x+1 )x—>0 23+ 42
3, .2 4 2

d) lim X +x" e) lim* =1 £) lim—2%" =8

x=-1x242x+1 x—1 x-1 x=2x2 _4x+4

2

a) lim x=x=6_0 _ Indeterminacié.

=3 x2-3x 0

X2 —x-6 _ (x+2)(x-3) _x+2
x* —3x x(x—3) x

2
x 2—x—6 - lim x+2 _
x—»3 X _3x x—>3 X

>
3

Donant a x valors proxims a 3 podem esbrinar com
s'acosta per tots dos costats.
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2
b) lim X -3x+2 _0

— Indeterminacié.
x=1 52 241 O /}
2 _ _ |
Simplifiquem: x“=3x+2 _ (x=2)(x-1) _x=2 |
x2—2x+1 (x-1)2 x—1 :
2
by X =3x+2 _0 _ g x—2 _ I
fim 2_2xrl 0 s xo1 i
|
*Six—>1 - (f(x)=:=+> fx) >+ :
|
. _ /
*Six—>1" = (fly=—=-) f(x) > - '
+
2
19) xl% ’;3192:26 =% — Indeterminacié.
—2x _xx=2)  x-2 /
WBex?t x2(e+l) x(x+1)
2
Y Xo=2% g, x=2 =22
x% x3+x2 X% .X'(x+1) 0 *
“Si x>0 = (flg="=+) ) = +eo
“Si x> 0" (f(x)=:=_) F) = —oo /
+
. %3+ x? 0 Py
d) lim =% —=-1 — Indeterminacid. |
x=-1x242x+1 O I
X3+ x* _ xz(x+l) _ x? :
2+ 2x+1 (x+1)2  x+1 :
X+ x* - x? D SR |
==l x242x+1 x—-lx+1 0 —1:
|
“Sixo 1" 5 (f=t=r) f() > oo |
|
Si x> 1" — (f(x):1:+) F() = oo \i
+
e) lim A-1_0 — Indeterminacié
x-1 x—1 0 ’ 4 I!
4 2 2 2
-1 D -1)  x*+1D)x+1)(x=1) 5
= = = 1 1
x—1 (x=1) x—1 (T4 D+ 1)
| . 2 1
im 22— = lim[(x*+ Dx+1)] =4
x—1 x—1 x—1
Donant a x valors proxims a 1 podem esbrinar com
s'acosta per tots dos costats.

f) lim _2?-8 _0

5 = — Indeterminacié.
x=2x2_4x+4 O

2x2-8  2(x-2)(x+2) 2(x+2)

x2—dx+4d (x—2)2 x—2

2
lim —2%" =8 _ |4, 2(x+2) S B
x=2 52 44 x—2 x-=2 0

“Sixo2 5 (fW=L=) f() >

. Si x> 2" (f(x):f:+) F3) = +oo \
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16 Calcula.
7 =5« o 3x +4 > 1+&* 3
, - , 3 + € , —
a) ’{t—'"%<x2+l) b) J{z_»rnzlogz(xz_”) <) 5%7ln(x+e) d) xlinlzolog(Z«/.’)x 5)
2-5x -3
a) ll,m<72—5x) =(7_5'1) -1
x=1\ x“+1 1+1
3x44) 3.2+4)
, X + .
b)5%10g2<x2+1> =log2<22+1 > =5
o) lim —Lre_ o L+ =2 pel fet d'estar definida i ser continua en x = 0.

x=0 n(x+e)  n(0+e)

d) /z'nlfzo log (23x-5)3 = log (243.10-5)3=3

M Limit quan x — +o00 i x - -

17 Determina quin és el limit quan x — +o0 i quan x — —co en les grafiques segiients:

a) \ b) / o ..

Q) i f) = oo

o )= 1
b) lim f(3) = oo
([ =0

o lim flx)=2

(om0 =2

18 Calcula el limit quan x — +c0 i quan x — —co de cada una de les funcions segiients. Representa
els resultats que obtinguis.

a) f(x) = 2% — 10x b) fx) = x> — 4 o) flx) =7 -3x dfx)=—x*+8x+9
e flx) =1-(x—2)2 £) flx) = 72* — &3 g) f(x) = (5-x)? h) f(x) = (x + 1)3 - 242

a) x{{i;nm (x3 = 10x) = + o0

xl_)z’rfzm (x3 - 10x) = —

/
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b) xél»ﬁ” Vx?2—4 = + oo

lim x*—4 = +oo

X — —o0

\ /

0 x{{’;”m (7-3x) =—o0

xl_{nj’o (7 - 3X) = +o0o

\

\

d) xé{{fnm (—x? +8x+9) =—oo

im (—x2 +8x+9) = —co

/ \

e) xéz:;ﬁo [1-(x-2)?=-

xé{?_ﬂ@ [1 - (X—Z)Z] = —o0
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) lim (752 =x%) = —eo

xlz’m (7x% = x3) = +o0

\

g) lim (5-x)7=+eo

Jin, (5= = o

h) xé{;;nm [(r+ 1)° = 2x2] = +oo

xl_)z'nlo [(x+1)%—2x2] =0

/

/

19 Calcula aquests limits i representa les branques que obtinguis:

, 3 7 —2x2
a) xl—l]ztoo (x_1)2 b) xl—z]zloo 3—x

, -1
c) lim d) /
) X — 400 x2_1 ) x—’»"foo (2_x)3

2
e) lim 2x -1 £) lim = +5
x—+00 x4 ) x—+o0 ] —x

, 2—3x , 3—2x

g xl—l!fm x+3 b xl—lﬁlWS—Zx

Resolt en el segiient exercici 20.
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20 Calcula el limit de totes les funcions de I'exercici anterior quan x — —oo.

Resolucié dels exercicis 19 i 20:

, 3
a) xl_z)@m 17 =0

b) lim ~2x +oo

X — +oo — X

A
C) xl—{n;loc x2 _1 - 0
d) /7 =0

. 2x—=1 _
¢) xl—l@w x+2 =2

2
) lim X ¥ o
X — oo — X
2-3x _
® L, x+3 3

h) lim 3-2x 4

x—>+o0 5 —2x

i 5P <
Jim xzil =0
Jm Q—x3
Jim 2L =2
) x+5 = 4o
x>—o0 1 —x

m 2=3% _ 3

x——eo X +3

3—2.96' :1
x——c0 5—2x
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21 Calcula el limit quan x — +o0 iquan x — —oo i representa els resultats.

Q) fl) = b)f®) = (f’_xi)z 91 - 1 Ofe) - 15122
_ 5 _ _x—x 3x2-T7x+2
e) f(x) 1 f) flx) 71)2 g flx) = 77‘”2 h) f(x) = m
Per calcular aquests limits hem de tenir en compte la regla dels graus del numerador i del denomina-
dor.
a) xéﬁ”w xle = tee xé»z’r—noo xx—zl =T
2 2
b 3xt  _ 7 3x7
) x_{l;ﬂoo (x—1)2 3 x—lj/—rleo (x—1)2 3
_______ ] E—
=~
R AT I T I
/ \
d) lim %%xz =—4 lim %%xz =—4
X — +00 X X — -0 X
S | B
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e) lim 52—2x =0 lim 52—2x =0
x—too oy ] ¥=eo xf 4]
—
/V
£) lim =% __9 i — =X
)x—>+oo (2x+1)? X (2x+1)?
/ \
3 2 3 2
lim X=X - _ o lim £ =% - too
g) X — 400 7—X2 X oo 7—x2 ’
2 2
h) lim le /Z'mwzl
)x—’+°° 2x2 +4x -9 x=e0 D324 4x 9
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22 Digues quin és el limit de les funcions segiients quan x — +o i quan x — —oo:

. 3—-x six<0
2 si x<3
a)f(x)={5_x I D=1 2_ G is0
x+1
a) lim f(x)= lim 5-x)=- b) lim f(x)= lim le =0
X — +o0 X —too X —+oo X4 X +
i {0+ i 222 i, f0) = i (=) = s

23 Digues quin és el limit d'aquestes funcions quan x — +oo:

_ 1 _ -3 _ 2 _a3_1
a) flx) = Py b) f(x) e 4 o) f(x) —& d) f(x) =3 2
a) lim =0 b) lim B B o) lim 2 _p d) lim (3 _ L) =3
X—400 x ) X — +o0 X2+2X—4 x—too [y X > to0 x2

Pagina 179
N Asimptotes

24 f Aquesta grifica mostra la posicié de la corba y = f(x) respecte de les

z
SE€ves as1mptotes.

Digues quines s6n aquestes i descriu-ne la posicié.

* Asimptota vertical: x =2
Si x—27, f(x) >+
Si x—>2%, flx) > -
* Asimptota horitzontal: y =3
Si x—> =00, f(x)=3>0
Si x> +o0, f(x)—3<0

25 D'una funcié y = f(x) en coneixem les asimptotes i la posicié de la corba respecte a aquestes.

si x > =17, flx) > +o si x = +00, flx)>-2
X = —1 . J/ = —2 .
si x = -1%, flx) > +o0 si x = —00, flx)<-2

Representa graficament aquesta informacié.
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26 Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte a cada una d'aquestes:

_ 2x _x-1 _2x+3
)= x-3 by - x+3 9y 4—x
-2 -1 _ dx+l
dy - 1-x ©y 2-x By 2x-3
a) Asimptotes: b) Asimptotes:
x=3; y=2 x==-3; y=1
Y . . Y
\ /
__________ 2| > 5
-~ 5 . I 1| B oy
;3 X —3; X
¢) Asimptotes: d) Asimptotes:
x=4; y=-2 x=1; =0
Y ] Y|
/ /
;4 X P ; X
P L 11 —
& = s

e) Asimptotes:

x=2;9=0

f) Asimptotes:

2'7 Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte d'aquestes:
p gu p q

x* 3
= b =
)y X2 +4 )y x*+1
d - X - -1
)y x—-1 )y (x+2)?
a) Asimptota: y=1
Y
______________ Lo
\ /")
X

2x% -1
C =
) y 2
3x
f =
)y 21

b) Asimptota: y=0

Y
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¢) Asimptotes: x=0; y=2 d) Asimptota: x =1
Y e :\
______________ 2 . :
\ /
11 X
X :
e) Asimptotes: x=-2; y=0 f) Asimptotes: x=1, x=-1; y=0
. ‘ — _—

f

28 Cada una de les funcions segiients té una asimptota obliqua. Troba-la i estudia la posicié de la
corba respecte d'aquesta:

2 -
2 fle) = 2 bft) = 3= g - B
P rx—2 2x - _ 2x2+3
Df) = =75+ e) flx) = 2 B0 == 5~
-
a) Bx 3x -3+ 3 /
x+1 x+1 :
/A
Asimptota obliqua: y=3x-3 _3 /
4
Bex-n? 1,3
b) =—x+1+ AN
x x .
it.
Asimptota obliqua: y=—x+ 1 1\
4x2-3 _, 3 ;
© 2 2 2x /
ny
Asimptota obliqua: y = 2x A1
d)ix +x32—x+4+—x1_03 4
Asimptota obliqua: y = x + 4
74
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x*-2 X2 —

3 .
0 2x —3:2x+4x—; i/

Asimptota obliqua: y = 2x

1 N
=—x—1 N
w2 Tt 2 \.

f) —2X2+3 _

Asimptota obliqua: y=-x-1

29 Troba les asimptotes de les funcions segiients i situa la corba respecte de cada una d'elles:

_ (3-x)?
a)y— 2x+2
2
b - X
)J’ Prx+l
3
. x
9y x* -4
_ 342
d)y— x+2
:le
1. 13 49/4 o A2
R ek v ’ oy
2 2 46 8
Asimptotes: x=—i; y:ix—ﬁ _2
2 2 4 s e
,/\:
b) Asimptotes: y =1 Y
4
«— 2
U S oz
-6 4 -2 2 4 6 X
-2
4
c)y=x+47x i4 Y] \/
c+2)(x—2) A \7
Asimptotes: y=x; x=-2, x=2 2
-6 —4 —:’2 2 4 6 X
At

d) Asimptotes: x=-2; y=3x-06 \ ' /
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Per resoldre
30 Calcula, en cada cas, el valor de % perque la funcié f(x) sigui continua en tot IR.

a) (%) = {x2_4 si x<3 b) F(x) = {6—(x/2) si x<2 O f) = {

x+k six>3 Pikx  six=2

) lin_fl9=5= )
lz’néﬁ flx)=3+k

@?+x)/x si x=0
k si x=0

5=3+k — k=2

b) lim_flx)=5
11/7/,21+f(x):4+2k:f(2) 5:4+2k — kzl/z

) li 10 = fm

31 Calcula £ perque les funcions segiients siguin continues en el punt on canvia la seva definicié.
Estudia'n després la continuitat:

x2—25 . x2—x .
B f) = {25 O 7 b)) =122 7!
k si x=5 k si x=1
a) Comencem estudiant el punt x = 5.
)=k
, o xt=25 0 L
xh—>ms fx) = xll_)m5 2570 — Indeterminacié.
=25 _ (x+5)(x=5 _ x+5
x% —5x x(x—5) x

lim x? =25 = lim x+5 =2
x=5 x2_5x x—5

Si k=2, lafuncié és continua en x = 5.

Observem que el denominador també s'anul-la en x = 0; per tant, f(0) no existeix. A més:
2_ —

lim f(x) = lim X0 =25 =25

x—0 x—0 xz —_ 5x O

Per tant, en x =0 té una discontinuitat de salt infinit (tipus I). En la resta dels punts és continua.

= too

b) Comencem estudiant el punt x = 1.

f() =4
2
ng_)ml fx) = ng_)ml ﬁ:% — Indeterminacié.
x%—x x(x - 1) X

x2+x—2 ) (x+2)(x-1) T x+2

2 _
lim —X"=X X L1
x—1 x2+x_2 x—>1x+2 3

Si k= %, la funcié és continua en x = 1.

Veiem que el denominador també s'anul-la en x = -2; aleshores /(—2) no existeix. A més,

2
/ = [l X=X =—6 = +o0
x/i”fzf(x) - xlin_zz 2 rx—2 0 *

Per tant, en x =-2 té una discontinuitat de salt infinit (tipus I). En la resta dels punts és continua.
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32 Estudia la continuitat de les funcions segiients. Després representa-les:

D S x<3 o2 1x si x<4
DI «/A:c_+11 si x>3 b)f(x)_ 82 (¥ —2) si x24

a) La primera branca és un tros d'hipérbola desplagada una unitat a la dreta. En el punt x=1 presenta
una discontinuitat de salt infinit:

B S
Com que 1 < 3, lsz(x)—lzmlx 7 O-ir

Six—17, flx) > -
Si x> 17, f(x) = +o

Fixem-nos qué passa en el "punt de trencament” x = 3.
que p p

fB)=1\3+1=2
1 _1

b 173
lzm (x) =%~
f lim yx+1=2

x—3*

El limit no existeix en el punt x = 3 i té una discontinuitat de salt finit (tipus II).
La segona branca esta correctament definida i és continua.

Y-

|
|
|
i
i
|

b) El domini de definicié de la primera branca és l'interval [0, 4), ja que I'exponent de 1'exponencial
conté una arrel que existeix només quan x > 0. Es continua en el seu domini de definicié.

Veiem que passa en el "punt de trencament” x = 4.

&) = logy (4-2) = 1

lim =¥ = g2-14 1

, _ x—4-
x[z_)m4f(x) - 11’7;41+ logy (x —2)=log, (4—2)=1

Per tant, el limit existeix i la funci6 és continua en aquest punt.
La segona branca és una funcié logaritmica desplagada dues unitats cap a la dreta i és continua.

Y-
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33 Determina a i b perque aquesta funcié sigui continua:

3x+b si x<-2
fx) =14 si2<x<3

ax—2 si x>3

Estudiem la continuitat en els punts de ruptura.

ex=-2
f(=2)=4
11’7;12_3x+b=—6+b
A IO= tim 44

Per tant, —6 + b=4 — b =10 perque existeixi el limit i la funcié sigui continua en x = -2.

*x=3
f3) =4
/z'r)sz_4=4
xh;”%f(x)z 11’7;31+¢zx—2=3a—2

Per tant, 3¢—2=4 — a=2 perque existeixi el limit i la funcié sigui continua en x = 3.

Si a=2 i b=10, lafuncid és continua en els punts de ruptura. En els altres punts també és continua
pel fet d'estar formada per trossos de rectes.
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34 Calcula els limits segiients:

a) lim x+3 b) lim 3x-5 c) lim 100x
X—+00 A X — +00 x2+1 X ——00 3x2

3/ .6 2
d) lim —3% o) lim VX =7% £) Iim Y2 *1
Ni 2

x—10 fx—2 X— 400 g _

Calcularem aquests limits utilitzant el criteri dels graus del numerador i del denominador.

a) lim dxe3 0 b) lim X=2 _3 o lim 100x _
X — o0 X X — +o0 X2+1 X — —oo 3x2
3/..6 2
d) [l’m 3x =0 e) ll/m x°—7x = 4oo f) ll,m V2X +1 _ ‘/z
¥ 4—X3 x40 Ly —2 X100 X —2

35 Troba les branques infinites de les segiients funcions exponencials i logaritmiques:
a) y=2%*3 b)y=1,5-1 y=2+e* dy=e*+1
e) y=log(x-3) fly=1-lnx gy=hQ2x+4) h)y=In(x*+1)
a) lim 2** 3 = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més rapid).
xiirzo 2%+3 -0 (asimptota horitzontal).
b) xé{i;noo (1,5°—=1) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més rapid).
xé@o (1,5—1) = -1 (asimptota horitzontal).
<) xéz:{rnm (2 + €%) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més rapid).
xl_@o (2 + ¢%) =2 (asimptota horitzontal).

X — 400 X — +oo

d) lim (e +1)= lim <1+Lx> =1 (asimptota horitzontal).
e

JJim (e + 1) = lim (1 + %) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més rapid).
— —0 — —00 e

e) El seu domini és (3, +co).

xéﬁ”m log (x — 3) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més lent).
lz’nét+ log (x — 3) = —co (asimptota vertical).
x—>
f) El seu domini és (0, +oo).

x{zlnm (1 —/nx) = —co (branca parabolica cap avall de creixement cada cop més lent).
xéiqﬁm (1 —/nx) = +oo (asimptota vertical).

g) El seu domini és (=2, +co).
x{{;;nm In(2x + 4) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més lent).
lz’n12 . In(2x + 4) = —co (asimprota vertical).

h) El seu domini és IR.

xlz’m I (x?+ 1) = +o0 (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més lent).
— 00

xlz’m In(x% + 1) = +oo (branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més lent).
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2+¢ si 0<z<1
36 Lafuncié p(£) = 182_7-1
27
d'una platja des de la construccié d'un dic (p en metres, # en anys). Si la profunditdat arriba
a superar els 4 m, s'haura d'elevar el passeig maritim.

ol mostra com varia la profunditat de la capa de sorra
si z>

a) Estudia si la profunditat és una funcié continua del temps.

b) A llarg termini, caldra elevar I'altura del passeig?

a) La funcié esta formada per dos trossos.
La funcié del primer és continua per ser part d'una parabola.
La del segon també ho és perque és part d'una funcié elemental ben definida pera 7> 1.
Estudiem la continuitat en el punt de ruptura z= 1.

Comprovem si /an p&)=pQ):

p(1)=3
lim p()= lim 2+£)=3
p () r—>1" r—>1"
im p () =
N lim p(H)= lim 8t2——t—1:3

t—>1* t—>1* 2;2

La funcié també és continua en #=1.

b) Podem estudiar el comportament de la funcié a llarg termini amb el limit

82 —r=1 _4

tél),;/:-qoo p(t) = til;?floo 2t2

La profunditat no arriba a assolir 4 m perque, si bé tendeix a 4, els valors que pren son inferiors a

8 —t—1 _4 t+l
2¢ 24

Per tant, no sera necessari elevar l'altura del passeig.

4,jaque p(z) =

3'7 La funci6 segiient representa la valoracié d'una empresa, en milions d'euros, en funcié del
temps, #, en els darrers 13 anys.

5-0,1z si 0<z<5
f@®) =1a+0,05(t-5) si5<£<10
4,75+0,3(¢—-b) si 10<t<13

a) Calcula el valor de 2 ide & perque la valoracié de I'empresa sigui una funcié continua del
temps.
b) Quin era el valor inicial de 'empresa? I al cap de 13 anys?

a) La funcié estd formada per tres segments; per tant, la seva continuitat en funcié del temps depén
del que passi en els punts de trencament.

* Continuitaten x=5 — rlz”S f)=f05)

f(5)=a
lim_ fid= lin (5-0.19=45

lim_ f(&)= lim [a+0,05(t—5)]=a — =45
—5* t—>5*

, _ t
fon ) -

t
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e Continuitaten x=10 — rlinfo f(r) = £(10)

f(10) =4,75+0,3(10-6) =7,75-0,3b
lim  f)= lim [4,5+0,05(r-5)]=4,75
— 10~

t—10" t

AT O o fo= i (475003 - 8)=7.75-0,3p[ 7 777757030 = 6210
t—10* t—10*

Si a=4,5 1 b=10, lafuncié sempre és continua.

b) El valor inicial és f(0) = 5 milions d'euros.

El valor al cap de 13 anys és f(13) = 4,75 + 0,3(13 — 10) = 5,65 milions d'euros.

38 El tipus d'interes anual que ofereix una financera depén del temps que el client estigui disposat

6t

a mantenir la inversid, i ve donat per la funcié 7(z) = P Rl 0, en anys.
+

a) Representa la funcié per a un periode de 10 anys.

b) A quin valor tendeix I'interes si la inversi6 es manté a molt llarg termin?

a) [(z) = t6_t1 =6+ % té una gafica similar a la de la funcié y = =L desplagada en ambdés eixos
+ + x

i estirada en el sentit de 1'eix vertical.

Avaluem en els extrems de l'interval de definicié:

um=afum=$%zis

— N W AN

X
123456780910

b) Si la inversi6 es manté a molt llarg termini, el tipus d'interés tendeix a:

, I 6t _
i 10=, dy_ Sl

39 En una empresa es fan muntatges en cadena. El nombre de muntatges fets per un treballador

sense experiéncia depén dels dies d'entrenament segons la funcié M(z) = 30t (z en dies).

t+4

a) Quants muntatges fara en acabar el periode d'entrenament que dura 20 dies?

b) Troba I'asimptota horitzontal i explica'n el significat.
a) Fara M (20) = 25 muntatges.

b) lm % =30 — y =30 és1'asimptota horitzontal.

Significa que el nombre de muntatges tendeix a estabilitzar-se en 30.
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40 El nombre de peixos d'una piscifactoria evoluciona segons la funcié f(z) =50 + % (z en dies).
+

a) Comprova que la poblacié augmenta la primera setmana.

b) Esbrina si el creixement sera indefinit o si tendira a estabilitzar-se.

a) Calculem una taula amb els valors de la primera setmana.

t| o | 1|2]|3|41|5]6
f(t)| 50 | 100 | 130 | 140 | 144 | 146 | 147

Podem comprovar que el ndmero creix, perd d'una manera cada cop més lenta.

b) Per estudiar el comportament de la funci6 a llarg termini podem calcular _/im (50 + M) =150.

2 +1

Aquest resultat indica clarament que el creixement tendeix a estabilitzar-se.

41 El cost de la produccié de x unitats d'un article ve donat per la funcié C(x) = 0,5x + 1000. El
cost d'una unitat depén del nombre d'unitats produides.

a) Quina és la funcié que representa el cost d'una unitat si es produeixen x unitats?

b) Calcula'n I'asimptota horitzontal i explica'n el significat.

a) El cost per unitat s'obté dividint el cost de la produccié entre el nombre d'unitats produides:

fx) = Cbd _0,5¢+1000 _ 0,5+ 2900 45 el cost per unitat.
x x

x
b) lim flx)= lim (0,5+ 1000) _ 5 — y=0,5 és]'asimptota horitzontal
X —>+oo X400\ X ’ J ’ p ’

Quan el nombre d'unitats produides augmenta indefinidament, el cost per unitat s'estabilitza en
0,5, essent sempre superior a aquesta quantitat.

42 Observa les grafiques segiients i descriu-ne les branques infinites, les asimptotes i la posicié de
la corba respecte d'aquestes:

X = Y

a) Asimptotes verticals: rectes x=2 y x=4.
Posicio:
Six—27, flx) > -
Si x— 2% f(x) = +o0
Si x =>4, f(x) & —o0
Si x— 4%, f(x) = +o0
Asimptota obliqua: recta y = % -1
Posici6:
Si x— +oo, f(x) > %—1

Si x = —o0, flx) < %—1
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b) Asimptotes verticals: recta x =1
Si x—= 1% f(x) = +o0
Si x> 17, flx) > —oo
Asimptota horitzontal: recta x=-2 en +co
Si x— +oo, fi(x)>2

Branca parabolica cap amunt de creixement cada cop més rapid en —co.

43 Representa, en cada cas, una funcié que compleixi les condicions donades.

a) lim f(x) = —oo; lz'?zrf(x) = +00

x—=2"

Jim f(0) =3, fx) <35 lim_f(x) = +oo
b) Asimptota vertical: x =1

lz’nlz_ fx) = lz’nlz+ J(x) = —o0
Asimptota obliqua: y=x+2
diferencia [f(x) —y] <0 si x — £oo

9] lz’mpf(x) = —oo; lz'ml_f(x = 400

Jim f) =2, f&)>2 lim_f() =2, fx) <2

a) b)

Y]

3

44 Determina el valor de # ide & de manera que les rectes x=-1 i y= > siguin asimptotes de

la funcié f(x) = 2%+ 3, Després, representa la posicié de totes tres.

bx -4
* Perque la recta x =—1 sigui una asimptota de f'(x), el denominador s'ha d'anul-lar en I'abscissa
donada. Per tant:
b-(-1)-4=0 - b=-4
3

* Perque la recta y = B sigui una asimptota horitzontal, ha de ser _lim _ f(x)= %

, Y ax+3 _ a : . : :
i f) = lim = % 4 = 4 Perserunquocient de polinomis del mateix grau.
_a_3 - _ ‘2 _ —6x+3

) — a=-6 — Lafuncié és f(x) de 4

Posicié
* Respecte de l'asimptota x = —1:
o : _ —6(-1,01)+3 . _
ESQUERRA: x =—1,01 — f(-1,01) = 41004 =226,5 — xiz)rizl_f(x)-+
e . _ —6(-0,99)+3 _ . _
DRETA: x =-0,99 — £(-0,99) = 4(0.99)—4 " 223,5 — xﬁn_qrf(x)_
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* Respecte de |'asimptota y = %:

3_-6x+3 3 -9
Caleulem f() - = T Thdx—4 2 4(x+1)

3 <

(x = +00) = flx) — 5

0 — f(x) éssotal'asimptota.

(x> —o0) = fl(x) - % >0 — f(x) éssobre l'asimptota.

_ —6x+3 i Y]
V= a4 J

4x -2 si x>2

continua i la seva grafica passi per I'origen de coordenades.

2 .
45 Donada la funcié f(x) = {x rax+b s x52, calcula els valors de 2 ide & perqué f sigui

Perque la seva grafica passi per l'origen de coordenades, f(0) = 0.
f(0) =6, d'on 6 =0.

La funci6 és continua sempre que x = 2, perqué estd formada per un tros de parabola i un altre de
recta.

Ara imposem la continuitat en x =2; ésadir, lz’_r)nz fx) =f(2).
f@2)=4+2a
lim flx)= lim (*+ax)=4+2a

- x—2"

x—2

lim flx)= lim (4x-2)=6 - 44+24=6 > a=1
x—2* X2+

xll’—7>n 2 f(x) -

Si a=11 6=0, lafuncid és continua i passa per |'origen de coordenades.
g

46 Determina, en cada cas, quin ha de ser el valor de 2 perque es verifiquin les igualtats segiients:
2) x/l_,mz ;zicci? _ 245+3 N 245+3 —l s oa=—4
b) lim dle:zi;J = % - —% =2 > a=6

BARCAN®VA
AAAAAACTETTITY
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. . . S Ny 2 +2x%+9 .
4'7 Estudia el tipus de discontinuitat que presenta la funcié f(x) = === en x=3 ien
x F—
x=-3.
* Cas x=3

f(3) no existeix, perque es produeix una divisi6 entre 0.

KO +2x249 (54) too

0

lim
x—3 xz _9

Estudiem els limits laterals:

3 2
ESQUERRA: x = 2,99 — f(2’99) _ 2,99°+2.2,994+9

3 2
=-895,01 — lim X +2x°+9 __

2,99%2-9 x>3  x2_9
3,9, 2 3.9.2
pRETA: x=3,01 — £(3,01) = 2072301749 9551 5 ppy X249
3,012-9 x>3 x2_9
En x =3 presenta una discontinuitat de salt infinit (tipus I).

e Cas x=-3
f(=3) no existeix perque es produeix una divisi6 entre 0.

3 2
Lim X2 +2x7+9

(Q) — Indeterminacié.
x— -3 x2 -9 0

X0 +2x%+9 _ (xz—x+3)(x+3) _ x2—x+3
x2_9 (x—3)(x+3) x—3

W +2x%+9 lim xz—x+3= 5

x>-3 x2_9 x—>-3 x-3 2

En x=-3 presenta una discontinuitat evitable (tipus III), ja que existeix el limit perd la funcié no
esta definida.

Pagina 181

Qiiestions teoriques
48 Cert o fals? Justifica la resposta i posa'n exemples.
a) Si no existeix f(2), no es pot calcular lz’né f).

b) Si no existeix f(1), f(x) no pot ser continua en x=1.
¢) Una funcié pot tenir dues asimptotes horitzontals.

d) Una funcié pot tenir tres asimptotes verticals.

Nit)

e) Si g(a) =0, podem afirmar que y = el té asimptota vertical.
glx
f) La funcié y =27 no té asimptotes.

a) Fals. En una discontinuitat evitable de tipus III no existeix la funci6 en un punt, pero si que existeix
el limit.

b) Cert, ja que no es compleix una de les condicions de la continuitat.

¢) Cert. Una funcié pot tendir a un valor diferent per a cada un dels dos extrems de I'eix OX
d) Cert. Fins i tot pot tenir infinites asimptotes verticals, com passa amb la funcié y = g x.
e) Fals. Si f(a) =0, pot passar que la funcié tingui una discontinuitat evitable en x = 4.

f) Fals. Perque  lim 2= lim L _0 ilarecta y=0 és unaasimptota horitzontal quan x — +oo.
X — +00 X — oo X
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§0

51

i branques infinites

_—————  perque el
x=+0 22 _5x+3 perq
resultat sigui:

a) +oo0 b) —c0 o0 d)3

a) Ha de ser un polinomi de graus 3 o superior en el qual el coeficient del terme de major grau sigui
positiu.

b) Ha de ser un polinomi de grau 3 o superior de manera que el coeficient del terme de major grau
sigui negatiu.

¢) Ha de ser un polinomi de grau 1 o inferior.

d) Ha de ser un polinomi de grau 2 en el qual el terme en x? sigui 6x2.

Donada la funcié f(x) = ax” + bx"! + ... + b, justifica si sén certes o falses les afirmacions
segiients:
a) Si a>0 i n és parell, aleshores xérym f(x) = —co.
b)Si 2> 0 i n éssenar, aleshores xéfrfw S(x) = +oo.
c) Si a<0 i n és parell, aleshores xl_z:rizw flx) = —c0.
d)Si 2<0 i n éssenar, aleshores xl_)z’qzm S(x) = +o0.
a) Falsa.

Jim f(x)= lim ax"=+eo perqué ax”>0 enser n parelli 2> 0.
b) Falsa.

JJim f(x) = lim ax"=—co perqué ax” <0 enser n senari a>0.
c) Certa.

JJim f(x) = lim ax"=—co perqué ax” <0 enser n parelli 2 <0.
d) Certa.

JJim f(x) = lim ax"=+co perqué ax”>0 enser n senari a<0.

3x—-2 six<l

Existeix algun valor de & per al qual sigui continua la funcié f(x) = {4 si x=12

2x+b si x>1
Justifica la resposta.

La funci6 no pot ser continua en x =1 per a cap valor de & perque f(1) = 4.
lim f(x)= lim (3x-2)=1
x—=1" x—=1"
Per tant:
* El limit existeix, val 1 i és diferents de f(1) =4 — Tindria una discontinuitat evitable (tipus IV).
O bé:

* El limit no existeix pel fet de ser diferents els limits laterals — Tindria una discontinuitat de salt
finit (cipus II).

1r Batxillerat
BARCAN@®VA
AAAAAAT ST TIYYY
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Per aprofundir

52 Calcula lim 3x” —15x —ax enelscasos a>3 i 0 <a<3. Peraquin valor de a és el limit un
oo

nombre real? Quin és aquest limit?

3x —5x _3x2—5x—dx2+ﬂx_(3—ﬂ)x2+(ﬂ—5)x
—ax = =
x-1 x—1 x—1
°*4>3

B-a)x*+(@a-5)x

lim = —oo, ja que el coeficient de x? seria negatiu.
X —+oo x—1
*0<a<3
3—a)x"+(a—95)x . . . iy
B-a)x*+(a-5) = +oo, ja que el coeficient de x? seria positiu.
x—>+°° x—1
ORI : . 3x?—5x .
* Perque el limit sigui un nombre real, el resultat de I'operacié 1 ha de ser un quocient
x f—

de polinomis del mateix grau; és a dir, el grau del numerador ha de ser 1.

B-a)x*+(a—5)x

x—1

™m (3x —5x 3x)= lim =2% __)

X —> +oo x_l

- 3-4=0 - a=3

53 Troba els limits segiients (usa la calculadora).

3 X
a) lim *— b) lim X o lim £ ;1
X — +00 ex X — 400 nx X — +00
d) lim PO v £) lim (075 - )
x — 400 x x — 400 x — —00
X3
a) x=50 — 5%_241 1077 = lim X =0
X — +o0 ex
) 1000 o
bx=1000 — 1000 = 14476 —  lim %~ =+
50 _ o~
Q) x=50 > £ —166 108 = fm €21 e
0 X — +oo x5
dx=1000 — /n(2-100(2)+3) ~7.6-10-6 Iim In(2x+3) -0
1000 X e x
¢) x=50 = 250-501=1,13-10"5 — /im (2% x") = +oo
f) x=-50 = 0,75°°~(-50)*= 1,76 - 10° — lim_(0,75"—x?) =
54 a) Troba lzm =1 Per a aixo, multiplica numerador i denominador pel binomi conjugat

~lyx-1
(Vx +1) del denominador.

b) Amb el mateix procediment, calcula lz’ngl Jx _42 .
x—4 X —

a) lim 2= 1 <Q> — Indeterminacié.
x=1 yx—1 0

x=1 _ (e=D(x+l) _ =1(x+1) i =L _ o [+
LT ey el e =2
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b) /z'm4 Yx=2 = <%) — Indeterminacié.

Foa (B-2)(Be2) Ly i

47 wod(fxr2) @-d(xr2) re2
=2 _ . 1 1

X —

lim

f x—4 i ee2 4

55 Calcula els limits segiients:

, , , |x| , |x_2|
a) xl_z:@w |x—2| = xl_l?fm (x—2) = +o0 xl_@oo |x—2| = xiz’@w [~(x—=2)] = xéirgw(—x +2) = 400
b) lim x|x|= lim x?=+eo lim x|x|= lim [x(-x)]= lim —x?=—-oo
X = 400 X = 400 X — —oo X —co X = —0o0
c) lim [ = X -1 lim 6 _ =-1
X— 400 x — X—t+o0 o 7D X——00 xr — X——c0 5 _ 7
% 2] x—2 1 o |x =2 . —(x-2) -x+2 1
d) xl—l>+oo X — +00 X - ? xél]zlloo X - xl—l>—oo 2x T x—t-oo X - _7

56 Troba les asimptotes de les funcions segiients:

| 2| |« —2|
x—-2 x

a) f(x) = b) f(x) =

a) * Asimptota vertical x = 2.

Si x—27, flx) > —oo

Posicid
Si x—2% flx) > +o0

* Asimptotes horitzontals:

2x
lim 24| lim _2x 2
X—too x x> 4o x

Larecta y =2 ¢ésunaasimptota horitzontal quan x — +oo.

lim |2¢| - lm =2 _ )

X ——00 x X ——00 x

Larecta y=-2 és unaasimptota horitzontal quan x — —oo.

b) * Asimptota vertical x = 0.

St x =07, fly) > -
Posicié:

Si x>0 flx) > +oo

* Asimptotes horitzontals:

x—2 _
lim | | = lim X 2 =1
X — +00 X X — 00 X

Larecta y=1 ésunaasimptota horitzontal quan x — +oo.

M= lim ﬂ=_1

X — —oo X X — —oo X

Larecta y=—1 és unaasimptota horitzontal quan x — —oo.
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Autoavaluacié

1 Calcula el limit de f(x) = {Zx = xs3 en els punts d'abscisses 0, 3 i 5. Després digues si

x*—x-7, x>3

la funcié és continua en aquests punts.

f(x)={2x—5, x<3

x2—x—7, x>3+
Jcl%f(x):Z-O—S:—S

x/in;_f(x)=2-3—5=1
xh;”éf(x)<x/£7‘31+f(x)=32—3—7=—1 No té limiten x = 3.

lim f(x) =5*-5-7=13
x=5
Es continuaen x=0 ien x=5. No és continuaen x =3, perque no té limit en aquest punt.

2 Troba els limits segiients:

a) lim2*-1 b) lim 1 o lim—* _
x—0 x—»5 x+4 x—»4(x_4)2

. oax—1_o-1_ 1
a) fim 2" =27 =

b) it 1L _1
)xl—'m5 x+4 J49 3

/ X
) ooy

e
<

= +o0 (Si x > 4" osi x> 4, elsvalors de la funcié sén positius).

//i b1
X \\X

A partir de la grafica d'aquestes dues funcions, troba, en cada cas, els limits segiients:

lim f;  lim f);  tom f@s  lim_ )

lz’rgz_ Slox) =+ oo
a) lim f() <_ x;@ )= —eo| Notélimiten x=3.
lz’mzf(x) =1 xérfwf(x) =0 xé@wf(x) = oo
b) lz;m3 fx) =0
lz'néz_ flx)=3
j{_’”zf(x) < "l;g A9t No té limiten x = 2.
iy ===

Sm_fe) =3
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i branques infinites

2
% i estudia la posici6 de la corba respecte d'aquestes.
x*=2x

4 Troba les asimptotes de la funcié f(x) =

4x?  4x - y= 4x

xZ_Zx_X—z x—=2

Simplifiquem:

* Asimptota vertical: x =2
4

lim =—oo
L., |x—2 x—2
Posicié 4
lim X i oo
x—=2t x—2

* Asimptota horitzontal: _/m Ax 5 = 4; y=4

— too X —

o X —>+oo, y>4
Posicio:
x — —oo, y<4

5 Justifica quin valor ha de prendre a perque la funcié f(x) = {ax -2 sixsl sigui continua en

4x —2a si x>1

R.

ax—2 si x<1
S0 = {4x—2a si x>1

La funcié és coninua per a valors de x menors que 1 i majors que 1, perque els dos trams sén rectes.
Perque sigui continua en x =1, s'ha de complir: /z’m1 fx)=f(1)
X —

f()=a-2
lim flx)=a-2

, x—17
lim [0 < lim, f9=4-24

Perque existeixi el limit, hadeser: a—2=4-2a — 3a=6 — a=2

3 2
6 Troba el limit de f(x) = %&66 quan x — 35 x — 2; x — +00; x — —oo i representa la infor-
x*—5x+

macié6 que obtinguis.

3 2
o X" =3x" _ 0
im 0

%% (x - 3) x>

Simplifiquem: -2 6-3) - x_2

3 2.2 2
lim ch Sl P =9
x=3 x*~5x+6 x—3x-2
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e L \

o iy X0=3x° _ g X x=2n
x[l—»mzx2—5x+6 xh—»mzx—2 < 11'7721+f(x)=+oo ? \ /

X — il

[ ] ll'm M = Zl'm xz = 400 E

X — +00 x2_5x+6 X400 x ) E

L[] ll'm M = z’m xz = — 00 E
X0 x2_5x46 KXo x—2 / P 3 X

\

7 Representa una funcié que compleixi les condicions segiients:
a) lim f(x) =—oo b) lim f(x) =+ o lim f(x)=0 d) lim f(x)=2

x—=2" x—-=2% X — +00 X — —00

Y

e

2x3

x2+

8 Estudia les branques infinites de f(x) = i situa la corba respecte a la seva asimptota.

No té asimptotes verticals perqué x2 + 4 = 0 per a qualsevol valor de x.

3 3
No té asimptotes horitzontals perquée  /im 2 oo i lim 2 - o

X ooyl 4 x—eo 24

Té una asimptota obliqua, perque el grau del numerador és una unitat més gran que el del denominador.

253 x2+4

—2x3—8x  2x
—8x
23 8x
= =2x—
x*+4 x2+4

Asimptota obliqua: y = 2x

Posicié <

x —> + oo corba <asimptota

x — —oo corba > asimptota



