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Moviment d'una particula

Un investigador, per estudiar el moviment d'una particula, I'ha il-luminat amb llampades de flaix
cada décima de segon (0,1 s) durant quatre segons. Aquesta és la fotografia corresponent a escala real:

1. Aproxima la velocitat de la particula en I'instant #=2 s trobant la velocitat mitjana en els intervals
[2; 2,5] i [2; 2,1]. Per a aix0, pren mesures sobre la fotografia.

2. Calcula les velocitats mitjanes anteriors prenent valors sobre I'equacié del moviment d'aquesta
particula: s= %(t4 - 823 + 1882
3. Troba ara les velocitats mitjanes en els intervals [2; 2,001] i [2; 2,000001] prenent de nou valors

sobre 1'equacié del moviment de la particula. ;Podem considerar que aquesta dltima velocitat
mitjana és molt semblant a la velocitat instantania en #=2s?

1. La distancia que separa els punts en els instants #=2 i #=2,5 és de 12,5 mm; per tant, la velocitat és:

102”55 = 25 mm/s = 2,5 cm/s
La distancia que separa els punts en els instants =2 i #=2,1 ésde 3,5 mm; aleshores la velocitat és:
3,5 _
01" 35 mm/s = 3,5 cm/s
3
2. 51=%(24—8-23+18-22)=12cm 281
i vl=%=2,56cm/s
:2:%(2,54—8-2,53+18-2,52):13,28cm ’
a=izem 12,37 -12
- v, ==L = -3 77cm/
s3=%(2,14—8-2,13+18~2,12)=12,37cm 27701 s
3- 51 =12CIH
,_12,003997 12 4 oo
s4=%(2,0014—8-2,0013+18-2,0012)=12,003997cm 0,001 :
sp=12cm

L 12,000004-12 _,
s5=2-(2,000001 %~ 8-2,000001° +18-2,000001%) =12,000004 cm 0,000001

Si, podem considerar que aquesta tltima velocitat és molt semblant a la velocitat instantaniaen #=2s
perque l'interval de temps transcorregut és tan sols una milionésima de segon.
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ﬂ Mesura del creixement d'una funcid
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Fes-ho tu. TrobalaTVM de y= yx-1 en [1,2], [1,5] i [1, 10].

TVM L, 5] = S -1 _J4A-Vo _1

5-1 4 2

A=) 5o
TVM [1, 10] = T0=1 = 5 =3

1 Cert o fals?
a) La TVM mesura el creixement mitja d'una funcié en un interval.

b) Si f és creixent en [a, b], la TVM en aquest interval és positiva, i si és decreixent, la TVM és
negativa.

¢ SilaTVM de f en [a, b] és 0, significa que f és constant en [, b].
a) Cert.

b) Cert. El signe de la TVM depén només del signe del numerador. Si f és creixent f(6) > f(a); ales-

hores el numerador és positiu. Si f és decreixent, f(6) < f(a), aleshores el numerador és negatiu.

c) Fals. Només podem afirmar que f{a) = f(£). Aixd no vol dir que sigui constant.

2 Troba la TVM de la funcié y = x2 — 8x + 12 en els intervals segiients:
(1,2], [1,3], [1,4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

M2 FO-AD 05

2-1 1
CfB-A) 35

TYMI1L, 3] = 5= =202 = 4
A=A 45

TVMIL 4] = 5= =02 =3

- 3.5
TVM [1, 5] = 5T T4 =2

ML 6 - L0 _0-5

6-1 5
- 5-5 _
TVM 1, 7] = 55— —=27> =0
- 12-5
TVMIL, 8] = S =252 = 1
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3 TrobalaTVM de y = x2 — 8x + 12 en l'interval variable [1, 1 + h].

Comprova que, donant a h els valors adequats, s'obtenen els resultats de I'exercici anterior.

TVM (1,1 +h] - f(1+h})1—f(1) ) (1+h)2—8(}11+h)+12—5 ) hZ}_IGh ) h(hh—6) Cheé

Donanta h elsvalors 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 s'obtenen els resultats de |'exercici anterior.
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4 En la grafica, en verd, de la funcié y = f(x) adjunta, s'han assenyalat cinc punts: 4, B, C, D i E.

En cada un hi ha tragada la recta tangent, el pendent de la qual es pot calcular.

Expressa els resultats usant expressions del tipus:

fla=...
Per exemple, per al punt B:

f-3) = ...
PUNT PENDENT

4 Fe8) -2

B fe3)=2

C F1)y=-1

b OREE

E £110) =2
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Fes-ho tu. Troba la derivada de y = xf en els punts d'abscisses 1, -11i 5.
vy g JUh) = A1)
0= gy RSO
__ 3 _ 3
T O S .
-3 __
V=753
__3 _(a__3h
A= )= 2 ()= b
3h
A+ -f1) h-1 _ 3
h ~ h  h-1
1y _ Iz 3
FO0- 27 -3
o fele) - i)
S0 = o h
3 _ 3
T
-3 __
feD =55 =1
3 _pn._h
feleb) = i) = =5 - D=1

h
fi=l4h)- A1) ho3 g
h " h " h-3

"_ _ Iz #=_L
SN =53

e S5 = f5)
£O= i 5

_ 3 3
S5 +h)= 5+h—2 h+3

.3 .
f6) =575 =1

__ 3 4_ -h

f5 +h) - f5) = h+3 1_h+3
_h

f6+h)-f5) he3 _ 1

h h ~ h+3

19 4l

k»|>—‘
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2
Fes-ho tu. Troba la derivada de y = % + 7x en els punts d'abscisses 0, 1, 2, 3, 4 i 5.

(x+h)?

fx+h)= 3

+7(x+h)=x—2+xh+h_2+7x+7h
2 2
fle+h) - flx) = x?z+xh+h72+7x+7h—(x72+7x>=xh+h72+7h

h2
flc+h) = flx) xh+T+7h )
b = b —x+5+7

Sl +h)— flx)
h

= lim <x+£+7>:x+7
h 2

—

f16) = lim
FO)=0+7=7 f)=1+7=8  f@=9  fG)=10 f@=11  f5)=12

5 Cert o fals?

a) La derivada d'una funcié, y = f(x), en x = a és el pendent de la recta tangent a la grafica de la
funcié en aquest punt.

b) f'(3) = 0 significa que la tangent a la grafica de y = f(x) en x=3 és paral-lelaal'eix X.
©) Si f'(2) >0, aleshores f és creixent en el punt d'abscissa 2.

a) Cert.
b) Cert. El pendent de la recta tangent en x = 3 ¢és zero; aleshores la recta és horitzontal.

c) Cert, a causa de la inclinaci6 de la recta tangent a f en aquest punt.

6 Troba la derivada de y = % en el punt d'abscissa 2.

f(=2+h)— f(-2)
h

f'e2) = lim

_ 1 1_-2+h+2__ h
S 2= f(2)= 2(02+h)  2h—4

h
fE24W-f2) 0 Dh_4 . 11
h gt N T

rea- o,

7 Troba la derivada de y = —2x + 4 en els punts d'abscisses -3, 0, 4 i 7. Explica per queé obtens en
tots els casos el mateix resultat.

f=3+h)— f(-3)
h

“fi3) = lim
f(3+h)-f(-3)=-2(-3+h) +4-10=6-2h-6=-2h
(3) < fom =2h __

fe3) = fim == =2

oo o S = A0)
£1O) = fim ==

F(h) —f(0)=—2h+4—4=—2h

(0) = lim =2h _ _
1O i -
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o rnay g SH+h) = f(4)
i o TS

Fh+h)—f4) =24 +h)+4—(-4)=—-8—2h +8=-2h

4) = lim —2h __
i - i o

f7+h)- A7)

A —

f(7+h)—f(7)=-2(7+h) +4—(-10) =14 - 2h + 14 = 2h

T
f 0= fm===2

Com que la funci6 és una linia recta, creix o decreix sempre de la mateixa manera i, en ser la derivada
una manera de mesurar el creixement d'una funcid, aquesta ha de valer el mateix en tots els punts.

8 Troba la derivada de y = 3x% —5x + 1 en els punts d'abscisses -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 i 6.
Calculem la derivada de manera general i I'avaluem en cada un dels punts demanats.
v g flerh) = flx)
6 = fim =
fx+h)—f(x) =3(x+h)?-5(x+h) +1 -(Bx*-5x+1) =
=3x%2 + 6xh + 3h2 = 5x—5h + 1 —3x2 + 5x— 1 = 3h? + 6hx— 5h

2
fmo=g%§£;ﬂﬁ£:ﬂl=$@§m+6x-ﬁ=6x_5

h
fi2) =-17
f(=1) =11

£ =-5
F)=1

f@=7
£'3)=13
fi4)=19
£'65)=25

£1(6) =31

BARCAN®VA
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B Funcié derivada d'una altra
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y=fx)+5
9 Cert o fals?

Les rectes tangents en un punt qualsevol, x,, ales grafiquesde y=f(x) i y=f(x) +5
s6n paral-leles.

=1

Aix0 significa que les dues funcions tenen la mateixa funci6 derivada. X,

Cert, perque, en ser paral-leles les rectes tangents en qualsevol punt, han de tenir el mateix pendent en
tots els punts.

10 Troba la derivada de f(x) = 3 i, a partir d'aquesta, calcula f'(4), f'(-1), f'(1) i f'(5).

x—-2

3 3 x—2—-x-h+2

ferb=f iho3 wo3 _, eh-2GoD 3
h h h (x+h-2)(x-2)

(- g, JEF- ) -3 __ -3
S = fim, h = T 6D (x—2)2
@3
f==
(1) = =L
=3
f'1)=-3
(5) = =L
f6)= 3

11 Troba la funcié derivada de f(x) = yx —3 i calcula els pendents de les rectes tangents a la corba

en els punts d'abscisses x=4 i x=7.

flx+h)— flx) _ Jx+h-3-yx-3 _ Wx+h=-3-Vx=3)Yx+h-3+Jx—-3) _

h h h(fx+h-3+{x-3)
__x+h-3-(x-3) _ 1
h(Yx+h-3+yx—3) Yx-3+yh+x-3

vy _ oo Jaerh) - fl 1 _ 1
= o T e e 23
' 1
fi=1
7= L
-1

12 Troba la funcié derivada de f(x) = 2+ X%
fle+h)= fln)  (e+h)?+(e+h)? (P +x) 3 +3he?+3h%x+h3 +h2+ 2hx+x2— 5% — &2
h - h - h

_ 3hx?+3h%x+h3+h?+2hx
- h

=3x2+3hx+h?+h+2x

Sl +h)— flx)
h

fx) = h/z'n% = l{z'n% (Bx? +3hx+ h2+ h+ 2x) = 3x% + 2x
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13 En la férmula que serveix per trobar I'equaci6 de la tangent a la corba y = f(x) en un punt

y=fa) + f(a)(x-a)
digues el paper que exerceix cada una de les lletres que hi intervenen. De quina funcié és variable

independent la x?

a es |'abscissa del punt en queé es troba la recta tangent.

fla) és'ordenada d'aquest punt.

f'(@) és el pendent de la recta tangent o, també, la derivada de la funcié6 en el punt d'abscissa a.
x ¢és la variable independent de la recta tangent.

y ¢és la variable dependent d'aquesta recta.
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E Regles per obtenir les derivades d'algunes funcions
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3
14 Calcula: 2) DGS)  b) D(Lz) oD(k) HDCK) o D(M>
X

X

a) D(x°) = 5x4

0D L)-Dlty=-23-22

Jvs)

0 D(3«/}>=D(x1/3)=%x(1/3)_1=Lx_2/3= 1

3 332
3[2) - D23y 2,23 -1_2 ~13__2
d) D) =D(x R S
o D(@.3@)=D<x3/2,x4/3)=D<x5,6>=ix(5/6)_1 _5
x? x? 6 6Y/x
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Fes-ho tu. Troba la funcié derivada de les funcions segiients:

A f)=5x"-2243x-7  bg)=HBx-Bt 9 - xg;f/;

a) fi(x)=5-4x>—2-2x+3=20x—4x + 3
b) g(x) = V5 ¥x — 33 ¥xt = /5 x1/2 - 3[3 143

vy 2 1 n 3z 4o N5 4335
g0 =55« «/33x Sh 3 Ux

3x ~4/3
c) hx) = =3x
x2 X1/3

' 41 _ 4 4
9«32 b
% 3)* X

Fes-ho tu. Troba la funcié derivada de les funcions segiients:

_ 5% _x%-3x+1 X -5x%*+2x-1
a) f(x) = 125 b) g(x) = a3 c) h(x) = -

2) flx) = %(5‘9%:%625’6

’ _L X _/n625 x

f(x) = 125625 n625= 25 625
_ (2x=3)-(x*+x-3)—(x*=3x+1)-2x +1) _ 263 —x%—9x+9—-(2x3 —5x* —x +1) _ 4x2 _8x+8
(x%+x—3)2 (x%+x—3)2 (x*+x-3)2

b) ¢ '(®)

) h(ac)=9c2—59c+2—L
x

h'(x)=2x—5+ %
X
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Troba la funcié derivada de les funcions segiients:
15 f(x) = 5x% + 7x—2x

f'(x)=5'2x+7—2-%&=10x+7—%
16 f(x) = {323 . &*

f(x) _ B x3 €x=Bx3/2 &

fx) = «B(%x“ze"+x3/26">=«/§<%«/;€x+x xfx) = mfx<%+x>

17 f) - £oconx

1 écosx
fo) = e e

f,(x)_L.(excosx—e"sz'nx)Zx—excosx2xln2_L.exmjx_exsinx_exmsxlnz_
- 2f (292 2t 2" )

1 € (cos x — sin x — In 2 cos x)
24 2*

18 f(x) =x-3"-1gx

f')=3"tgx+x-3In3-1g x+ x'fx
cos* x

19 f(») = logsz

1 N
f'(x) _ 171 2 _ [72 2 lggz X _ 1—In2 logz X
x? x2 x2n2

I S
X X ngx B

3
20 flx) - 2 =5x+3
x
= _i i= — .L . -2
Sflo) = 2x x+x2 2x -5 x+3x
' 5 3 5 6
=2 5 3' _2 =2 —_ =
f(x) +x2+ ( )x +x2 x3
2
21 - x4l
f(x) P |
f'(x): 23‘(902—1)—(962+1)2x:2963_296_2363_2962 4y

(x*-1)2 (x*-1)2 (x*-1)2
22 f(x) = (sin ) <x2 +§)

f'(x) = (cos x) <x2 + %) + (sin x) (2x)

23 fn) = £
J = cos x
£ = 2x~lﬂ2~cosx2— 2% (—sin x) _ 2x(ln2-co;x+sin X)
cos” x cos” x
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x2 .5%
24 fl) = ¥

_1ex
ﬂ@—xS
xn5-1
2

' __Lx lx _gx
f(x) = x25 +x5/n55 .
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Troba la funci6 derivada de les funcions segiients
25 f(x) = sin (x* - 5x+7)

F'(x) = 2x—5) cos (x> = 5x + 7)

26 flx) = W = (5x + 3)3

' 2 -1/3 10
=2 (5x+3) P52
S0 =506x49 335x+3

B7 f) = sin? (35 + %)
< ) (a?)' =2a
D (sinz 3x+% > =J(sina) =cos a
’ <3x . %) -3

"(x) = 257 T ). 3_6Gss T T
f'(x) = 2szn(3x+ 2>cos<3x+ 2) 3 65m(3x+ 2)605(3x+ 2)

Utilitzant la férmula del sinus de I'angle doble, podriem donar el resultat d'aquesta altra manera:

f'(x) = 2sin (3x+%>ws (3x+%>~3=3sin (6x + 1) = =3 sin 6x

2
28 f(x) = loix
2 log x , 2(1-In10 log x)
= RN =
e x £ x2In10

29 f(x) = cos Bx—m)
f'(x) = -3 sin 3x—n)
30 f(x) = V1+2«x
1

PO

31 f(x) =xe2+1

f'(x) _ €2x+1 +xe2x+l _2=€2x+1 (1+2x)

32 _ sin (x2 +1)
fi= 2D
_ 2x«ll—xzcos(xz+1)+[x5in(x2+l)]/«/1—x2: 2x (1= x2) cos (x* +1) + x sin (x* +1)
J(1-x%)3

;) 1-x2
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Fes-ho tu. Troba les rectes tangents a y = x> — 2x? paral-leles a y = —x.
Busquem les rectes de pendent —1:

F) =x?—2x2 = f'(x) = 3x% —4x

Les solucions de I'equacié 3x% —4x = —1 s6n les abscisses dels punts en qué les rectes tangents a la grafica
de la funcié tenen pendent —1 i, per tant, sén paral-leles a la recta donada.

B3x2—4x=—-1 — 3x2—4x+1=0 — x; =1, x2=L

3
x;=1 > f(1)=13-2.12=-1 — Rectatangent: y=—-1-(x-=1)-1 = y=—x

3 2
-1 ) (1) 5 (L) -5 T S AT B 4
Xy = 3 - f<3> <3> 2 <3> 27 — Recta tangent: y=—1 ( 3) 57 — y=—x+ o
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Fes-ho tu. Troba els punts singulars de y = 2x> — 352 — 12x + 3 i determina els intervals on creix o
decreix.

Resolem I'equacié f(x) = 0:
f1(%) = 6x% — 6x— 12
F)=0 > 6x2—6x=12=0 > x?2—x-2=0 — x;=-1, x,=2
F(1) =2(=1)>=3(-1)2= 12(-1) + 3= 10 — (-1, 10) és un punt singular.
f(2)=2.2°-3.22-12.2+3=-17 — (2,-17) és un altre punt singular.
Tenint en compte les branques infinites:
lim f(x) = lim (2x7 = 3x% = 12x+ 3) = +o0

X — 400

xé@of(x) = xéi{nm (2x3 - 3x2—12x+3) = —oo

Tenim que els intervals (—o0, —1) i (2, +o0) sén intervals de creixement. En l'interval (-1, 2) la funcié
decreix.

B3 a) Troba les equacions de les rectes tangents a la grifica de y = x* — 8x% + 12x en els punts
d'abscisses 1 i-1.

b) Troba les rectes tangents a la corba amb pendent 12.
a) Calculem la derivada primera:
f(x) = 4x3 —16x + 12

F(1)=4-16+12=0

F(1)=1-8+12=5 } — Larectatangentés: y=0(x—1)+5 = y=5

fi(-1)=—4+16+12=24

F-1)=1-8-12=-19 } — Larecta tangentés: y=24(x+1)—19 — y=24x+5

BARCAN®VA
AAAAAAT ST TITN
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b) Trobem les abscisses dels punts en que les tangents tenen pendent 12 resolent I'equacié f"(x) = 12:
43 —16x+12=12 — 427 —16x=0 = x(4x? - 16)=0 — x;=-2, x,=0, x3=2
o x;=-2 = f(=2) = (-<2)* - 8(=2)% + 12(-2) =40
La recta tangent és: y=12(x +2) —40 — y=12x—-16
cx,=0 = £(0)=0
La recta tangent és: y = 12x
sx3=2 = f(2)=24-8.22+12.2-8
La recta tangent és: y=12(x—2) +8 — y=12x-16
34 Troba el valor maxim de la funcié y = —x3 + 12x+ 3 enl'interval [0, 3] ien l'interval [-5, 3].
Troba el minim de cadascun d'aquests intervals.
Calculem primer els punts singulars de la funcié:
flx) = -3x2+ 12
F)=0 > 3x2+12=0 - x,=-2, x,=2
e En l'interval [0, 3] avaluem:
f0)=3 f2=19 f(3=12
El maxim es trobaen x=2 ival 19.
El minim es trobaen x =0 ival 3.
e En l'interval [-5, 3] avaluem:
f(=5)=68 f(-2)=-13 f(2)=19 f(3)=12
El maxim es troba en x=-5 ival 68.

El minim es trobaen x=-2 ival —-13.
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E Representacié de funcions
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35 Representa aquestes funcions:
a)y=2x>-3x2—12x+8 b) y = —3x% + 4x7 + 36x% — 90 Q) y=xt+4x3
Q) i) =6x2—6x—12=0 — x;=-1, x,=2
Maxim en (-1, 15).
Minim en (2, -12). /Y

AV

b) £'(x) = —12x3 + 12x% + 72x = —12x (x> —x—6) = 0

x=0
141424 115 x=3 -
R T e

4 | A
Maxim en (-2, -26) i en (3, 99). / _:}

Minim en (0, —90).

2
(<=}
[y

=0
Q) f'(x) = 4x3 + 12x2 = 4x?(x + 3) = 0 <z——3

Minim en (-3, -27).

a4u

o
D
\\\

Punt d'inflexié en (0, 0). /
0 5 xdsd)-0 < "0 4= ‘
f(x)=0 = x(x+4) = x=—4 \\//_10

Punts de tall amb els eixos: (0, 0) i (—4, 0).
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36 Representa les funcions racionals segiients, seguint els passos de la pagina anterior:
_ x*+3x+11 _ x?+3x _ X
a)y= x+1 b)y= x+1 9= x2+1
2 2
d = # e = g f - X = 1
)y x2+1 )y x?—2x )y x?
a) f(x) = (2x+3)(x +1) = (x* +3x +11) _ 2x%+ 2x +3x +3+3—x*—3x—11 _
(x+1)2 (x+1)?
2
=7x +2x_8=0—)x1=2, XZ=—4 :1’)
(x+1)? } g
=
Maixim en (-4, —5). Minim en (2, 7). 2
8 ' 4
Asimptota vertical: x =—1 == 10
Asimptota obliqua: y=x+ 2 ‘| 20
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b) /() = (2x +3) (x +1) = (x* + 3x) _ 2x%+2x+3x+3—x—3x _ x*+2x+3 20 2
(x+1)2 (x+1)2 (x+1)? 1,
10
Punts de tall amb els eixos: (0, 0) i (-3, 0) = = ]
Asimptota vertical: x = -1 0
Asimptota obliqua: y=x+ 2 0
241)— 2. 3 3 ?
O F1() = 224 =x"2% 204 2x-2x | 2 ._g -
(x*+1)2 (x*+1)2 (x*+1)2 T T~L — T |
Minim en (0, 0). A =2
Asimptota horitzontal: y =1 i
D) =—2 _ 5 x=0 :
(x%+1)2 R
Maxim en (0, 1). " ’2 —
Asimptota horitzontal: y =0 1
o) f1(x) = 2x(x* = 2x) — (x> +2) 2x - 2) 20 4?23 422 —dx+ 4 _
(x? - 2x)2 (x2 - 2x)2
2 _ x1=0,73
L e o ST SN 2i—m - < ! I
(x? = 2x)? 2 Xy=—2,73 4 \
Maxim en (0,73; -2,73). —
Minim en (-2,73; 0,73). 4| =2 " 2 4
Asimptotes verticals: x=0, x=2 ATAN
Asimptota horitzontal: y =1 [0
f) ®* Domini = IR — {0}
* Asimptota vertical:
2
lim ¥ =1 o
x—0" X
x =0 és asimptota vertical
|
lim =—oo
x — 0+ xz
* Asimptota horitzontal:
2
y==x ;1 =1- % ; y=1 és asimptota horitzontal
x x
Quan x — —co, y<1; iquan x — +oo, y< 1.
Per tant, la corba esta per sota de l'asimptota.
* Punts singulars:
£ = 2x-x2—(x2—1)-2x x5 =263 4 2 _2x _ 2
- 4 - 4 T4 3
X X X X 2 I
¥ E
f'x) =0 — f(x) no té punts singulars
4 | -2

Observem que f'(x) <0 si x<0; ique f'(x) >0 si x> 0.
Aleshores la funcié és decreixent en (— oo, 0) i és creixent en (0, +oo).
e Tallal'eix X en (-1, 0) i (1, 0).
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Pagina 200

1. Funcié derivada a partir de la definicié

Fes-ho tu. Donada f(x) = xxT’ troba f'(x) aplicant-hi la definicié.
B _ x+h  x _(+h)x+D)—x(x+h+1) 2ixshe+h-x®2—xh—x _ h
Soerb)=fl) = x+h+l x+1 (x+h+1)(x+1) - (x+h+1)(x+1) " (e+h+D)(x+1)
Sl +h)— f1 :
vy g Jeth) = flo o (e+h+D)(x+1) 1 1
f(x)_}{l—% h _}{% h _hll—»n%) (crh+D)(x+1)  (x+1)2

2. Regles de derivacié ,
Fes-ho tu. Troba f'(x) sent f(x) = In (%) .

f(x):2[n%=2[[n(x+l)—lnx)]

S = 2( 1 .1_l>=_x(x2+1)

x+1 x
Pagina 201

4. Recta tangent paral-lela a una recta

Fes-ho tu. Troba I'equaci6 de la recta tangent a la corba f(x) = 3x% — 4x que és paral-lela a la recta
2x—y+5=0.

Aillant y en l'equacié de la recta donada, podem obtenir el seu pendent.
y=2x+5 — El pendent de la recta és 2.

Les abscisses dels punts en qué la recta tangent és paral-lela a la recta anterior son les solucions de I'equacié
flx) =2
x) = 2.

fx)=6x—4 — 6x—4=2 — x=1 ésel punten que la tangent i la recta donada sén paral-leles.

Finalment, com que f(1) = -1, larectabuscadaés y=2(x—1) -1, ésadir, y=2x-3.

8. Punts de tangent horitzontal

Fes-ho tu. Troba els punts singulars de la funcié f(x) = x> — 6x? i digues si sén maxims o minims.
Trobem les abscisses dels punts singulars resolent l'equacié f'(x) = 3x% — 12x:
F)=0 - 3x2-12x=0 — x,=0, x, =4
Calculem les ordenades d'aquests punts:
f0)=0 f(4)=-32
Els punts singulars sé6n (0, 0) i (4, —32).
Branques infinites:

lim (x3—6x%) = +00 — (4, -32) és un minim.

X — 400

xl_{% (x3 = 6x%) =—c0 — (0, 0) és un mixim.
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6. Coeficients d'una funcié que té punts singulars
Fes-ho tu. Troba & i ¢ de manera que la funcié f(x) = % + bx? + ¢ passi per (1,0) i f'(1) =5.

Si £ passa per (1, 0), aleshores £(1) = 0.
PB+b-12+c=0 = c=0

(%) = 3x% + 2bx
F(1)=5—3.12+2b-1=5 = b=1
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7. Intervals de creixement i de decreixement

2
Fes-ho tu. Troba els intervals de creixement i de decreixement de la funcié f(x) = 2x

Dom =R - {2}

2x(2—x)— x*(=1) _ dx—x*

S = (x-2)?

2
fx)=0 — X=X~ _ 5 4y_x2-0 > x=0, x,=4
(x-2)?
Estudiem els signes de f dins el domini de definici6 en els intervals els extrems dels quals sén els punts
singulars.

f'<0 . f'>0 . f'>0 . f'<0

\0/2/4\

Per tant, f creix en (0, 2) U (2, 4) i decreix en (—oo0, 0) U (4, +c0).

8. Grafica d'una funcié racional continua

2x?

x?+1

El seu domini de definicié és IR perqué I'equacié x? + 1 = 0 no té solucié. Per tant, no té asimprotes
verticals.

Fes-ho tu. Estudia i representa la funcié f(x) =

2
Asimptota horitzontal: y =2 perque lim %x =2
¥ xf 4l

2
Posici6: Calculem f(x) —2 = 2 5. 2
x2+1 x2+1
* Si x — +oo, aleshores f(x) —2 <0.

* Si x —> —oo, aleshores f(x) —2<0.

Punts singulars:
oy 4x(x2+1)—2x2-2x_ 4
£ = (x*+1)2 _(x2+1)2

f'x)=0 = 4x=0 - x=0 — f(0) =0 — El punt (0, 0) és un punt singular.

Estudiem el signe de f"(x):

(_ool o) (Ol +°°)
SIGNE DE f'(x) - +

f(x) ~ —
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El punt (0, 0) és un minim.

Grafica:
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9. Estudi i representacié d'una funcié polinomica

Fes-ho tu. Estudia i representa aquesta funcié:
f@=1+(x-3)°

* Del fet de ser una funcié polindmica, el seu domini és IR, és continua i no té asimptotes.
* Branques infinites:

xézznw [1+ (x=3)3] = +o0

i 1+ (e=3)%] = oo
* Punts singulars:

f(x) = 3(x - 3)?

fx)=0 = 3(x-32=0 - x=3

Com que f(3) =1, el punt (3, 1) és I'Gnic punt singular.
* Creixement i decreixement:

Com que f'(x) =3(x—3)%>0 peratot x=3, lafuncié creix a ambdés costats de x = 3 i no és ni
maxim ni minim.

e Talls amb els eixos:
x=0 = y=-20
9=0 > 1+(x=30°=0 > (x=3)°=-1 > x=2

e Grafica:

-8 -6-4-2 24 6 8X
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10. Estudi i representacié d'una funcié racional

Fes-ho tu. Estudia i representa aquesta funcié:

_ 2x*+8
f(x)——xx

* La funcié no esta definidaen x=0 — Dom =R - {0}
* Asimptota vertical: x=0

Posicio:

Si x>0, flx) > -

Si x—= 0%, f(x) =+
* Asimptotes horitzontals i obligiies:

Com que el grau del numerador és una unitat més gran que el grau del denominador, t¢ una asimptota
obliqua. Dividim:

fx) =2x+ % — L'asimptota és y = 2x

Posicié:

Si x—=—o0, fl)—y= % < 0. Corba sota |'asimptota.

Six— +oo0, flx)—y= 8 0. Corba sobre |'asimptota.
x

* Punts singulars:
() = 2* =8
f(x)=7
F-0 > 22=8 0 5 02 8.0 = x, -2, x,-2
2 1 )

f(=2) =-8, f(2) = 8. Pertant, (-2, -8) i (2, 8) s6n els punts singulars.

¢ Creixement i decreixement:
f'>0 f'<0 . f'<0 . f'>0
/ - / 0 \ é /

e Talls amb els eixos:
No talla I'eix OY.
_ 2x* -8 _ 2, q. . 2 -
y=0 - =>2=0 — 2x°+ 8 =0. No té soluci6 (no talla I'eix OX).

2
e Grafica:
_2x*-8
y 2
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Derivades sobre la grafica
Observant la grafica de la dreta, de y = f(x), sobre la qual s'han tragat les tangentsen x=1 ien x=3:
a) Troba el valor de f'(1) i f'(3).
b) Per a quins valors de x és f'(x) = 0?

¢) Per a quins valors de x és f'(x) < 0?

a) La tangenten x =1 passa pels punts (1, 3) i (2, 1). El seu pendent és:

_1-3 _ (1) = —
m=o=T =2 f(1)=-2

La tangent en x =3 passa pels punts (3, 3) i (2, 1). El seu pendent és:

_1-3 _ (2 =
m—2_3_2%f(3) 2
b) Els punts de pendent horitzontal tenen abscisses x=0 i x=2.

o) Si f'(x) <0, aleshores la funcié és decreixent. L'interval de decreixement és (0, 2) i, per tant, en aquest
interval la primera derivada és negativa.

Funcié polinomica

Representar una funcié polinomica sabent que  lim_ f(x) = —co, que els punts de tangent horitzontal
son (0, -3) i (3, 2), i que talla l'eix X nomésen x=2 ien x=>5.

v
faeeeid

Y

&

Troba la funcié de segon grau que passi per (0, 2) i en la qual el pendent de la recta tangent en el punt
(1, -3) valgui - 1.

Funcié quadratica

L'equacié d'una funcié quadratica és de la forma y = ax? + bx + c.

Passa per (0,2) = 2=¢

Passaper (1,-3) > 3=a+b+2 > a+b=-5

Com que el pendent de la tangent en (1, —3) és —1, ha de passar que f'(1) = -1:
f'(x) =2ax+ b
F)=-1 > 2a+b=-1

Resolem aquest sistema:
a+b=-5
2a+b=-1

La funcié quadratica buscada és y = 4x% — 9x + 2.

}—) a=4, b=-9



Matematiques aplicades a les Ciéncies Socials
Unitat 7. Derivades 1r Batxillerat

BARCAN®VA
AAAAAAT ST TITN

Grafica de la funcié derivada

Aquesta és la grafica de ', funcié derivada de f. 41Y :
a) Obtén f'(0) i f'(4). 2 v
b) Té f algun punt singular? ] ¥
¢) Estudia el creixement de f. u)
/

a) Llegint directament la grafica, veiem que f(0) =-3 i f'(4) = 3.
b) El punt x =2 és un punt singular perque f'(2) = 0.

¢) La funcié és creixent en (2, +o0) perqué f"(x) > 0 en aquest interval.

Maxim i minim en un interval

Troba els valors maxim i minim de la funcié f(x) = x3 = 3x + 1 en l'interval [0, 3].

Els valors maxim i minim d'una funcié en un interval d'aquest tipus poden estar situats en els extrems de
l'interval o en els punts singulars.

Calculem els punts singulars:
() =3x2-3 = 3x?-3=0 > x;=-1, x,=1
1 2

El primer punt singular no el considerem perqué queda fora de l'interval [0, 3] en que s'estudia la funcié.
Avaluem:

FO=1  fA)=—1  fB3)=19

Per tant, el maxim es producix en x =3 ival 19. El minim es produecix en x=1 ival -1.
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Per practicar

M Taxa de variacié mitjana

1 Troba la taxa de variacié mitjana d'aquestes funcions en Il'interval [1, 3] i indica si creixen o
decreixen en aquest interval:

a) flx) = 1/x b) f(x) = (2 -x)3 o) flx) = Z-x+1 d) flx) =2

TVM [1, 3] = f(3;:{(1) _ f(3);f(1)

a) TVM [1, 3] = 1/32_1 =—% — Decreix

b) TVM [1, 3] = _12—_1 =—-1 — Decreix

o TVM [1, 3] = % =3 = Creix

d)TVM[1, 3] = 85—2 -3 — Creix

2 a) Troba la TVM de les funcions f(x) = —x + 5x—3 i g(x) = 1 e I'interval [1, 1 + h].

x+
b) Calcula la TVM d'aquestes funcions en I'interval [1; 1,5] emprant les expressions obtingudes
en l'apartat anterior.
a) Per ala funcié f(x):
SA+h) - A1) —(1+h)2+5(0+h)-3-1 __1-2h—h?+5+5h—4 _

TVM[1,1+h] = o o o 3—-h
Per a la funcié g(x):
b 1 1 2-h-2
_g(+h)-¢(1) Tihe1 2 22+h) 0
TVMIL 1+ h] = h- = h  ° h 2h+4

b) Per a la funcié f(x):
TVM [1;1,5]=3-0,5=2,5

Per a la funcié g(x):

TVML15] = 55 =5

3 Compara la TVM de les funcions f(x) = x° i g(x) = 3* en els intervals [2, 3] i [3, 4], i digues

quina de les dues creix més en cada interval.
Pera flx): TVM [2, 3] = 19
TVM (3, 4] = 37
Pera g(x): TVM [2, 3] = 18
TVM (3, 4] = 54
En [2, 3] creix més f{x).

En [3, 4] creix més g(x).
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4 Aquesta grafica mostra la longitud d'un fetus durant I'embaras. Es-

tudia el creixement mitja en els intervals [5, 15] i [20, 30] i digues en 50 1 LONGITYD ()
quin periode és més gran el creixement: 40 7
_ 30

TVM [5, 15] = A15)- fO) _17-2 1,5 cm/setmana

10 10 20 »

/

0 - 20 — 10 / TEMES

TVM [20) 30] - f(3 )lof( ) = 421025 =1,7 cm/setmana r (setmanes)

5 10 15 20 25 30 35 40
El creixement mitja és més gran entre les setmanes 20 i 30.

M Definicié de derivada

5 Troba la derivada de les funcions segiients en x = 1, fent servir la definici6 de derivada:
a) flx) = 352 -1
b) f(x) = 2x + 1)2
o) flx) =3/x
d) f(x) = 1/(x + 2)?

o o s = AD 3(1+h)2-1-2 . 3(1+h?42h)-3
)= fi PSS < oy SRS <y SRS

Mz /,'mmz6

- [ h S
o )= A1) 2(1+h)+1)2-9 . (2h+3)2-9
010 = f S < g SRSy B
2
_ lz’m 4h +9+12h—9 _ lz’m h(4h+12) -12
h—0 h h—0 h
oy SAsh)= A 3/(1+h)-3 . 3_3_3h _
W) = fim = = = o T = Sy,
1 1 9—h?>-6h-9
N 1 f1+h)— A1) o 1+h+2)2 9 L 9(h+3)? _
DF (1) = fin T i SRS iy RS-

—h2-6h _, _-h-6 _-2

“00 Oh(he3)2 W20 9(h+3)2 27

6 Aplica la definicié de derivada per trobar el pendent de la tangent en x =2 de les corbes

fla) =dx—x? i g(x) = 1

3x-7"
L S2r)-f2) 4@+h)-Q2+h)2-4 844h-4-4h-h>-4 _
h B h - h T

fe+h)- f2)
e

r- fm fim o =0

1 1
L g@+h-¢@ a7 ) oot 3

h h h 3h -1

g2+h)-¢(2) o 3

§@) = fim S == gy =3
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4 Observa la grafica de f en la qual s'han tragat les tangents en x = -3,
. I x=0 i x=4 irespon:
/ a) Quin és el valor de f'(-3), £'(0) i f'(4)?
5 b) En quins punts f'(x) = 0?

©) En x =1, la derivada és positiva o negativa? I en x=3?

-2 24\

Df3-3 fO-3 -2
b)En x=-2 i x=2.
¢) En x =1 la derivada és positiva perqué el pendent de la tangent ho és.

Analogament, la derivada en x =3 és negativa.

8 Troba la funcié derivada de les funcions segiients, aplicant-hi la definicié:

a)f(x) _ (sz— 3)

b) f(x) =x% + 7x - 1

o) flx) = x° —5x

_x-1
d) f) = =
S+h)-3  5¢-3
2 fle+h) - flx) 2 2 _5x+5h-3-5x+3 _5
h h 2h 2
vy g Jerh)=fly 5 5
T N )

b) flx+h)— flx) _ (x+h)2+70@+h) -1-(?+7x-1) ~
h - h -

_ x2+2hx+h?+7x+7h—1-x*—7x+1 —x+ha+7

h

f'(x):}{%M:}{%@x+h+7)=2x+7

Sflx+h)— flx) _ (x+h)3=5(x+h)— (x> -5%) ~
© h - h -

- x3+3hx2+3hZX+hha_5x_5h_x3+5x =3x% + 3hx+ h* -5

vy g Jerh) = fl) 2 2 _ 23,2
f(x)-}{%f—l{%(Sx +3hx+h*-5)=3x"-5

h-1 -1
d Jle+h) - fGo) X;Hh ‘xx _xx+h-D—(x+h)(x-1) _
h h hx(x +h)
_x2+hx—x—(x2—x+hx—h)_ 1
hx (x + h) ~x(h+x)
vy g Jerh) = fl) 11
S = i e = e e
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M Regles de derivacié

9 Troba la funcié6 derivada de les funcions segiients i simplifica quan sigui possible:

2) flx) = %3 + 752 — b b) f(x) = 3¢2*

9 f) = i*”‘ Of) = =

e flx) = 7x+ 1 J?? £) f(x) = In (x* + 3x)
g) fx) = @ h) fx) = bn 3x + &~

B fl = €27 D 1) = (352 log
D) =3 36247 20 dma? s x4

b) f'(x) = 362%.2 = Ge**
Q) f(x) = L.

1. -1, - L1
3 x2 2Jx 3x2 2yx

d) £ 2% (x+1)—x%-1 _ x2 1 2x

(x+1)2 (x+1)2
e) Tenint en compte que @ Lf
£ = 0-(7x+1)—1-7+‘/§. 1 7 2

(7x +1)2 3 2«/;_(7x+1)2+6«/;

DS =l @3- 243
x2+3x
1 cx—yx+1
0) F(x) = 2yx+1 _x- 2+1)  _x_2
x2 252 x +1 2x? Jx+1

h) fx)=n3+nx+e*

f'(x) = %+e‘x(—l)=%—e_x

x—3

) fk)= €

N iy EDx=(B—x) 3-x 1 _Blgyx 34 _L<_ 3—x)
B fx)= 2 log, x + v 2 +x2/n2_x2 3 log, x + 7

10 Aplica les regles de derivacié i simplifica si és possible.

a) f(x) = 5x-2)3 b) f(x) = 3 cos (x + )
O ) = sin % d) flx) = €7 L e”

+7 X +
O flx) = [£17 £) flx) = (g) 2]
g) f(x) = tg 3x) h) f(x) = x - sin x?
D) fx)=y7-lnx ) f®) = (x + lnx)?

a) f'(x) = 3(5x—2)%-5=15(5x - 2)?
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b) f'(x) = —3sin (x + m)
o f'(x) =C05£'%=%6‘05%

d) £ - e (1+e7%) e
e

Flx) = e (2) = 27

’ _ 1 _X—(x+7)_ —7 X
e) f'(x) = ; — IR
X

f)f(x)— 2x+1 83 2x +1 D= f (2x +3x2)

. 3
8/ = 60521(3)6) 3= cos® (3x)

h) f"(x) = sin xZ + x cos x2 - 2x = sin x% + 2x2 cos x*2

A Y S

24In x 2xIn x
)£ =264 1o L) <2 (et d2x)
11 Deriva les funcions segiients:
@) flx) = Ve +1 b) ) = (me)z
-3 3 2
©) f@) = 5 log, (1-#%) £ =e*ln L
g) f®) = ¥(5x+2) mﬂ@=mQL_a>
4 2
a) fx) = (eX+ D3
) = L4 1)23 2 1
o= Jen e
lnx %x n % Zan(l—lnx)
b) f'(x) =2 2 5

o fx) =-3(1 —x2)~12

: 1 - -3 -3
f(x) = —3(—7)(1—962) 32 (2x) = (l_x;c)yz = (1_x2)h

(W _ . 3% _3(1—x2)—3x-(—2x)_6x(3x2+3)_18x(x2+1)
d)f(x)_2 1— x2 (1_x2)2 - (1_x2)3 - (1_x2)3

: _L 3 2 i' 1 L logz(l—xz) B 2x2
e) f'(x) = 3/0g2(1 x)+3 -2 In2 (~2x)= 3 3(1-x2)n2

£) fx) = e (~lnx) =—e* Inx
f(x) = —<—e"‘ nx+e™. %) ™ (ln y— l)

X
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g) f(x) = (5x + 2)2/3

) 2 ~1/3 10
= 2(5x4+2) 3.5 __10
£ 3(x+ ) 335x+2

h) £ = /n(1_2x2>

4x
oL A —(=2 4 g 8?4 —4Qc+D) 2
1-2x% (4x)2 1-2x2 (492  4x(1-2%%) x(2x2—1)

4x

12 Aplica les propietats dels logaritmes abans d'aplicar les regles de derivacié i obtén la derivada
d'aquestes funcions:

2) f) = In % b) f%) = In (x- &)
O f&) = n (1 -3x)* d) f(x) = log, ¥5x — x?
)3
e flx)=In ,x2x+1 f) f(x) = log @
1 1
g) f(x) = log, /x7 h) f(x) = log ﬁ

Q) fx) = In (x? + 1) = In (x* = 1)

) 2x 2x 263 —2x—2x% —2x _ —4x
(x) = = =
f x2+l  x%-1 x* -1 x4t -1

b)fx) =lnx+ne™=lhx-x

o 11—
f(x)_x 1= xx

) f(x) = 4in(1 - 3x?)

o) = 4oL ()= 24X
fO = a2 5

d) f(x) = log, (5x - xH)3 = %Zogz (5x — x2)

5—2x
3(5x —x2) In2

=L, 1 1 5 g0
f(x)—3 3 72 (5-2x)=

Sx —x

e) flx) = %[lnx—ln (x*+1)]
oo L1 2x | 1 |x?e1-2x| 1-4?
f(x)_2[x x2+1 2[ X3+ x ] 2x3 + 2x

£) flx) = 3 log 3x—5) — log x

’ _ . 3 . 1 _i. 1 = 1 9 _L=
f'x)=3 3x—5 10 x 10 /nlO[Sx—S x]

__ 1 9x-3x+5 _ 6x +5
n10  (3x%2-5x) 10 (3x%—5x)
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p— x_
)£ = logy (%
o L(-t .1 3y 1(_1 3
f(x)_2<x—1 In2 x)_2<(x—l)ln2 x)

h) flx) =x In x

1/2
1) =%10g2<xx—31)=%[[0g2 (x—1) -3 log, x]

f(x) = lnx+x-%=lnx+1
Pagina 206

M Recta tangent i recta normal

13 Troba I'equacié de la recta tangent i de la recta normal a la funcié f en el punt d'abscissa que
s'indica en cada cas.

a)f(x)=x2—5x+6 en x=2 b) f(x) = yx+1 en x=3
o flw) = 2;3x en x=-1 d)f(x) =Inx en x=e?
e) f(x) = sin <x+%> en x=%
a) f'(x) =2x-5

f2)=0

f'@2)=-1

La recta tangent és y=—1(x—2) + 0, ésadir, y=—x+2

La recta normal és y = _—1(x—2)+0, ésadir, y=x-2

wfw=2éﬁ
fB)=2
£ =+
La recta tangent és y = %(x—3) +2, ésadir, y= %x+%
La recta normal és y = %(x—3)+2, ésadir, y=—4x+ 14

oy —l—(2-%)-3x" 2x-6
C)f (x) = (x3)2 - x4
fE=1)=-3
f=1)=-8
La recta tangent és y = —8(x + 1) — 3, ésadir, y=-8x—11

La recta normal és y = _—213(x+ 1) -3, ésadir, y= 1,23

8 8
- L
df6) =1
f(ez) =2
ﬂﬁ=§

La recta tangent és y = %(x — 2 +2, ésadir y= sz +1
e e

La recta normal és y = #lz(x — ) +2, ésadir y= 2+t 2
e
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e) f'(x) = cos<x+%>
753

(z)__ 43

7(5)--3

La recta tangent és y:—g<x—%)+%

La recta normal és y= __31/2 <x—%>+%, ésadin, y= 2«3/3 (x—%>+%

14 Troba els punts en qué el pendent de la recta tangent a cada una de les funcions segiients és igual
a2:

a)y=x2-2x

b)y= =%

x+2
) y=4/x+3
d)y=In(4x-1)

a) f'(x) =2x-2
fl)=2 = 2x-2=2 — x=2

l-(x+2)—x-1 2

DO T

f®=2- ﬁﬂ S (x+22=1 > x;=-1, x,=-3
c)f'(x)n}fTa

f=2 - &%§=2-+ Jxi3=1 = x=-2

df 0=t

vy 4 1 _3
fx)=2 — 1 =2 — 4x 1—2—>x—4

15 Escriu, en cada cas, I'equacié de la recta tangent a f que sigui paral-lela a la recta donada.

a)f(x)=x2+4x+1 paraldelaa 2x+y+1=0

b) f(x) = x> — 3x parallelaa y=6x+ 10

o) flx) = x=3 parallelaa 5x—y=0

x+2
) 2x+y+1=0 = y=-2x-1
Per tant, la recta tangent ha de tenir pendent —2 perque sigui paral-lela.
f'(x)=2x+4
F)=-2 — 2x+4=-2 — x=-3

f(=3) =2 ilarecta tangent és y=—2(x + 3) — 2.
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b) La recta tangent ha de tenir pendent 6 perque sigui paral-lela.
flx) =3x2-3
F)=6 = 3x2-3=6 — x,=—43, x, =3
Si x=—y3 = f(=3)=0
La recta tangenten x=—y3 és y=06(x+ ¥3)
Si x=4y3 = f(3)=0
La recta tangent en x = J3 és y=0(x— J3)
) 5x—y=0 = y=5x

Per tant, la recta tangent ha de tenir pendent 5 perqueé sigui paral-lela.

oy x+2)-x=-3) 5
f16 = (x+2)2 _(x+2)2

fx)=5— (x+52)2 =5 > (w+2?=1 > x=-1, x,=-3

Si x=-1 - f(-1)=-4
La recta tangenten x=-1 és y=5(x+1) -4
Si x=-3 = f(-3)=6

La recta tangenten x=-3 é y=5(+3)+6

16 Escriu les equacions de les rectes tangents i de les rectes normals a la funcié y = 4 — x? enels
punts de tall amb 1'eix d'abscisses.

Els punts de tall amb ['eix d'abscisses s'obtenen fent y = 0.
y=0 > 4-x2=0 = x,=-2, x,=2
f'(x) = -2x
Si x=-2 — f'(-2) = 4. Larectatangenten x=-2 és y=4(x+2)
Si x=2 — f'(2) =—4. Larectatangenten x=2 és y=—4(x—2)
Les rectes normals sén: en x=-2, y= —%(x +2) ien x=2, y= %(x— 2)
1'7 Obtén els punts on la recta tangent a aquestes funcions és horitzontal i escriu-ne I'equacié.

a)y=3x-2x+5
b)y=2x3—3x2+1

0 y=x*— 443
dy=x>-12«
2
C)J’= x“+1
2
f - 2x
)y x?+1

Els punts on la recta tangent és horitzontal sén aquells en que f'(x) = 0.
a) f(x) =6x—2
f'x)=0 > 6x-2=0 —> x=

Agfd) 24

L'equaci6 de la recta tangent és y = 1?4

1
3
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b) f'(x) = 6x2 — 6x
') =0 > 6x2-6x=0 —> x;=0, x,=1
f 1 2
{0) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=0.
q g y
(1) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=1 ésy=0.
q 8 J
Q) (%) = 4x3 — 12x2
F)=0 = 4x3—12x2=0 = x,=0, x,=3
{0) =0 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=0.
q g Y
f(3) =27 — L'equacié de la recta tangenten x=3 és y=-27.
d) f'(x) = 3x> - 12
‘) =0 — 3x2-12=0 — x;=-2, x,=2
f 1 2
f(=2) =16 — L'equacié de la recta tangenten x=-2 ¢és y = 16.

f(2) =—16 — L'equacié de la recta tangenten x=2 és y=-16.

2
e)f/(x) - X ;1
x
2
f=0 > "x—;l=0 5 x2-1=0 - x;=-1, x,=1
f(=1) =1 — L'equacié de la recta tangenten x=-1 és y=-2.

f(1) =1 — L'equacié de la recta tangenten x=1 és y=2.

£) Fl(x) = — 2

, 4x
=0 5> ——— =0 > x=0
£ (x*+1)2 *

f(0) =0 — L'equaci6 de la recta tangenten x=0 és y=0.

M Punts singulars. Creixement i decreixement

18 Troba, en cada cas, els punts singulars de la funcié i determina'n els intervals de creixement i de
decreixement.

Q) f®) =x>—8x+3 b) £(x) = 12x — 34> o) flx) = %3 3.2

D@ =2+ 62+ 126 &) flr) = D= *-1

Q) () = 24— 8
fx)=0—> 2x-8=0 - x=4 f<0 . f>0
Com que f(4) =-5, el punt (4, —5) és un punt singular. ~ i _—
Interval de creixement, (4, +oo). Interval de decreixement, (—co, 4).

b) /() = 12 - 6x
fx)=0 > 12-6x=0 — x=2 f>0 . f'<0
Com que £(2) = 12, ¢l punt (2, 12) é un punt singular. — 2 >

Interval de creixement, (—oo, 2). Interval de decreixement, (2, +oo).
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o f'(x) = xZ - 6x
F)=0—> x2-6x=0 = x,=0, x,=6
Com que f{0) =0 i f(6) =36, els punts (0, 0) i (6, —36) s6n punts singulars.
50 f<0 . f'50

/0\6/

Intervals de creixement, (—eo, 0) U (6, +0). Interval de decreixement, (0, 6).

d) f'(x) = 3x2+ 12x+ 12

F)=0 = 3x2+12x+12=0 — x=-2 f>0  f>0
Com que f{-2) = -8, el punt (-2, —8) és un punt singular. — 2
Interval de creixement, IR.
e) Dom =R - {1}
' .X'z — 2X
X) =
' r1)?
=0 > X222 Lo 5 40, x=2
(x—1)* ’
Com que f{0) =0 i f(2) =4, els punts (0, 0) i (2, 4) sén punts singulars.

f'>0 . f'<0 . f'<0 . f'>0

/0\1\2/

Intervals de creixement, (—eo, 0) U (2, +0). Intervals de decreixement, (0, 1) U (1, 2).
f) Dom =R — {2}
£ = %

x+2)2

No t punts singulars. Com que f"(x) >0 sempre que x =—2 ila funcié no estd definidaen x=-2,
els intervals de creixement sén (—oo, —=2) U (=2, +o0).

19 Comprova que les funcions segiients no tenen punts singulars i determina'n els intervals on
creixen o decreixen:

a)y=x+3x b)y:l Q) y=x dy=Inx

x
a) f'(x) = 3x2 4+ 3
f'(®) =0 — 3x?+3=0 no tésolucié. Per tant, no té punts singulars.

Com que f"(x) > 0, la funcié és creixent en tot IR.

b) Dom =R — {0}
fly=--L
x
f'x)=0 - — L _ 0 no t solucié. Per tant, no té punts singulars.

— =
x
Com que f"(x) <0 sempre que x = 0 ino esta definida en x =0, els intervals de decreixement
s6n (—oo, 0) U (0, +o0).
c) Dom = [0, +o0)

' 1
(%) = —=
f 2
fx)=0 — —L_ _0 no té solucié. Per tant, no té punts singulars.

2Vx

Com que f"(x) >0 sempre que x = 0, l'interval de creixement és [0, +c0).
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d) Dom = (0, +o0)

fx)=0— L _0 no té solucié. Per tant, no té punts singulars.
x

Com que f"(x) >0 en el seu domini de definicid, I'interval de creixement és (0, +o0).

Troba els punts singulars de les funcions segiients i, amb ajuda de les branques infinites, deter-
mina si sén maxims o minims:
Ay=a>-2x+x+2 b)y=3x*-x3
o y=x*—8x2+10 d)y=-3x*—12x
3 A +4
e)y= fly=2T=
) J P | )J/ X

a) i) =3x2—4x + 1

F0)=0 - 3x2—4x+1=0 = x-= %, x=1
Com que f(%) =§—§ i f(1) =2, els punts <%, %) i (1, 2) s6n punts singulars.

R
lim  f(x)=+o0

X —+ 00

} Per tant, <%, g—?) és un maxim i (1, 2) és un minim.

b) £'(x) = 6x — 3x?
Fx)=0 = 6x-3x>=0 = x;=0, x,=2
Com que f{0) =0 i f(2) =4, els punts (0, 0) i (2, 4) sén punts singulars.

Jim [ ()= e

lim  f(x)=—co

} Per tant, (0, 0) és un minim i (2, 4) és un maxim.
X —+00

0) (%) = 4x3 — 16x
F)=0 > 46> —16x=0 > x;=-2, x,=0, x3=2
Com que f{-2) =-6, f(0) =10 i f(2) =—6, els punts (-2, —6), (0, 10) i (2, —6) sén singulars.

Gm f ()= reo

lim  f(x)=+o0

X —+ 00

} Per tant, (-2, —6) i (2, —6) sén minims.

El punt (0, 10) ha de ser un maxim perque esta entre dos minims.

d) /() = —12x3 - 12
fl)=0 > -12x>-12=0 = x=-1
Com que f{-1) =9, el punt (-1, 9) és un punt singular.

Jin_f()=-e
lim  f (x)=—co

X —>+ o0

} Per tant, (-1, 9) és un maxim.
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&) fl(x) = —=0%

(x*+1)2

F)=0 > (x;f’f)z -0 = x=0

Com que f{(0) = 3, el punt (0, 3) és un punt singular.
(Hm_ f (=0
lim, f(9=0

Per tant, (0, 3) és un maxim.
X

f) Dom =R - {0}
Fo)=2x- 4
X

fx)=0 — 2x—%=0 — x=32

Com que f(aﬁ) =33/4, el punt (3«5, 3 3@) és un punt singular.

G f ()= veo

lim  f(x)=+oo0

X —+ 00

Per tant, <3ﬁ, 3 3«/Z> és un minim.

21 Indica en cada una d'aquestes funcions els valors de x on f' és positivaion f’ és negativa:

b) C) 2

2
a) f'>0 si x<-1
f'<0 si x>-1
b)f'>0 si x<0
f'<0si x>0
) f'>0 si x€ (—oo,—1) U (1, +0)
f'<0sixe (-1,1)

M Grafiques de funcions polindmiques i racionals

22 Representa una funcié y = f(x) de la qual coneixem:
¢ Domini de definicié: IR — {0}
* Tallal'eix X en x=1.
* Asimptota horitzontal: y =0
Six — +oo, fl) <0
Six > —oo, flx) <0

* Asimptota vertical: x =0

Si x —> 0% f(x) — +00

Si x > 0, f(x) — —oo
* Minim en (2, -1).
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23 Representa una funcié y = f(x) dela qual coneixem:
* Asimptota vertical: x =2
Six — 2% flx) = +o0
Six — 27, flx) - —o0
* Asimptota obliqua: y=x
Six > +oo, flx) >«
Six = —oo, flw) <x
Té maxim o minim la funcié que has representat?

Y

Si. Té un maxim i un minim.
24 Representa una funcié y = f(x) dela qual sabem que:

¢ Es continua.

. xé{;z;mf(x = 4003 xll'yzzwf(x = —o0

¢ Els punts de tangent horitzontal sén (-3, 2) i (1, 5).

Indica si els punts de tangent horitzontal sén maxims o minims.

(=3, 2) és un minim.

(1, 5) és un maxim.
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25 Representa una funcié polindomica de la qual sabem:
o i f9) vl f) = 4o
* La derivada és igual a 0 només en (-2, 2) i en (2, -1).

¢ Talla els eixos només en (0, 0) i en (4, 0).

26 Representa una funcié continua y = f(x) tal que:
* Els punts de tangent horitzontal sé6n (-1, -2) i (1, 2).

* Les branques infinites sén aixi:

AN
1 N
/ N\
N—
TG | -2 | -l
N\, /1,
N\,
N

27 Comprova que la funcié y= (x— 1)3 passa pels punts (0, -1), (1, 0) i (2, 1). La derivada s'anul-la
en el punt (1, 0). Pot ser un maxim o un minim aquest punt?
f'(x) = 30— 1)2: f(0) =—1 — passa per (0, 1)
f(1) =0 — passa per (1, 0)
f(2)=1 — passa per (2, 1)
f1)=0

El punt (1, 0) no és ni maxim ni minim.
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28 Comprova que la funcié y= ** L ¢ dos punts de tangent horitzontal, (-1, -2) %
x 2
i (1, 2); les asimptotes s6n x =0 i y=x ila posicié de la corba respecte de les
asimptotes és la que s'indica en 1'esbés. Representa-la. o
Ao =x+ L A
x
2
f'(x):l—izzxz1 =0 - x=-1, x=1 /
X X l(
P4
Punts (-1, -2) i (1, 2). p4
4
P4
lim_ f(x) = +o0; lim_ f(x) = —oo 7
x—0* x—=07 ’

Asimptota vertical en x = 0.

Asimptota obliqua en y = x. 7

29 Y @)

L4\ 2 /24 X

Observa aquestes grafiques i descriu:
a) Les branques infinites, asimptotes i posicié de la corba respecte a aquestes.
b) Els punts singulars, creixement i decreixement.
a) ® Funcié I
Té una branca parabolica quan x — —co.

La recta y = 0 ¢és una asimptota horitzontal quan x — +oo i la funcié queda per sobre de
|'asimptota.

e Funcié 11

Larecta y=x—2 ésunaasimptota obliqua quan x — —oo iquan x — +c0. En ambdés casos, la
funcié queda per sota de 'asimptota.

Larecta x=0 és una asimptota vertical i la funcié tendeix a —o pels dos costats.
b) * Funcié I
El punt (-2, —4) és un minim. El punt (3, 2) és un maxim.
Hi ha un altre punt singular, (0,5; —1), pero no és ni maxim ni minim.
* Funcié II

Només té un punt singular: el maxim (-1, —4).
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30 Donada la funcié y = %L , comprova que:
x“+1

¢ T¢ derivada nul-la en (0, 0).

* Larecta y =2 ésuna asimptota horitzontal.

* La posicid de la corba respecte a I'asimptota és:
Six > —o0, y<2
Six = +o0, y<2

Representa-la.

' 4x
° X)) = —————
') I
f(©0)=0 _ ,
f’(O) -0 — La derivada en (0, 0) és nul-la.
2 2
o dm 2o i 222 > Lareca y =2 és una asimptota horitzontal.
X=oo laxs X7 lax

2
.f(x)_zzL_zz 2
1+x2

x%+1

Com que la diferencia sempre és negativa, la funcié queda per sota de l'asimptota y = 2.

31 Completa la grafica d'una funcié que té tres punts singulars:

<2} 00 o3

i les branques infinites de la qual sén les representades a la dreta. 2.

.
Y
v
\
¥

~

S
=L
S
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Per resoldre

32 a) Troba el vértex de la parabola y = x2 + 6x + 11 tenint en compte que en aquest punt la tangent
és horitzontal.

b) Troba les coordenades del vértex d'una parabola qualsevol y = ax? + bx + .
) f(x)=2x+6=0 = x=-3

Punt (-3, 2).
b) f'(x) =2ax + b

f'(x)=0 = 2ax+b=0 > x= =0 45 'abscissa del vértex.

2a
2
f <__b> . (E_f) +h (5_;51) te= % és I'ordenada del vertex.

33 Determina la parabola y = ax? + bx + ¢ que és tangent alarecta y = 2x—3 enel punt A(2, 1)
i que passa pel punt B(5, -2).

flx) =ax? + bx+ ¢

f'(x) =2ax+ b
f(2)=1 = 4a+2b+c=1 a=-1
f'(2)=2 = 4a+b=2 b=6

f(5)==2 = 25a+5b+c=-2]| ¢=—7
La funcié és f(x) = x4+ 6x—7.

34 Troba el valor de x per al qual les tangents a les corbes y = 3x2 —2x+5 i y=x? + 6x siguin
paral-leles i escriu les equacions d'aquestes tangents.

x)=3x2—2x+5 = f'(x)=6x—-2
;((x))=x2+6x —>5g'(x)i[2(x)+6 Ox=2=2x+6 = x=2
Pera f(x) = 3x%—2x+5, latangenten x=2 és:
y=10(x-2) +13 — y=10x-7
Pera g(x) = x% + 6x, latangenten x =2 és:

y=10(x-2) + 16 — y=10x—4

35 Troba a, bi ¢ en f(x) = x> + ax? + bx + ¢ de manera que la grafica de f tingui tangent horit-
zontalen x=-4 ien x=0 ique passi per (1, 1).

Fo) =x3 +ax? + bx+c

f'(x) = 3x%+ 2ax+ b
f'(-4)=0 — 48-8a+b=0| ,-
f(0)=2 > b= 0 b=
f()=1—> l+a+b+c=1 c=-6

La funcié és f(x) = x7 + 6x% - 6.

6
6

36 La ecuacié de la recta tangent a una funcié f(x) en el punt d'abscissa x=2 és 4x—3y+1=0.
Quin és el valor de f'(2)2 1 el de f(2)2
4.1

Aillem y del'equacié de la recta tangent: y= —-x+—.

33
f'(2) ésel pendent de la recta tangent en x = 2; ésadir, f'(2) = %

Com que la recta tangent i la corba passen pel punt de tangencia, f(2) = %'2 + % =3.
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37 Troba una funcié de segon grau sabent que passa per (0, 1) i que el pendent de la recta tangent
en el punt (2, -1) val 0.

flx) =ax? + bx+ ¢

F() = 2ax+ b

f0)=1 > 1=c a=1/2
f2)=-1 > -1=4a+2b+c; b=-2
£ (2)=0 = 0=4a+b c=1

La funcié és f(x) = %xz ~2x+ 1.
38 Representa les funcions segiients trobant els seus punts singulars i les branques infinites:
a) flo) =a> - 322 + 1 b) fx) = x* + 423 0 flx) = 12x— &3 d) f(x) = —x* + 422
2) '(x) = 3x? — Gx
F)=0 > 3x2-6x=0 = x;=0, x,=2
f(0) =2, f(2)=-3 — Els punts singulars s6n (0, 1) i (2, -3).

\»—*Nw%ﬂ

lim (x3=3x2+1) = +oo

e G B0 [\ 2 5 4X
x[z’m (x3-3x2+ 1) =—oo \-/

b) f'(x) = 453 + 12x2 e
f'(x)=0—>4x3+12x2=0—>x1=—3, xy=0 bo
f(=3) =27, f{0) =0 — Els punts singulars sén (-3, -27) i (0, 0). 0
m (x4 + 4x3) = +oo
lim (x* + 4x3) = +oo —20 | 10 10 20 X
T -10
-20
Q) f'(x) = 12 — 3x? ,
F@=0—>12-3x2=0 - x;=-2, x,=2 16
f(=2) =-16, f{(2) = 16 — Els punts singulars sén (-2, -16) i (2, 16). 8 /\

, o
xécnm(IZx x7) = —o0 16 | -8 8 | 16X

xémw (12x — x3) = +co
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d) f'(x) = —4x + 8x
F)=0 > —4x3+8x=0 > x;=—2, x,=0, x3=42
f(=2) =4, f)=0, £(2) =4 — Els punts singulars s6n (42, 4), (0, 0) i (2, 4).
im (—x* 4 dx?) = —oo

xlz’m (—x? + 4x2) = —o0

"
51 /)
iy
\1/
43 -1, 1] 34X
2
2
39 Estudia i representa:
a)y=x°-3x+2 b) y = 2% — 9x? + 24x - 20 Q) y=x>—6x>—8x—1 d)y=x*-8x2+2
a) f(x) =3x%-3
F@)=0 - x=zl of |
Y= 13x+2 Il
f(1)=0 — (1,0) /
fED=4 > (1,4 [\ 1]
Jim () =3+ 2) = =0 T LT
xé{rﬁo (x3—3x+2) = +o0 ” 14
1
b)f'(x)=3x2—18x+ 24 4
oy _ 6+436-32 642 *1= 133 = 0xf +[24x 120
S =0 = x= =2y <xz=2 i
f@=—-4 - (4,-4) ’ /
f2)=0 - (2,0 ary y
xémw (x3 = 9x + 24x — 20) = —oo II
xé{fnm (x3 — 9x + 24x — 20) = +oo |
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c)f'(x)=5x4—18x2—8 Ly L5 e lgl_

x=2 = f(2)=-33 - (2,-33)

f'(x)=0 — {x:—z N f(_2)=31 N (—2,31)

lim (67 —6x3 —8x—1) = —oo

x@ﬁo (x> —6x3 —8x—1) = +o

d) £'(%) = 4x3 — 16x

x=0 = £(0)=2 — (0,2) yeA1 82

F0)=0 > {x=2 > f(2)=—14 - (2,-14)

(LI SN

x=-2 = f(-2)=-14 — (-2,-14)

im (x4 - 8x%+2) = +o0

lim (x%—8x2+2) = —co

40 Comprova que aquestes funcions no tenen punts de tangent horitzontal. Representa-les

estudiant-ne les branques infinites i els punts de tall amb els eixos:

_x-3 S | a3 a
a)ys= e 2 b)y——x c)y——3 + 4x d)y=
! = — 0
a) f'(x) e

Els punts de tall son: <O, —%), (3, 0).

|
13 6
3 H2Z /
/'/, -
"1 :
-
10| 8| 61 -4 — P 4
Nd
|
|

1
(x-2)?
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b f) = 2L
X

Els punts de tall sén: (1, 0), (-1, 0)

7
6 pis
211 7
J=Te A
N
5 L7
A
6| 4| Df Y
/(/ o) I
)4
vd
v
)4 ‘
)z °
rd
) f()=x?+4=0
El punt de tall és (0, 0).
|
|
1/—ﬁ—+4 5 I
3 4
6| 4 | 4 4
|
|
|
D) =—"2_20
(x-2)3
El punt de tall és <0, %)
2 P T GE2?
4 | 2 4
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41 Estudia i representa les funcions segiients:

)y X b y= % Qy= __X+2
)y x*-16 )y 1- 2 )y x?—6x+5
_ (x— 1)2 _x*-1 %2
dy=3 VN Dr=12
: —x*-16
a)f (x) - _—x —10 Y
(x*-16)? P
Asimptotes verticals: x=-4, x=4 6
Asimptota horitzontal: y=0 N
No hi ha asimptotes obligiies ni punts de tangent horitzontal. \\\ ?
= - >N X
5 \
b)fr(x) - Xz +1 Y]
(1-x%?
Asimptotes verticals: x=1, x=-1 3 |
Asimptota horitzontal: y =0 / 2] =
No hi ha asimptotes obligiies ni punts de tangent horitzontal. !
X
B DH 0 1
T
IL
’ —x* - 4x + 17 T T
O f - a1 | -
f (x*—6x+5)2 IR '
Asimptotes verticals: x=5, x=1 Wl e alliP
Asimptota horitzontal: y =0 059/ \
A i
. , - e d ik
No hi ha asimptotes obligiies. S , y =
Els seus punts de tangent horitzontal s6n, aproximadament: 1T
(-6,58; =0,052), (2,58; -1,197) e ]
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o X2 +dx—5 Y]
f'6) = (x+2)2

Asimptota vertical: x=-2 +2

W
—
|
—
=

[«=)

Asimptota obliqua: y=x-4

W

No hi ha asimptotes horitzontals. \
\

Els seus punts de tangent horitzontal sén: N T X

(1, 0), (-5, 12) e

Vo

[«=)

4
A

<=}

]

o Xt +dx+l
df@‘TEET Y y

Asimptota vertical: x = -2

Asimptota obliqua: y=x-2 bl 4 A

No hi ha asimptotes horitzontals. \

||}
K
AN

Els seus punts de tangent horitzontal s6n, aproximadament: L4217 [

(-0,26; -0,54), (-3,73; —7,46)

010G i

Asimptotes verticals: x=1, x=-1

Asimptota horitzontal: y=-1 X

No hi ha asimptotes obligiies. 11/

Punt de tangent horitzontal: (0, 0)

(o)
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42 Calcula el valor de 4 perqué f(x) =In (xﬁiz) verifiqui que f7(2) = 0.
fx) =2lnx—In(x+ a)

f@=-2-— 5 re-1--

x+a 2+a

, 1
2) = L = - g=-1
f@=0 2+a 0 “
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44

45

La funcié A(¢) =50 + 30£— 522 (b en metres, ¢ en segons) mostra l'altura d'una pilota llangada
cap amunt.

a) Calcula'n la velocitat mitjana entre =0 i #=2.
b) En quin instant la velocitat és igual a 02

¢) Quina és I'altura maxima que aconsegueix i en quin moment l'aconsegueix?

a) La velocitat mitjana entre #=0 i =2 és la taxa de variacié mitjana en l'interval [0, 2].

TVM [0, 2] = h(zz):(h)(O) - 90550 - 20 m/s

b) La velocitat sera 0 quan la pilota assoleixi la seva altura maxima. Per tant, l'instant # en el qual la
velocitat és maxima és un punt singular de 4 (z).

h'(t) =30 - 10z
h'(t)=0 — 30-10r=0 — r=3. Al cap de 3 segons la velocitat és igual a 0.

©) Si £<3, aleshores #'()>0 — Ah(#) creix 3 & ol mixim de Ia funcid
Si >3, aleshores /' () <0 — /(9 decreix T =2 ¢ clmaxim de fa fundlo.

L'altura maximaen 4(3) =50 +30-3—5-3%=95m is'assoleix al cap de 3 segons.
El cost total (en dolars) de fabricacié de ¢ unitats d"un article determinat és: C(q) = 34> + 54 + 75
El cost mitja per unitat és: M(q) = @
a) Quantes unitats s'han de fabricar perque el cost mitja per unitat sigui minim?

b) Calcula C(g) i M(q) per al valor de q que has trobat en I'apartat a).

2
2) M(g) - 3q +5qq+75

0 —

= 5 _ _ _

q 7’ 7’

- q2 =25 — g =5 unitats. S'han de fabricar 5 unitats.

M'(q)

b) C(5) =175; M(5) = 35

La funcié f(x) = QL"; indica els beneficis obtinguts per una empresa des que va comengar a
X%+

funcionar (f(x) en milers d'euros, x en anys).
a) Representa-la graficament.
b) Al cap de quant temps obté I'empresa el benefici maxim? Quin és aquest benefici?

¢) Perdra diners I'empresa en algun moment?

, 60 (x2 +9)—60x-2x  60x% +540 —120x% —60x2 +540
= = = -0 —
A (x%+9)2 (x*+9)2 (x%+9)2

— x=3 (x=-3 no esta en el domini).

Maxim en (3, 10).

JUm f(x) =0 — asimptota horitzontal: y =0

BARCAN®VA
AAAAAAT ST TITN
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46

47

La grafica seria:

/
/
[

N BN

2 4 6 8 101214 16 18

b) Benefici maxim en x=3 — Al cap de 3 anys.
El benefici seria f(3) = 10 milers d'euros.

¢) No perdra diners ni arribard un moment en qué no obtingui beneficis ni pérdues, ja que f(x) = 0
i flx)>0 peratot x> 0.

El cost de produccid, en una empresa d'electrodomestics, de x unitats fabricades, és donat per
la funcié C(x) = x2 + 80x + 10000, C(x) en euros. El preu de venda d'una unitat és 880 €.

a) Escriu la funci6 que ens déna el benefici de 1'empresa si es venen totes les unitats fabricades.
b) Quantes unitats s'han de fabricar perque el benefici sigui maxim? Quin sera aquest benefici?
a) El benefici és igual als ingressos per vendes menys els costos de produccid.

B(x) = 880x — (x% + 80x + 10000) = —x2 + 800x — 10000

b) La grafica de la funci6 anterior és una parabola oberta cap avall. Per tant, el maxim s'assoleix en el
seu vertex.

Xy = @ =400 — B(400) = —400 + 800 - 400 — 10000 = 150000 €

El benefici maxim és de 150000 € i s'obté fabricant 400 unitats.

Determina, en cada cas, els valors maxim i minim de la funcié en l'interval que s'hi indica.
a)y=x2-6x-4, x€[0,5]

b)y=x3—6x2 +12x-5, xe[-1,4]

O y=x°-3x2 xe[-2,4]

d)y= Ll’ x€[0,2]

%%+
Trobem els punts singulars que queden dins els diferents intervals, avaluem en aquests i en els extrems
dels intervals.

a) f(x)=2x-6
f'(x)=0 > 2x-6=0 > x=3
f0)=—-4 f3)=-13 f(5)=-9
El maxim es trobaen x=0 ival —4.
El minim es trobaen x=3 ival -13.
b) f'(x) = 3x2—12x+ 12
F)=0 > 3x?-12x+12=0 — x=2
f=1)=-24 f(2)=3 f(4) =83
El maxim es troba en x =4 ival 83.
El minim es troba en x=—1 ival -24.
o) f'(x) = 3x% — 6x
f'x)=0 — 3x2—6x=0 > x=0, x=2
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f=2) =20 fl0)=0 f(2)=-4 f(4)=16
El maxim es trobaen x =4 ival 16.

El minim es troba en x=-2 ival =20.

d) F1(x) = 1-x*

(x*+1)2

2
Fl)=0—> A= _0 5 x=—1, x=1
(x*+1)2

fO=0 fen=f)=3 f2)=2

El maxim es trobaen x=1 ival l.

El minim es trobaen x=0 ival0.
48 L'area d'un rectangle, en funci6 de la base x, és donada per I'expressié S(x) = 20x — x2, en qué
x € [8, 18]. Troba l'area maxima i I'area minima en aquest interval.

Els valors maxim i minim d'una funcié en un interval d'aquest tipus poden assolir-se en els extrems
de l'interval o en els punts singulars.

S'(x) =20 - 2x

S'x)=0 -5 20-2x=0 — x=10
Avaluem:

S(8)=20-8-82=96 S(10)=20-10-10*=100 S(18)=20-18-18%=36
L'area maxima és 100 i s'assoleix en x = 10.

L'area minima és 36 i s'assoleix en x = 18.

Qiiestions teoriques

49 Dibuixa una funci6é que tingui derivada nullaen x=1 ien x=-1, derivada negativa en
I'interval [-1, 1] i positiva per a qualsevol altre valor de x.

K

50 Posa exemples de funcions f la derivada de les quals sigui f'(x) = 2x. Quantes n'hi ha?

N'existeixen infinites.

fx) =x% + k, on x és qualsevol nombre.
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51 Aquesta és la grafica de la funcié y = x°.

a) Té algun punt singular?

[

b) Es creixent o decreixent en x = 0?

©) Quina és I'equacié de la recta tangent en x = 02

a) El punt (0, 0) té tangent horitzontal. Aquest és I'Gnic punt singular.
b) La funcié és creixent en x = 0.

c) La recta tangenten x=0 és y=0.

52 Hi ha algun punt de la funcié y = 4x — x? en el qual la tangent sigui
parallela a la recta 72 En cas afirmatiu, troba'l. ° "
201\
f '(X) = 4 —2x 3
4-2x=1 == / \
Pendent de larecta=1 =l 2
Punt <%, %)

53 Si f'(2) =0, quina d'aquestes afirmacions és correcta?
a) La funcié f té maxim o minim en x = 2.
b) La recta tangent en x =2 és horitzontal.
¢) La funcié passa pel punt (2, 0).

La correcta és la b).

54 Y Aquesta és la grafica de f', la funci6 derivada de f.

£ a) Té f algun punt de tangent horitzontal?
X,

v D) Onés f creixent? I decreixent?

a) Si,en x=2, jaque f'(2) =0.
b) Si x <2, éscreixent, jaque f'>0; isi x>2, és decreixent, jaque f'> 0.

55 Sabem que f(0) =0, f'(0) =1 i h(x) = /@, Quin d'aquests tres valors correspon a 4'(0)2:
a1 b) 0 o1

h'(x) = eV . f1(x)

Per tant, 4'(0) = ¢/© £'(0) =€ 1 =1, quees correspon amb b).
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56 Quina d'aquestes grafiques correspon a la funcié derivada d'una corba amb un maxim en x =12
Per que?:

a) v b)

Fio Y ;
. i) y
1 1

La grafica de l'apartat b), perque f7(1) = 0.

A més,

f'>0 f'<0

— 1

En conseqiiencia, x =1 és un maxim.

57 Cert o fals? Justifica la resposta.
a) Si f'(a) > 0, aleshores f és creixenten x = a.
b) Si f'(a) = 0, aleshores f no creix ni decreix en x = a.

©) Si f és decreixent en x = a, aleshores f'(a) < 0.
a) Cert.

b) Fals. Hi ha funcions amb punts singulars on la funcié és creixent. Per exemple, f(x) = x3 és creixent
en el punt singular (0, 0).

c) Fals. La funcié flx) = —x3 sempre és decreixent i f'(0) =0.

Pagina 209

Per aprofundir

58 Donada f(x) = 2x> + 12x% + ax + b, trobael valorde « i b perqué larectatangenta fen x=-2
sigui y=2x-3.

La recta tangent i la funcié coincideixen en el punt de tangencia les coordenades del qual sén aquestes:
x=-2 = y=2(-2)-3=-7

Per tant, la funcié passa pel punt (-2, =7); és a dir, f(-2) =-7.

Per altra banda, f"(-2) = 2, ja que el pendent de la recta tangent és 2.

f(x) = 6x% + 24x + a

fE2)==7| 2:(-2)2+12-(-2)%2+a-(-2)+b=-7

f1(=2)=2 | 6-(=2)2+24-(-2)+a=2 } — a=26, b=13
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59 a) Calcula el valor que ha de tenir £ perque la funcié f(x) = x— % tingui un maxim en x= 1.
b) Després de trobar %, estudia i representa la funci6 obtinguda.
a) Si f(x) téunmaximen x=1, aleshores f'(1) =0.
' k
f'(x) =1+ 2
F1)=0 - 1+% =0 - k=-1

Per tant, f(x)=x+l yf'(x)zl—%
X X

b) * Domini: R — {0}
* Asimptotes verticals:

/z'n%) fx) = Zz’mo (x+ l) =to00 — Larecta x=0 és unaasimptota vertical.
x— x— X

Posicié:

ESQUERRA: x =—0,01 — f(-0,01) =-0,01 + 0101 =-100,01 — /z'ng_f(x) = —o0
) Pt

DRETA: x = 0,01 — £(0,01) = 0,01 + 0101 = 10001 = lim_f() = +o0
7

>

* Per 'expressié de f(x), larecta y = x es una asimptota obliqua.
Calculem f(x) —x = % per estudiar la seva posicié:
—Si x> +o0, f(x) —x>0 — f(x) éssobrel'asimptota.
—Si x> -0, f(x) —x<0 — f(x) éssotalasimptota.

* DPunts singulars:

r ].
fx)=0 — 1—?=0 — x=-1, x=1

- I S
fED=-1+ L =2

F)=1+ % )
Els punts (1, 2) i (-1, —2) sén punts singulars.

e Grafica:
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60 En els estudis de mercat previs a la implantacié en una zona, una franquicia de botigues ha
estimat que els beneficis setmanals, en milers d'euros, depenen del nombre de botigues que
tinguin a la zona, segons I'expressié B(n) = —8n> + 60n”> — 96n, sent n el nombre de botigues.
Determina el nombre de botigues que han d'obrir per maximitzar-ne els beneficis setmanals, i
el valor d'aquests beneficis.

Calculem els punts singulars de la funcié beneficis:
B '(n) = —24n% + 1207 - 96
B'(n)=0 — —24n%+120n-96=0 — n2-5n+4=0 = ny =1, n,=4
B(1) = -8 + 60 — 96 = —44
B(4)=—-8-4%+60.-42-96 -4 = 64
Els punts (1, —44) i (4, 64) sén punts singulars de la funcié beneficis.

El maxim es produeix obrint 4 botigues, i és de 64000 €.

61 D'una cartolina quadrada de 20 cm de costat, es tallen quadrats de costat x en cada canté per
fer una capsa sense tapa.

Calcula el costat del quadrat que cal tallar perque el volum de la capsa sigui maxim.

] L

20 —2x

|| [ ]

La capsa que s'obté plegant aquesta cartolina fa 20 — 2x, tant de llarg com d'ample, i x d'alt. Per
tant, el volum en funcié de x és:

V(x) = (20 — 2x)(20 — 2x)x = 4x — 80x% + 400x amb 0 <x< 10
Trobem els seus punts singulars:

V'(x) = 12x% — 160x + 400

V'(x) =0 — 12x?~160x + 400 =0 — 3x>—40x+100=0 — x=10, x= %
El primer resultat no té sentit perqué no és en el domini de definicié.

3 2
10 10\ _4(10Y _¢0(10 10 _ 16000 _ 3
X = 3 - V( 3> 4( 3> 80( 3) +400 3 57 592,59 cm

10 , S
Tan sols queda comprovar que el punt x = -~ és un maxim:

3

Si 0<x< 13—0, aleshores V'(x) >0 — V(x) és creixent.

Si % <x< 10, aleshores V'(x) <0 — V{(x) és decreixent.

10

Com que la funcié creix a 'esquerra de x = 3 i decreix a la dreta, aquest punt és un maxim.
Fl volum maxim és de 592,59 cm?.
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62 Aquesta és la grafica d'una funcié y = f(x).

La grafica de l'apartat ¢), perque f'(=2) = f'(3) =0 enser x=-2 i x=3 puntssingulars de f(x).

Com que f(x) creix en l'interval (-2, 3), f'(x) > 0 iaix0 només passa en l'apartat c). La resta de la
grafica de c) és coherent amb la de f(x).

63 Associa cada una de les grafiques I, II, III amb la grafica de la funci6 derivada que li correspongui.

N @ @

2 2

I->c II—sa II-—b
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Autoavaluacié

1 Observa la grafica de la funcié y = f(x) i respon: 79
a) Quina és la TVM en els intervals [0, 3] i [-4, -2]?

b) Té cap punt de tangent horitzontal? { l 1 X

©) Per a quins valors de x és f'(x) > 0?

CfB)-A0) 1p-2 1
) TVM [0, 3] = 25— =55 = -0

CAD-AD 4
VM4, 2] = o= =2

b) Si, P(-2, 4).

o Si x<-2, f'(x) > 0.

2 Donada f(x) = x> — 3x, provaque f'(2) = 1 aplicant-hi la definicié de derivada.

, . f2+h) - f2)
r@- i SRS

f2)=22-32=4-6=-2
f2+h)=2+h?-32+h)=4+4h+h’-6-3h=h?+h-2
f(2+h)—f(2)=h2+h

fQ+h)-f12) h2,h
o == =h+1

}{%(h+1):1

Per tant, f'(2) = 1.

3 Troba la derivada de les funcions segiients:

a)y=3x+% b)y=ln<§-e‘x>
5 3
©) y = 3x2 cos (x + 7) d)y=(xx_2>

a) flx) = x 13 4 2x2

f'(x) _ %x—ZB _4x3 = 1 _i

332 X
b) flx) = ln(%)+lne‘x=lnx—ln3—x

) = L _1=d=x
f(x)_x 1= xx

¢) £'(x) = 6x cos (x + 1) + 3x% [sin (x + )] = 3x[2c0s (x + 1) — x sin(x + 7)]

2
(x) = x? ) D< x? ): x* '2x(x—2)—x2:3x4(x2—4x)
d) f'(x) 3<x_2 ) 3(x—2)2 _2)? Y
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3
4 Escriu I'equacié de la tangent a la corba f(x) = X5 enel punt d'abscissa x = 1.

Calculem I'ordenada de x = 1:
15 _
fy=15-,
Trobem el pendent de la recta tangent, 7 = f'(1):
F@=365-5) = f1)=1-(2--1
Amb el punt (1, -2) i el pendent m = -1, escrivim I'equacié:

y=-2-1x-1) = y=—x-1
5 Troba els punts de la grafica de f(x) = x> — 3x2 + x en qué la recta tangent és paral-lela a la recta
y=x.
Hem de trobar els punts la derivada dels quals és 1.
f'(x) =3x2—6x+1=1 > 3x2—6x=0 - 3x(x-2)=0 - x=0, x=2
A0 =0; D) =2
Els punts en que la recta tangent és paral-lelaa y=x s6n (0, 0) i (2, -2).
6 Observa la grafica i descriu:

a) Les asimptotes i la posici6 de la corba respecte a aquestes.

b) Els punts singulars i els intervals de creixement.

a) * Asimptotes verticals: rectes x=-2 i x=2

Posicié:
i 9=l -
YRS R

* Asimptota horitzontal: recta y = 4
Posicié:
Si x— +oo, fi(x) >4
Six——oo, flx) <4

b) El punt (0, 2) és un maxim de la funcié.
Els intervals de creixement sén (—oo, 2) U (=2, 0).

Els intervals de decreixement sén (0, 2) U (2, +oo).
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7 Representa la funcié y = f(x) dela que coneixem:
* Domini de definicié: R
¢ Minim: (0, 0)
* Asimptota horitzontal: y =2
*Si x> +o0, f¥) <2 el 20

*Si x = —o0, flx) <2

A quina d'aquestes funcions correspon aquesta grafica?

a) f(x) = % b)) = 2 o) fla) = 22

P | 22 +1

La funcié del'apartat b) no pot ser perqueé té asimptotes verticals i no s'afirma res sobre aixd en I'enunciat.

La funcié de I'apartat a) no pot ser perqué és negativa a I'esquerra de 0, i, per tant, el punt (0, 0) no seria
un minim de la funcié.

La grafica es correspon amb la funci6 de 'apartat c).

8 a) Estudia les branques infinites i els punts singulars de la funcié f(x) = x> - 12x + 6.

Té maxim o minim?
b) Representa-la graficament.
a) Branques infinites:
xé};nw fx) = xéz:i;nw (x3 = 12x + 6) = +o0
xéz’r_nw fx) = xé@o (x3—12x+ 6) = —oo
Punts singulars:
f'(x) = 3x2-12
F)=0—>3x2-12=0 - x;=-2, x,=2
x=-2 = f-2)= (-2’ - 12(-2) + 6= 22
x=2 = f(2)=2°-12.2+6=-10
Els punts (-2, 22) i (2, —10) sén punts singulars.
El punt (-2, 22) és un maxim i el (2, —10) és un minim per la posicié de las branques infinites.
b) Grafica:

Y]
40
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