UNITAT DIDACTICA 10

CONTINUITAT I

LiMITS DE FUNCIONS.

BRANQUES

INFINITES

Reflexiona i resol

Aproximacions successives

El valor de la funcié f(x) = &+ dx— 45
2x—10

per a x = 5 no es pot obtenir directa-
ment perque el denominador es fa zero.
Lobtindrem per aproximacions succes-
sives, donant a x els valor: 4; 4,9; 4,99.
Comprova que:

f(4) = 6,5; £(4,9) = 6,95; f(4,99) = 6,995
f(4) = 6,5; f(4,9) = 6,95; /(4,99) = 6,995...

Calcula £(4,999); £(4,9999); £(4,99999)...
(4,999) = 6,9995; f(4,9999) = 6,99995;
£(4,99999) = 6,999995...

A la vista dels resultats anteriors, et sem-
bla raonable afirmar que, quan x s’aproxima
a 5, el valor de f(x) s’aproxima a 72 Ho

expressem aixi: xl"_ﬂns flx) =7

Quan x s'aproxima a 5, f(x) s’aproxima a 7

lim f(x) =7

x—=>5

lim X +6x—27

Calcula, analogament, " S G
x -—

f(2) = 5,5;

f(2,9) = 5,95;
£(2,99) = 5,995...
Quan XH_I)HS , f(x) =6
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1. Explica per que la funcié y = »* - 5
és continua en tot R.

Perque esta definida en tot R.

2. Explica per que la funcié y = V5 -«
és continua en (—x, 5].

Perque el seu domini és (-0, 5].

3. Cada una de les funcions segiients té
un punt o més on no és continua. In-
dica quins sén aquests punts i quin ti-
pus de discontinuitat presenta:

_ 2 —3x
x

a)y=x+2 b)y

8, ®

-3

-3 1
. Vr=s

e) 3x — 4, x < 3
|

x+1,x=3

) y-=

l1six=4

a) Branca infinita en x = 3 (asimptota ver-

f) 3six=4
r-|

tical).

b) Discontinuitat evitable en x = 0 (li fal-
ta aquest punt).

¢) Branca infinita en x = 0 (asimptota ver-
tical).

d) Branca infinita en x = 0 (asimptota ver-
tical).

e) Salt en x = 3.

f) Salt en x = 4.
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4. Calcula el valor dels limits segiients:

a) lim —3— b) lim (cos x — 1)
x—=>0x—2 x—=0
3
-= b) o0

a) 5 )

5. Calcula aquests limits:

a) limNx¥*-3x+5 b) lz';zzlloglox

x—>2

) V3 b) -1
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6. Calcula % perque la funcié y = f(x)

. . z
sigui continua en R:

X —-2x+k x=3
f(x)={7’ x=3
/z’m3(x3—2x+ k) =21 + k}
fB3) =7

21+ k=7=Fk=-14
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7. Calcula els limits de les funcions se-
giients en els punts que s’hi indiquen.
On convingui, especifica el valor del li-
mit a Pesquerra i a la dreta del punt.
Representa’n els resultats graficament.

a)f(x)=x;‘¢j4 en -2,012

b) f(x) = ?;_-21)22 en2,0i3

c)f(x)=wenli—3

¥ +2x-3
d) fx) - x5f43x2 en 0 i -3
%
R

lim f(x) = —oo
x—= -2

lim f(x) = +

x—> =27

lim f(x) = 0

x—0

lim flx) = 00}

No existeix /lim f(x)
x—> -2

x—>2"

lim f(x) = +

x—2"

No existeix lim f(x)

x—>2

A

\

_ 4x=3)
b £ = ()

lim f(x) = —o

x—>2

lim f(x) = -3

x—0

lim f(x) = 0

x—>3

0) f(x) _ ((X—l)z

x—1)(x+3)
/z'mlf(x) =0
lz’my fx) = +oo

ll’ma* flx) = —oo

!

No existeix /lim f(x)
x— -3

— e




LiMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
X Pagi 261
d) £ = = agina 26
lim f(x) = 0 9. Digues el valor del limit de les fun-
x=0 cions segiients quan x —> +%:
lz’m f(x) = —00 a) flx) = =" +3x+ 5
B No existeix /lim f(x) b) f(x) = 55 + 7x
— x— -3
xén—,l S) = +e0 o) flw) = x - 3t
1 d) flx) = L
: 3x
5 o f) = -1
i X
= 0 fi = £
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8. Digues el limit quan x — +% de les
segiients funcions donades per les seves

grafiques:

¥ =fix)
Y =f3(x)

7 |

lim fi(x) = —

X —> +0

lim f,(x) = —

X —> +00

lim f3(x) = +

X —> +00

lim f4(x) no existeix

X —> +0

a) —00; b) +90; ¢) —0; d) 0, e) 0, f) —.

10. Com que lim (x* —200x%) = +, tro-

ba un valor de x per al qual »° — 200x’
sigui més gran que 1000 000.

Per exemple, per a x = 1000,

f(x) = 800000000

11. Com que Iim = 0, troba un
X —> 4+ —_ X
1 . ey
alor de x per al qual sigui més
v per 4% quat 2 Jox 78

petit que 0,0001.
Per exemple, per a x = 1000,
f(x) = 0,00000101
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12. Calcula /m f(x) i representa’n les

branques- T

a) flx) = b) flx) = ; Q) flx) = —L
d) f(x) = 3x -

a) 0 b) 0 c) 0

e
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d) +o
4’7/

13. Calcula /m f(x) i representa’n les

branques: o
D 0 = L b f) = 53
X 11—«
C)f(x)=x2_3 d)f(x)=1+x3
a) —o b) 0 c) +00
| |~ |/
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14. Troba les asimptotes verticals i si-
tua’n la corba respecte a aquestes:

2 +3x+ 11 b) y = 2+ 3x

x+1

a)y =

x+1

a) lim f(x) = —o

x— -1

lim f(x) = +o

x—>-1"

}x = —1 és asimptota vert.

b) lim f(x) = +

x—> -1

lim f(x) = —0

x—>—1"

x = —1 és asimptota vert.

15. Troba les asimptotes verticals i si-

tua’n la corba respecte a aquestes:

a) y = X +2 b) y = X+ 2
V=¥ -2 VYT 2 axn
a) lim f(x) = +
x—> 0"
x = 0 és asimptota vert.
lim flx) = —o0
x—0"

ll’mr flx) = —oo

x = 2 és asimptota vert.

lim f(x) = +

x—-2"

-
K

b) lim f(x) = +o
x—1"
x = 1 és asimptota vert.
lim f(x) = +o

x—1"
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16. Troba les branques infinites, x — +,
de les funcions segiients. Situa la corba
respecte a I’asimptota:
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= b =
a)y 1+ )y 1+

a) lim f(x) = 0;

x —> —00

y = 0 és una asimptota horitzontal

‘ \
—x

x2+l;

y = x és una asimptota obliqua

b) y=x+

|7
‘ 1

17. Troba les branques infinites, x — +%,

de les funcions segiients. Situa la corba
respecte a les seves asimptotes, si n’hi ha:

X +2 b 2 =34 +7
a)y_xz—Zx )y = X

a) lim f(x) = 1;

X —> +00

y = 1 és una asimptota horitzontal

b) grau de P — grau de Q = 2
lim f(x) = +%;

X —> +00

branca parabolica cap amunt

18. Troba Ilim f(x) i representa la bran-

ca corresponent:
flx) = 2 + 7x* - 3
lim f(x) = lim 7x" = +o

X —> —00 X —> —00

\

19. Troba Ilim f(x) i traga les branques

corresponents:_
a) fx) = (& + 3)/(—x)
b) f(x) = -°/(« + 3)

a) lim flx) =

X —> —0

lim Ea lim 1 0

x—>700—X3 X —> -0 —X

T

+00

lim —x

X —> —0

lim — =

b) lim f(x) = 2

x —> —©

%
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20. Troba les branques infinites x — —oo
d’aquestes funcions, i situa la corba res-

pecte a les asimptotes.

Ll
1+

a)y=x211;b)y= 297"
X

dy- 1+
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a) lim f(x) = 0; b) lim f(x) = 1; y = 1 és una asimptota
y = 0 és una asimptota horitzontal horitzontal

_ o

b) lim f(x) = 0;

X —> —0

y = 0 és una asimptota horitzontal

‘

o) lim flx) = 1;

X —> —00

y = 1 és una asimptota horitzontal

X z 7
5 ) = X ¢€s una asimptota

1+
1}\

. 1
p
P
.
G
4

d)y=x+
obliqua

21. Troba les branques infinites quan
x —> — , i si tenen asimptotes, situa la

corba respecte a aquestes:

4
2
V=g, Pr- xﬁzjzx
c)y=xi:ix (1)3/=29c'3"—63.1t'2

a) grau P — grau Q = 2

lim f(x) = +%; branca parabdlica

X —> —00

-2
X+
asimptota obliqua

c)y=x+2+ ;7 =x + 2 és una

/7
d) lim f(x) =

X —> —00

lim (2x* — 3x) = +%

X —> —00
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Per practicar
Discontinuitats 1 continuitat

22. a) Quina de les grafiques segiients
correspon a una funcié continua?
b) Assenyala, en cada una de les altres

cinc, la raé de la seva discontinuitat.

a) b)

\
/ =d
T2 /2 2 P
[ N/
1 1




LIMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
c) d) a) No és continua ni en x = 0 ni en x = —2.
b) Si que és continua en x = 0, no en x = —2.
™ - - c¢) No és continua en x = 0, perd si en x = —2.
-2 \[/ 2 7 d) Continua en x = 0 i en x = —2.
\ll 22 4
e) f) 25. Indica per a quins valors de R sén
T continues les funcions segiients:
N/ 24// a)y=S—K;b)y=\/m;6)y=l
;/" 2 X
[2 ) 3 214 d)y=V3x50) y=V5-2x5f) y=o" -«

a) Només la a).

b) b) Branca infinita en x = 1 (asimptota
vertical)

c) Branca infinita en x = 0 (asimptota ver-
tical)

d) Salt en x = 2

e) Punt desplagat en x = 1; f(1) = 4;

lim f(x) = 2

x—1

f) No esta definida en x = 2

23. Troba els punts de discontinuitat, si
r’hi ha, de les funcions segiients:

a)y=2"+x-6 b)y-= X

(x-2)?
x—-1 1
= — d - - =
)y 2x + 1 )y X +2x+3
2 1
= f =
)y 5x — x° )y X +2

a) Continua; b) 2; ¢) —%; d) Continua;

e)0i5;f)\/§i—\/§.

24. Comprova si les funcions segiients

sén continues en x = 0 i en x = —2:

_ 1, Y N
a)y—\/;,b)y x2_4,C)y X —4;

d) y=V7-2x

a) R; b) [3, +%); ¢) (-, 0)N(0, +%);
d) (_OO’ 0], C)

oo, 5]; A R.
2

26. Comprova que les grafiques d’aques-
tes funcions corresponen a I’expressié
analitica i digues si sén continues o dis-

continues en x = 1.

:al)f(x)={l—x2 six=<1
x—1 six>1
_)I >
b)f(x)={x+2 six<1
3 six>1
\
)|
2
c)f(x)={x2 six=1
-1 six=1
\ 2| 1/
/

a) Continua; b) Discontinua; c¢) Discontinua.
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27. Comprova si -la funcié £ = 1 i fol) = -1

-1 six<0, , (x+2) x+2
flx) = . és continua en

x—1 sixz Quin és el limit de cada una d’aquestes

x=0.
Recorda que perqueé f sigui continua en

x = 0, ha de verificar-se que lz'rrf) fx) =£(0).
lim ) = lim f9) = lim f(9) =1 = £(0)

Es continua en x = 0

28. Comprova si les funcions segiients

7 3 I e o
s6n continues en els punts que s’hi in-

diquen:
_]B-x/2 six<-1 __1
2) flx) {Zx + 4 six> -1 enx
2 — & six <2

en x = 2

b) fx) = {(x/Z) -3 six=2

C) f(x) - {33&' six=s1

x+3 six>1

en x =1

a) No, perque no existeix f(-1).
b) lim f(x) = lim f(x) = f(2) = =2. Si és
x—> 2 x—2"

continua en x = 2.

c) lz’mrf(x) =3 = [l’i’}’i*f(x) = 4. No és con-

tinua en x = 1.
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Visié grafica del limit

29.
J]\J)H S (-x)ll
I\
I\ -
-2
EECEEE [
|

Aquestes sén, respectivament, les grafi-

ques de les funcions:

funcions quan x — -2?
Observa la funcié quan x — -2 per
Uesquerra i per la dreta.
lim fi(x) = +o
x> 2

lim fi(x) = +%

x—> =27

ll’mzf1 (x) = +o0

lz’mr fo(x) = +o0

lim f,(x) = —©

x—> =27

No existeix lim f5(x)

x—> -2

30. Sobre la grafica de la funcié f(x),
troba:

]

] .

.
/7

[
|
|
a) lz’m3_f(x); b) lz'myf(x); c) lz'n% f(x)s
lim f(x); £) lim f(x);
ln 9

a) +9; b) —0; ¢) 2; d) 05 ¢) 0; f) 3; g) +;
h) 0

d) lim f(x); e)

x —> —o0

g) lim f(x); h)

X —> 4+

Limit en un punt

31. Calcula els limits segiients:

2) lim (s - x); b) lim (= — x);

x—0 2 x—=-1

o lim1=% ‘;‘; d) lim 2%

x—>3 X — x— 0,5
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e) lim \/m; f) lim log,x; o lim x+2 d) h»mxz—x—Z
x—> =2 x—>4 x—242_4 x—>2 x—_2

/ s h) lim é*
8 xlz_iﬁ)cosx ) xh—’mZ e) lim _x+3 ) lim x-1
x=>3x +4x+ 3 x—1x -1
a) 5; b) 0; ¢) =2; d) V25 e) 2; f) 2; g) 1;
h) ¢ ) m G DE=1 _ 5
x—1 (X—l)
32. Donada la fuflcié b) Jim @+ DEP—x+1) _ _3
flx) = {x2+ 1 s}x<0,troba: ¥l x(x + 1)
x+1 six=0
g lm —x+2) 1

a) li"fzf(x); b) lz;maf(x); c) lz’lr%f(x)

Perqueé hi hagi limit en el punt de rup-
tura, els limits laterals han de ser iguals.

a) 5; b) 4; ¢ /z’néf(x) = lz’n?yf(x) -
= Ilimflx) = 1

x—0

33. Calcula els limits segiients:

a) lim 3% b) [ 26 +3x
x—=>0x" —2x x—>0 X

O lim =20 ) ppy B =Th
h—0 A h—0 4p

Treu-ne factor comi i simplifica cada
Sfraccié.

4x

a) lim = =2;
x=0 x(x—2)

b) Jim ¥@x+3) _ 3,

x—>0 X

o) lim K3Bh-2) _ 0;
h—0 b

o bh=7) _ 7

d) /}lz_;)’no 4p 4

34. Resol els limits segiients:

a) lz’mxz_1

xr—=1x-1

b) lim £ +1

x—>—1x2+x

ve2(x+2)(x=2) 4

e+ Dx=2)
d) xll—;:nz (X—Z) =9

, (x + 3) _ 1
i s D) 2

f) lim (x—l)(x’%—xz+x+ 1)
(x=1D(x+1)

x— -1

35. Calcula el limit de la funcié

flx) =

enx=3x=0ix=-1.

%
x2 + X
, 3, )
xlznﬁf(X) - 4 xll—tnof(X) =0

lz'mli flx) = +o

ll’ml* flx) = —o

Limit quan x — +®© 0 x — —®

36. Calcula els limits segiients i repre-

senta la informacié que n’obtinguis:

a) lim (7 + x — x°)

o 5
o
c) lim (—3 + ; - 17) d) lim (7 - x)?

Vegeu solucié en lexercici 37.
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37. Calcula el limit de les funcions de  a) /im f(x) = 0;
Pexercici anterior quan x — — i repre- T
senta la informacié que n’obtinguis.
Resolucié dels exercicis 36 i 37: ~
a) lm (7 + x — x°) = —0;
lim (7 + %= x) =+ b) lim flx) = 0;
jﬁ
4’7\
-~
b) lim ¥ = lgx—32 = +00 c) lim fl(x) = 0;
~ —
Vet
_ d) =0
o lim = + X 17 = —» ) x_z)n;zwf(x)
x—> 4 2
-~
— ~

d) lim (7 = x)* = +0

X —> £
“~o —

38. Comprova, donant valors grans a x,
que les funcions segiients tendeixen a 0
quan x —> +%,

)0 1

b) f(x) = %

_ =7 _ 2
C)f(x)—\/; d) f(x) T

39. Calcula el limit quan x — +% i quan
x —> —© de cada una de les funcions se-
giients. Representa el resultat que
n’obtinguis.

a) f(x) =2 — 10x b) f(x) = V&* -4

9 f0) = 35 @) fl) = E2

Déna a x «valors grans» i treu-ne con-

clusions.

a) lim fl(x) = +

X —> +0
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b) lim flx) = + Pagina 277

e e e el A

c) lim flx) =

X —> 400

d) lim f(x)

X —> 4+

a) lim f(x)

X —> —0

b) lim f(x)

X —> —0

c) lim flx) =

x —> —00

d) lim flx) =

X —> —00

40. Calcula els limits segiients i repre-
senta-hi les branques que n’obtinguis:

, ,  =2x

W fm Ty B ST
o bm 1 &) bm 1
x—9+“>x2-— 1 x—++“>(2 —-x93

e) lim 2x-1 ) lim &+5
sos o X+ 2 R

2— 327 11) lynn 3-— 2x
x— 105 - 2x

g lim

x—>+0 X +

egeu solucid en lexercici 41.
Veg l |

41. Calcula el limit de totes les funcions
de Pexercici anterior quan x — —o,

Resolucié dels exercicis 40 1 41:

Q) U ~0; lm 22— -0
T Ty
y
41
21
7 1~
—4 2 124
-2 :
4
b) lim —2x° = +; [im 2" = —©
x—=>+0 ) — X x—=>-03—X
/
/
—1 , —1
o) I =0; Ilim =0
) X—Z>nfoox2—1 X —> —00 _1
vl o
it |
2
X
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}g 4 lim 5 1 5 - 0: lim o 0 42. Resol els limits segiients:
(] X —> +00 — X X —> -0 — X
5 a) lim 3%
x— 0 (x—1)*
— b) lim 1 - (x - 2)*
- x> e
) lim 1=%_
e) lim o1 _ 2 lim o1 _ 2 x=ae (2x 4 1)
xXx—>+0 X + x—> -0 X +
d) lim £+1
Y x==o X
/4_ _________ a) 3; b) —o0; ¢) 0; d) +o.
P
s~
I B 43. Calcula el limit quan x — +% i quan
4 x — —o de les funcions segiients i re-
presenta-hi les branques que n’obtinguis:
) /imw’fjj - xgmm’fjj - D fw =T b)fw =102
¥ L 1-12¢
N C)f(x)-x_1 d) flx) = 3
N\ a) lim f(x) = 0; lim f(x) = 0;
g) lim 2=3% _ 30 jpy 223X 3 4’7
x—=+o X+ 3 x—=-» X+ 3 ~ | -
ﬁ b) lim f(x) = —o; lim f(x) = +o%;
: \4’7
) I
= S ™~
N o) lim flx) = +0; lim f(x) = —o0;
h) lim 3-2x _ 1; lim 3-2x 4 A
x—>+0°5—2x x—>—005—2x
v
Y .
4 d) lim flx) = —4; lim f(x) = -4
5 E \ X —> +0 X —> —00
T L
) DI
- O
4
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Asimptotes c) Asimptota vertical x = 4 E’
Asimptota horitzontal y = -2 3
44. Troba les asimptotes de les funcions =
segiients i situa-hi la corba respecte a X
aquestes: /I
4x + 1 3x
= b =
2) 2x-3 )y 2x-5 4
243 gy, _ 2 T s
)y 4 — )y 1-x
3 [
a) Asimptota vertical x = > i
Asimptota horitzontal y = 2

d) Asimptota vertical x = 1

j Asimptota horitzontal y = 0
|
|
T y
2 ~—
“——_ : = /
[
13 —
\\ 5 .
I 1
|
[
| /
[
7 . 5 +
b) Asimptota vertical x = 5
Asimptota horitzontal y = 3 , .
2 45. Troba les asimptotes de les funcions
segiients i situa-hi la corba respecte a
aquestes:
2
x 3
a = b =
)y X’ +4 )y x+1
2 \
3 ~ 25’ -1 x
- 7777:7‘777,‘,77771777 C = d_ =
Vy="1, )y =

l\)l\l

a) Asimptota horitzontal y = 1
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b) Asimptota horitzontal y = 0 o) f(x) = 1 d) fx) = 1
2—-x *+9
- 3x f — -1
I = o7y DIW =y

¢) Asimptota vertical x = 0
Asimptota horitzontal y = 2

-

d) Asimptota vertical x = 1
4

lim = 400
x—>+0 X —
lim = —00

x —> —© x—l

46. Troba les asimptotes de les funcions
segiients i situa-hi la corba respecte a

aquestes:

a) f(x) = 2’“3 b) f(x) =

X — X

x—-1
+

W

a) Asimptota vertical: x = 3
Asimptota horitzontal: y = 2

b) Asimptota vertical: x = -3
Asimptota horitzontal: y = 1

c) Asimptota vertical: x = 2
Asimptota horitzontal: y = 0

L

-

d) Asimptota vertical: y = 0

—

No té més asimptotes.

-~ ‘ ~
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FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
e) /Asimptota V.ertical: x=1,x=-1 b) 34— 1.3
Asimptota horitzontal: y = 0 x x

R

Ty

f) Asimptota vertical: x = -2
Asimptota horitzontal: y = 0

‘

v

47. Cada una de les funcions segiients
té una asimptota obliqua. Troba-la i es-

tudia la posicié de la corba respecte a

aquesta:
2) f) = 2 b) fla) = 3rE=¥
x+1 x
_ 44X’ -3 A rx-2
) flx) = » d) flx) = v 3
_2xX -3 24"+ 3
e) flx) = ) fkﬂﬂ-zx_z
33 _ 5. 3. 3
2 x+1_3x 5 x+1

Asimptota obliqua: y = 3x — 3

‘/

;
;
'
'
'
'
'
A
/
'
'
3t
I
'
,L

Asimptota obliqua: y = —x + 1

-3, 3

c)

2x 2x

Asimptota obliqua: y = 2x
7

1

/

74
d) Crx—2 10

=x+ 4+
x—3 x—3

Asimptota obliqua: y = x + 4

//
,
.

o

.
.
.

o) 2% — 3 4x—3
=2 =2

Asimptota obliqua: y = 2x

=2x +

f) —2x2+3 _
2x—2 2x—2

Asimptota obliqua: y = —x — 1

1

—x -1+
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BRANQUES INFINITES

48. Calcula els limits de les funcions se-

giients en els punts que anul-len el seu

denominador:
_ 3x o ox=1
a) flx) = ok b) f(x) 22
X - £-27

) fl®) = 2 D 0 - T

a) lim f(x) = +0; zm f(x) = —

x—> =27 =2

b) lz’néf(x) = —00; lz’n?)f(x) = —oo

"
~6

o) fx) - m

lmfl) = 2 = 25 lim f() =+

im flx) = o0

0 = 52 i fl) = 2

49. Troba les asimptotes de les funcions

segiients i situa la corba respecte a cada

una:
=£3;xﬁ b _ S5x-2
a) y 2x+ 1 )y 2x—7
_ x+2 _ X
C)y_x2—1 d)‘y_x2+;\c'+l
I i _ 3%
e)y_x2_4 f)y_x+2
a) Asimptotes: y = D SO
2 2
i B=2 o

x—=-1/20 2x + 1

lim G=x" _

x—-1/27 2x+ 1

..........................
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CONTINUITAT I

BRANQUES

INFINITES

d) Asimptotes: y = 1

e) Asimptota en x =

xlilng*xz—4 -t
, X

4

xiﬂé’xz—4

en x = —2

lim X =
x—>—2*X2—4

X

lim = —00

x—>—2’x2—4

20

10

2

o

-10 -5

,/””—\_m

10

50. Troba les branques infinites d’aques-
tes funcions. Quan tinguin asimptotes,
situa-hi la corba:

_x4—1 _ !x+3!2
)y = X I))y_(x+1)2
e o1
9= 9 — ) 25" + 1
X @
e)y_x+3 f)‘)’_Zx—S
a) lim f(x) = +00; [im f(x) = 400

Asimptota vertical: x = 0

N 7

W

b) Asimptota vertical x = -1

lim (x+3)°

= 400
x—-1 (x+ 1) ’

Asimptota horitzontal y = 1

2
I (x+3) _ 1
e et 1)

250
200
150
100
50
¥ — ¥
To % 5 10
c) Asimptotes verticals: x = 3, x = -3

Asimptota horitzontal: y = 0
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LiMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
d) Asimptota horitzontal en y = % En trobar xlin;f(x) veuras que no és .
=1 1 lim f(x) =25 lim f(x) =—00; lim f(x) = +o0;
/zm s = — x—2 x— 0 x—0"
x—=o 2% — 1 2
lim f(x) =1
i Asimptota vertical: x = 0
(2 Asimptota horitzontal: y = 1
1o -5 3 10

e) Asimptota vertical: x = -3
Asimptota obliqua: y = 2x — 6

| 2

41 S 4

col
.
6

1 /’

' ’

1
v
n

i
£) lim f(x) = +o0;

x —> —©

lim f(x) = +%
Asimptota vertical: x = %

N ‘ ;\/

1213

Vi

Pagina 278

-4

- 2x
solament té una asimptota vertical i una
altra d’horitzontal.

51. Demostra que la funcié f(x) =

52. Calcula els limits segiients i repre-

senta-hi els resultats que obtinguis.

, X —-x—-6 , X —3x+ 2

lim2—2="2sb) lim2—22"<
2) xl—% x —3x )xz—>m1x2—2x+1
a) /l'mmzi

x—=3 x—3x 3

[l,m XZ—X—G _ ;
x—>3 x2—3x 3

20

10

o | E>) \ b1 10
-10
20
¥ —3x+2
b /l,m - = 0
) x—1 .X‘z —2x+1
10
75
V
2.5
—_/
T
_io | =5 15 10
25
-5
7.5




53. Calcula els limits segiients i repre- )
senta-hi els resultats que obtinguis: o lim* _11 =4
x—=>1 X—
, X —2x
lim 2— 4%
VI e e ,
ol (J\ I
b) lim X & /
)x—>—1x2+2x+1 b /
/
4 /
c) lim*— 1 o
x—1 _ — — /
x—1 0 7 10
d l/ 2x2 -8 e
) xz_)mz ¥ —4x+ 4 ‘/
7/ =200
§ = 2x
lim =5—=5 = —
Ve T
, 2" — 8
d) lim 5= =
ll'mﬂzoo ) P x4 *
x—0" X3 + X2
ll/m 2x2— 8 - _
x>t —dx+ 4
4 1 4 - N~
—20 -10 -5 \ 5 10
b) lim BEE T - )
x—>-1"x" + 2x + 1 54. Troba les asimptotes de les funcions
R segiients:
lim —*>*— - o x x4
P 4 2t 1 a)y=xT1 b)y=T+
227 +5 2 +1
5 = ———— d =
V= s YV @iy
- ¥ -5x+4 5
5 = f) y = 1+ =
nn e)y 5 )y=x+1+ .
= =2 a) asimptotes verticals x = 1
s . ’s >x3
0 lim —~— =
- xirnl+ xz -1 v
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LiMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
. x d)y=0,x=zxtl;¢)x=5y=x1) x=0,
lim = —
| Jy=x+ 1
asimptotes verticals x = -1
, X 55. Representa les funcions segiients i
lim = +0 e e, . ,
x>l x =1 explica si sén discontinues en algun dels
i P seus punts:
xin_zl—ﬁ_ = a) f(x) = {2x— 1 six<3
5-x six=3
o b)f(x)={1 six=<0
5 V X+1 six>0
c)f(x)={x2—2 six <2
sl 42 2 4 68 X six>2
/}5 a) Discontinua en x = 3.
—1o Y
b) asimptota vertical x = 0 > //
/ X
/ X'?’+1 _ / p
lim = +0 A 34 5%
x_)0+ x o}
// )
[, .X3+1 - _o .
S T b) Funcié continua.
1]
60 . /
40 i /
20 4 /
\ k—/ 5 /
RN 120304 /
) .
-4 -2 2 4 8
o
60 c) Discontinua en x = 2.
Y
c) asimptota horitzontal
lim x22XZ4+5 =2 : -~
B —Ax S -1 / X
\ /b 5 4
12 2

56. a) Calcula el limit de les funcions
de Pexercici anterior en x = -3 i x = 5.
b) Troba, en cada una, el limit quan

X —> +% i quan x —> —o,




LiMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
a) lim f(x) = =7; limf(x) = 0; 59. Calcula, en cada cas, el valor de £
o O perque la funcié f(x) sigui continua en
xznfoof(x) = =90 x[_l:”_?wf(x) = —% qualsevol R.
) L o a)f(x)={x2—4 six=<3
b) xli”fgf(x) = L; xll_;;nsf(x) = 26; x+k six>3
lim f(x) = +0; [l’ﬂ:l flx) = 1; b) f(x) = {6 - (x/2) six<?2
Y lim 6 = 75 lim f) = 5 X+ kx six=2
o) Iltm f(x) = 7; limflx) =5
x—-3 x5 o) flx) = {(x2 +x)/x six=0
lim f(x) = +05 lim f(x) = +o k six=0

57. Calcula els limits quan x — +% i
quan x — - de les funcions segiients:
a) f(x) = 275 b) f(x) = 0,75"
o flx) =1+ €5 d) flx) = 1/¢

a) x/_lf"fmf(x) = +00; x/_l:”jwf(X) =0
b) xl_l:”fwf(x) = 0; xl_l:ﬂ_iwf(x = 400
c) lim flx) = +oo5 lim f(x) = 1
d) xz”fwf(x) = 0; Xl_l;n_iwf(x = 400

58. Troba les branques infinites de les
funcions exponencials segiients:
a)y=2""7 b)y=15"-1
y=2+¢ dy=€"

a) lim f(x) = +o0; /z’moof(x) =0

X —> +00

Asimptota horitzontal quan x — —%: y = 0

b) lim fl(x) = +oo; /z’n_i flx) = -1

X >+

Asimptota horitzontal quan x — —o: y = -1

c) lim flx) = +8; lim f(x) =2

X —> 400
Asimptota horitzontal quan x — —00: y = 2

d) lim fx) = 05 lim f(x) = +

X —> +® X —> -0

Asimptota horitzontal quan x — +%: y = 0

a) lim f(x) =5 = f(3)
0 5=3+k=Fk=2

/z’m3f(x) =3+ k
b) lz'ngf(x) =5

lim f(x) = 4 + 2k = f(2)

x—2"

5=4+2k=Fk=1/2

o) limf(x) = lim xx+ ) 1]
x—0 x k=1

x—0
f(0) = £
60. Estudia la continuitat d’aquestes fun-
cions:
a) flw) = [2-x six<1

{llx six=1
b) f(x) = (—x-1 si-1=z=x«

{1 —x* si-l<x<1

x—1 six=1

o flw) = [1 -4 six<0

{2“1 six>0

Q) lim ) = lim fx) = f(1) = 1=

= Continua en x = 1
x # 1 = Continua

Es continua en R

b) lim f(x) = [l’}’}’i*f(x) = f(-1) =0 =

x—> -1
= Continua en x = —1

/z’mlf(x) = lzmlf(x) =f(1)=0=
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LIMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
= Continua en x = 1 b) —

x# 11ix=-1= Continua 2 y i

Es continua en R i) //

c) x/inéf(x)zl;éxlin?yf(x)=2= Y

= Discontinua en x = 0 5

Si x # 0, és continua.

61. Calcula a perque les funcions se-
giients siguin continues en x = 1:

a)f(x)={x+1 six=<1

4 —ax’ six>1

b) f(x) = {(xz— D/(x-1) six=1
a six=1

a) lim f(x) = 2 = f(1)
o 2=4—ug=>a=2

lim f(x) = 4 — a

x—1"
, o e=Dx+1)
b) lim flx) = lim P B P
) =a

62. En una empresa es fan muntatges
en cadena. El nombre de muntatges rea-
litzats per un treballador sense expe-
riéncia depen dels dies d’entrenament se-

gons la funcié M(z) = 30t (t en dies).
t+4

a) Quants muntatges fara el primer dia?
I el dese dia?

b) Representa’n la funcié sabent que el
periode d’entrenament és d’un mes.

¢) Que passaria amb el nombre de mun-
tatges si I’entrenament no s’acabés mai?
a) M(1) = 6 muntatges el primer dia.
M(10) = 21,43 — 21 muntatges el des¢ dia.

5 10 15 20 25 30

c) S’aproparia a 30 |aixi /im 30z _ 3.

x40 4 4

Pagina 279

63. Les despeses d’'una empresa depenen

dels ingressos, x. Aixi:

g(x) = [0,6x + 200 si0<x<1000
{ 1000x/(x + 250) six > 1000

en que els ingressos i les despeses

s’expressen en euros.

a) Representa g(x) i digues si és funcié

continua.

b) Calcula el limit de g(x) quan x — +x

i explica’n el significat.

a) Es continua.

1000

800

600

4001/

200

1000 4000

b) /im g(x) = 1000.

X —> 0

2000 3000

Com a maxim gasten 1000 € al mes.

Qiiestions teoriques

64. :Es pot calcular el limit d’una fun-
cié en un punt en el qual la funcié no




LiMITS DE FUNCIONS.

CONTINUITAT I

estigui definida? Aquesta funcié pot ser
continua en aquest punt?
Si que es pot calcular, perd no pot ser con-

tinua.

65. Una funcié pot tenir dues asimpto-
tes verticals? En cas afirmatiu, posa’n un

exemple. X

x—x

x =1 com a asimptotes verticals.

¢ x =01

Si. Per exemple, f(x) =

66. El denominador d’una funcié f(x)
b . . e

s’anul-la en x = 4. Existeix necessaria-
ment una asimptota vertical en x = a?

Posa’n exemples.

No. Per exemple, f(x) = 32+ x en x = 0;
perque: *

lim f(x) = lim xBx+1) 1

x—=0 x—=0 X

67. Una funcié pot tenir més de dues
asimptotes horitzontals?
Si.

68. Representa una funcié que compleixi
aquestes condicions:

lim f(x) = +o, lim f(x) = 2,
x—3 x —> —00

lim f(x) =0

X —> +0

Es discontinua en algun punt?

Si, és discontinua almenys en x = 3.

BRANQUES INFINITES

69. Representa una funcié que compleixi
aquestes condicions:

lim f(x) = 2

lim f(x) = 0

lim f(x) = +o0
x— 1"

lim f(x) = —o
x— 1"

70. Si lim f(x) = 5, podem afirmar que
x—>2

f és continua en x = 22
No. Perque fos continua hauria de ser, a
més a més, f(2) = 5.

71. Existeix cap valor de £ per al qual

la funcié f(x) = {I/x sf x =0
k six=20

tinua en x = 0? Justifica’n la resposta.

sigui con-

No, perqué no existeix /im f(x).
0

x —>

Per aprofundir

72. Calcula els limits segiients:

x+1,
b
X —> 40 X

x+3; b) lim

a) Ilim
x—-2

X —> +0
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LiMITS DE FUNCIONS. CONTINUITAT I BRANQUES INFINITES
Per pensar una mica més

a) lim | Xt 3 _ lim A% = lim N1 = P

X —> +00 X — X —> +00 X X —> +00

-1 =1
b) lim x+ 1 ﬁ - m L 20

X —> +00 X xX—>+0 X X —> 400

x
c) lim \,@ = lim E =
x —> —0 X x—=> -0 X
= Iim el _ -1

xX—> -0 X

m X _

d) lim =L _ = =
x—>+00\/? x—>+00|x|

N 4

73. Atés que lim (x* — 3x) = +%, troba

un valor de x per al qual X - 3x sigui
més gran que 5 000.
Per exemple, per a x = 100, f(x) = 9700.

74. Troba un valor de x per al qual

_ 1
) = 3x-5
Per exemple, per a x = 1000, f{x) = 0,00033.

sigui més petit que 0,001.

75. Troba els limits segiients:

a) lim (Nx —x) b) lim 2° — &%);

X —> 4+ x —> 4+
o lim % d) lim 0,75 — x
X —> +© X —> =0

a) —; b) +%0; ¢) 0; d) +oo.

76. Quina és ’asimptota vertical d’aques-
tes funcions logaritmiques? Troba’n el li-
mit quan x —> +o0:

a) y = log,(x — 3)

b) y=Iln (x + 2)

a) Asimptota vertical: x = 3

lim f(x) = +

X —> +00
b) Asimptota vertical: x = -2

lim f(x) = +

X —> 40

77. La Raquel vol pujar amb bicicleta
al mirador de la muntanya i després bai-
xar, de manera que la velocitat mitjana
amb la qual realitzi el recorregut d’anada
i tornada sigui de 40 km/h. Ja hi ha pu-
jat i ho ha fet a 20 km/h. Es demana a
quina velocitat haura de baixar per acon-
seguir-ne el seu objectiu.

a) Troba la velocitat mitjana final per a
velocitats de baixada de 60, 80, 100 i
200 km/h.

b) Troba I'expressié de la velocitat mit-
jana final, V, per a una velocitat de bai-
xada de x km/h.

c) Comprova que la velocitat mitjana de-
sitjada, 40 km/h, és el limit /im V.
Que significa aixo? e

d) Torna a ’enunciat i raona de la ma-
nera segiient: si la velocitat mitjana en
la pujada és la meitat de la desitjada, és
perque el temps que ha emprat ha estat
el doble, és a dir, el temps que ha tar-
dat a pujar és tant com el que tenia per
pujar i baixar. S’ha quedat sense temps.
Ha de baixar a velocitat infinita!

a)

VELOCITAT DE BAIXADA 60 80 100 | 200
33,33(36,36

VELOCITAT MITJANA FINAL| 30 32

b) Anomenem 4 = la distancia que ha de
recérrer en la pujada. Per tant, entre la pu-
jada i la baixada recorre 24.

espai

Recordem que: velocitat = P2
temps

El temps que tarda en total sera el que tar-
da en pujar (a 20 km/h) més el que tarda

en baixar (a x km/h):




i+4=d(L+l)=d(X+_20)
20 x 20 «x 20x
c) La velocitat mitjana final sera:

V= 2d _ 2d _2:20x _
t d[(x +20)/20x]  x+20

_ 4036' s V(X) _ 40x
x+ 20 x+ 20

Per tant: /lim Vix) = 40

X —> +00

Matematiques 1
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