UNITAT DIDACTICA 5

FORMULES TRIGONOMETRIQUES

FUNCIONS 1

Pagina 122

1. Encara que el metode per resoldre les
preguntes que hi ha a continuacié se sis-
tematitza a la pagina segiient, pots re-
soldre-les ara:

a) Quants radians corresponen als 360°
d’una circumferencia?

b) Quants graus mesura un radian?

¢) Quants graus mesura un angle de *
radians? 2

d) Quants radians equivalen a 270°?
a) 2m;
b) 300° _ 570 17" 448",
2
<) 360°  m _ 90°
2 2
d) 3775 radians = 270°
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2. Passa a radians els angles segiients:
a) 30° b) 72° ¢) 90° d) 127°

e) 200° f) 300°

Expressa el resultat en funcié de 7 i des-

prés en forma decimal. Per exemple:

30°=30. " rad = ~ rad ~ 0,52 rad
180 6

a) 20 300 2 T pad ~ 0,52 rad
360° 6

b) 2T . 720 = 2T 04 ~ 1,26 rad
360° b)

c) 2 900 = T pad ~ 1,57 rad
360° 2

d) 2T . 127° =~ 2,22 rad
360°

¢) 2T . 200° = 10% ad ~ 3,49 rad
360° 9

f) 2T 300° = 2T rad ~ 5,24 rad
360° 5

3. Passa a graus els angles segiients:
a) 2 rad; b) 0,83 rad; ¢) grad;

d) %rad; e) 3,5 rad; f) 7 rad
a) 290° 5 _ 114 35" 296"

2
b) 360°

21
Q) 360°

2n

- 0,83 = 47° 33' 19,8"

I - 360

5

d4) 3607 5w _ q500

21 6

) 390° 135 _ 200° 32" 6,8"
27

f) 7 rad = 1800

4. Completa la taula segiient afegint-hi
les raons trigonometriques (sinus, cosi-
nus i tangent) de cada un dels angles.
Et sera util per al proper apartat:

GRAUS 0 | 30 60 | 90 135|150 210|225 270 330 | 360

x 2 K ENEA
RADIANS " 3T 37 375"

La taula completa esta en el segiient apar-
tat (pagina segiient) del llibre de text. Tan
sols falta I'tltima columna, que és igual

que la primera.
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5. Demostra la férmula II.2 a partir de
la férmula:

cos (0. + ) = cos o cos f — sin a sin 3
cos (00 — B) = cos (a0 + (=P)) =

= cos o cos (—PB) — sin o sin (-p) =

= cos O cos B — sin o (—sin PB) =

= cos O cos P + sin o sin B
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6. Demostra la férmula I1.3 a partir de
la férmula:
_ go+gh
g (@ +p) 1-tgotgp
rg (o —P) =g (o + (-p)) =

tg o+ tg (—P) ¢ o+ (~2¢ B) _
l-tgag(p) 1-a(-p)

_ _go—gf

l1+rgargf
N sin (—O) = —sin oL
(*) Com que cos (—0L) = cos o }

= 17 (—a) = —1g @

7. Demostra la férmula I1.3 a partir de
les segiients férmules:

sin (a0 — ) = sin a cos 5 — cos A sin 3
cos (o — ) = cos a cos f} + sin a sin
sin (0—p) _

cos (00— P)

sin QL cos B — cos QL sin 3 )

cos o cos 3 — sin o sin

tg (o —P) =

sin Q. cos B cos o sin f3
cosocosp cosacosp  tgo—tg 3
cos(xcos[3+sz'nocsz'nﬁ Cl+tgozgP
cos . cos 3 cos A cos B

(*) Dividim numerador i denominador per

cos oL cos .

8. Si sin 12° = 0,2 1 sin 37° = 0,6, tro-
ba cos 12°, tg 12°, cos 37° i tg 37°. Cal-
cula, després, a partir d’aquestes, les
raons trigonometriques de 49° i de 25°,
emprant les férmules (I) i (II).

° sin 12° = 0,2

cos 12°= N1 —sin® 12° = N1-0,04 = 0,98
0,2
0,98

tg 12°= = 0,2

* sin 37° = 0,6

cos 37°= N1 —sin* 37° = N1-0,36 = 0,8
0,6
0: 2 :O)
g 37°= 5 = 075

e 49° = 12° + 37°, llavors:

sin 49° = sin (12° + 37°) =

= sin 12° cos 37° + cos 12° sin 37°
=0,2-0,8+098-.0,6=0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) =

= cos 12° cos 37° — sin 12° sin 37°
=098 -0,8-0,2-0,6 =0,664

£ 490 - 1o (12° 3 0} _ tg12°+ tg37o _
S g2+ 37%) = 1 0 g 370

_ 024075 4,
1-0,2-0,75
Podria calcular-se zg 49° = sin 49° .
cos 49°

e 25° = 37° — 12°, llavors:

sin 25° = sin (37° — 12°) =

= sin 37° cos 12° — cos 37° sin 12°

=0,6-0,98-0,8-0,2=0,428

cos 25° = cos (37° — 12°) =

cos 37° cos 12° + sin 37° sin 12°

0,8 - 0,98 + 0,6 - 0,2 = 0,904
tg37° —1g 12°

25° = °_12°) = =
%25 g 37 ) 1 +1g37°tg12°

- 07502 478
1+0,75-0,2

9. Demostra la igualtat segiient:
cos(a+b)+cos(a-b) _ 1
sin(a+b)+sin(a-b) tga

cos (a + b) + cos (a—b) _
sin(a+ b) +sin(a—b)

_cosacosb—sinasinb+cosacosbh+sinasinb _

sinacosb+cosasinb+sinacosb+ cosasinb

_ 2cosacosh _ cosa 1
2sinacosb  sinb  tga
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10. Demostra les tres férmules (III.1),
(I1I1.2) i (II1.3) fent o = 3 en les férmu-
les (I).

sin 200 = sin (0L + @) =

= §in OL cos O. + cos O. $in O

=2 sin O cos O

cos 200 = cos (0L + Q) =

= cos O cos OL — §in O. §im O =

= cos® O — sin’® O

tg 200 = tg (0 + @) = garige
l-tgatga

_ 2ya

- a

11. Troba les raons trigonometriques de
60° a partir de les de 30°.

sin 60° = sin (2 - 30°) = 2 sin 30° cos 30° =
R ERE]

=2. =
22 2

cos 60° = cos (2 - 30°) = cos® 30° — sin* 30° =
=(J3y_(1y= 3 1 _2 1
2

2

2

4 4 4
10 60° = 10 (2 . 30°) = _2%30° _
& g (2307 1 -1 30°

_ 2.\3/3 =2-\F3/3=2-\/§/3=\/§
1-@W3/32  1-3/9 2/3

12. Troba les raons trigonometriques de

90° a partir de les de 45°.

sin 90° = sin (2 - 45°) = 2 sin 45° cos 45°

2 N2
2 2

=2 1

cos 90° = cos (2 - 45°) = cos” 45° — sin® 45°
AL
2 2

90° = s (2 . 45°) = _2%45° _
g % ( 5°) 1 -1 45°
2.1

= 1 — No existeix.

13. Demostra que: 2sin 0. —sin 20 _

2 sin O + sin 20,

_1-cosa

1+ cos o

2 sin O — 2 sin O. cos O
2sin o+ 2 sin . cos O,

2sin O —sin 200
2 sin Q. + sin 20

_2smo(l—cos0) _ 1-cosa
2 sina (1 + cos ) 1+ cos o
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14. Seguint les indicacions que es do-

nen, demostra detalladament les férmu-

les IV.1, IV.2 i IV.3.
o

o .
'cosa=cos(2~)=cosz—xm
2 2

2
2

Com que per la igualtat fonamental:

2 A .2 A 2 A .o A
cos" = +sin”- —=1=1 =cos" = + sin" —

2 2 2 2
D’aqui:
a) Sumant ambdues igualtats:

1+coso=2cod & = o2 & = Lrcosa
2 2 2
= cos Oy \/m
2 2
b) Restant les igualtats (2.2 — 1.2):
1—cosau=2si* & = sipp & = 12000
2 2 2

iin @ ALz
2 2

e Per dltim:
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. 1 — cos o
& singf2 TN _
£2 cos /2 +1,1+cos(x
B 2

1 —cosa
1 + cos o

:

15. Sabent que cos 78° = 0,2, calcula
sin 78° i tg 78°. Esbrina les raons tri-
gonometriques de 39° aplicant les fér-
mules de I’angle meitat.

* cos 78° = 0,2
sin 78°= N1 —cos 78° = V1-0,2% = 0,98
0,98
1g 78°= == = 4.9
¢ 0,2
* sin 39° = sin 78 _ \/m =
2
- 41=92 _ 0,63
2
cos 39° = cos /8° - ,\/m _
2 2
_4/1+02 _ - 077
2
o 7? \F—ww78’
tg 39 l—cos /6" _
¢ % 1 + cos 78°
S AL=02 = 0,82
1+0,2

16. Troba les raons trigonomeétriques de

30° a partir de cos 60° = 0,5.

* cos 60° = 0,5

* sin 30° = sin 600 _O’

cos 30° = ’\/1+05 0,866
g30°=%*”°= 1—02 - 0,577

17. Troba les raons trigonomeétriques de
45° a partir de cos 90° = 0.
®c0s 90° =0

.Sin45°=yl‘nﬂz ﬂz 17=72
2 N2 2 2
cas45°=cos£: 1"'():&
2 2 2
90° 1-0
tg 45° = tg Z— = -1 =1
¢ £ 1+0
18. Demostra que 2zg o - sm2% +
+ sin O = tg Q.
Zga-sinz%+sina=2tga-l_ﬂ+

) sin o )
+ 5in O = (1 — cos ) + sin o =
cos O
) 1—cosa
=sino |[———— + 1] =
cos o
. 1 — cos + cos o . 1
= sin Q| ———————|= sin O =
cos O. cos o
sin o
= =tg
cos o

19. Demostra que 2 sin 0. —sin 20 _

2 sin O, + sin 20
o
= to" =,
g2 2

2s5in 0. —sin 200
2 sin O+ sin 200

2 sin oL — 2 sin O cos O

2 sin Ol + 2 sin oL cos O

=th%

1 — cos o
1 + cos o

_ 2 sina (1 — cos @) _
2 sina (1 + cos )
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20. Per demostrar les férmules (V.3) i
(V.4), fes els passos segiients:

* Expressa en funcié d’a i p:

cos (0 + PB) = ... cos (a0 — P) =

® Suma i resta com hem fet a dalt i ob-
tindras dues expressions.

* Transforma en producte i calcula:
O(+[3=A} A+B’B A-B
a-pf =B 2
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° cos (0 + PB) = cos o cos P — sin o sin P

cos (o0 — PB) = cos o cos P + sin o sin P

Sumant — cos (0t + B) + cos (00 — B) = 2 cos o cos B (1)
Restant — cos (o0 + B) — cos (o0 — B) = =2 sin o sin B
(2)

* Anomenant
OL+B:A}—>(1=A+B,§
a+fp =28 2 2

(en resoldre el sistema)

e Aleshores, substituint a (1) i (2), s obté:

(1)%coxA+co.vB=2cosA+B cosA_B
2 2
(2)—>cosA—cosB=—2xinA;BxinA;B

21. Transforma en producte i calcula:
a) sin 75° — sin 15°

b) cos 75° + cos 15°

¢) cos 75° — cos 15°

a) sin 75° — sin 15° =

75°; 15° 75°;15° _

=260545°5in30°=2-\/25.

= 2 cos

_ V2
2

N —

b) cos 75° + cos 15° =
75°+15° 0 75°-15° _

= 2 cos

= 2 cos 45° cos 30° = 2 .

w‘ﬁ v
N‘ﬁ
N‘é’

c) cos 75° — cos 15° =
75°; 15° sin 75°—15° _

= -2 sin

2
V2

2

N‘@
N‘Gﬁ

= =2 sin 45° cos 30° = =2

22. Expressa en forma de producte el
numerador i el denominador d’aquesta
fraccié i simplifica’n el resultat:

sin 4a + sin 2a
cos 4a + cos 2a

sin4a + sin 2a _
cos 4a + cos 2a

2 i 4ag+2a 4da-2a
sin cos

) 4a+2a 4a-2a
cos cos
2 2
2 sin 3a
= =22 % - t9 3a
2 cos 3a g
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23. Resol aquestes equacions:
a)2cosx+cosx—1=0
b) 2sin*x-1=0

c) tg2 x—-1gx=0

d) 2 sin* x+ 3 cosx =3

—1+V1 +8 —1¢3=

a) cos x = =

4 4

_ - 12= 3= 60°, x, = 300°
S~ _1=>x,-180°

Les tres solucions sén valides (es compro-

va en 'equacié inicial).

b)25in2x—l=O=>5in2x=l35inx=

1 \2
+

5T
'Sisinx=ﬁ=xl=45°,x2=l35°

2
V2

= 315°, x, = 225°

En comprovar les solucions, totes tres sén

x3 = —45° =

o Sisinx=—

valides.

c) tgzx—tgx=0=>tgx(tgx—1)=0=>

— tgx=0= x =0°x, = 180°
{tgx= 1 = x; = 45°, x, = 225°

Totes les solucions sén valides.
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d) 2 sin’ x + 3 cos x = 3 (1 = cos® x) +

+ 3 cosx =13

" Com quesin2x+coszx= l=sn'x=1-

cos* x

2—-2cos" x+3cosx=3=

= 2cos" x—3cosx+1=0

3+V9-8 _3=+1
4 4

— /1

cos X = =<1ip

Aleshores: ® Si cos x =1 = x=0°

'Sicosx=%$x2=60°,x3=

= —60° = 300°

Les tres solucions sén valides.

24. Resol:

a) 4 cos2x + 3 cos x =1

b) tg2x + 2 cos x = 0

c) V2 cos (x/2) — cos x = 1

d) 2 sin x cos®> x — 6 sin®> x = 0

a) 4 cos2x +3cosx=1=

= 4 (cos® x —sin* x) + 3cosx=1=
= 4 (cos’ x— (1 — cos® %)) + 3cosx=1=
=4 2cos>x—1)+3cosx=1=
=8 cos"x—4+3cosx=1=

= 8cos’x+3cosx—5=0=

—7+N9+160 _ -3+13 _

= (o5 x = =

16 16
_ _—10/16 =5/8 = 0,625
=<

* Si cos x = 0,625 = x, =
51° 19" 4,13", x, = =51° 19' 4,13"

* Sicosx=-1= x; =180°

En comprovar les solucions, les tres sén va-
lides.
b) tg2x + 2 cosx =0 = 28X ) psx=
1-— Ifg2 X
0= X | osx=0=
1-— z‘g2 x
sin x/cos x

= — tcsx=0=
1 — (sin” x/cos” x)

= SIMXCOSX s x =0 =

cos® x — sin* x
= sin x cos x + cos x (cos® x — sin* x) = 0 =
= cos x (sin x + cos* x — sin* x) = 0 =
= cos x (sin x + 1 — sin® x — sin* x) =
= cosx (1 +sinx—2sin* x) =0 =
_ cos x = 0

{1 +sinx—2sin* x=0= sinx=

_—1:\1+8 _ 112

4 1
*Sicosx=0= x =90° x, = 270°
-snmx=_%=>%=2mzm=3w°=
= =30°
*Sisinx=1= x5 =90° = x|
En comprovar les solucions, veiem que to-

tes elles sén valides.

c)\/zcosg—coslez

1 + cos x

2
= N1l +cosx —cosx=1="N1—-cosx =

2
=1 +cosx=1+cosx=1+ cos" x +

=2

—csx=1=

+ 2 cos x = cos" x + cos x =0 =

= cos x (cos x + 1) =0

e Sicosx=0= x =90° x, = 270°

* Sicosx=-1= x;=180°

En comprovar les solucions, podem com-
provar que les dniques valides sén:

x = 90°1 x5 = 180°

d) 2 sin x cos* x — 6 sin’ x = 0 =

= 2 sin x (cos” x — 3 sin* x) = 0 =

= 2 sin x (cos* x + sin* x — 4 sin* x) = 0 =
= 2sinx (1 —4sin*x) =0

e Sisinx=0= x =0° x, =180°

. 1 . 1
°Slsmzx=—$sznx=1§=>x3=

4
= 30° x, = 150°, x5 = 210°, x; = 330°
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Comprovem les solucions i observem que e (3T ) (3T 2w
sén valides totes elles. - 2 6 ) 6
25. Transforma en producte sin 3x—sinx =~ 3 7 7

i resol després 'equacié sin 3x — sin x = 0.

Aleshores la solucié és valida, ja que:
. . X+X . 3x—x > :
.vm3x—.vmx=0:>2€os32 .rm3 =

2 sin(a'c—x)z_l=cos(3ﬂ:—x)+cosn=
. cos 2x = 0 2 2
=0326052x5mx=0={ .
sin x = 0 1
= 5 + (—].)
*Sicos2x=0=
2x = 90° — x, = 45° xzzlén=>sin(n—x)=sin( —T)z
_ 2x = 270° — x, = 135°
2x = 90° + 360° — x; = 225° _ in (—SW) _ 1
2x = 270° + 360° — x, = 315° 6 2
11 -2
e Sisinx=0= x =0° x = 180° m(szn_x) = 605(32“—6“) = 605(6“) -
Comprovem que les sis solucions sén va-
lides. = cos (_;) = %
26. Resol les segiients equacions trigo-  Aleshores, també és valida aquesta solucid,
nometriques: ja que:
a) sin (T — x) = cos Szfc—x)+cosn sin (70 — %) = _21=605(32“_ )+cosn=
b)sin(Z—x)+ 2sin x = 0 =%+(_1)

a) sin (W — x) = sin x . ST
) sin ( ) Aleshores, I'equaci¢ ~ Per tant, les dues solucions sén valides:

cos (375 —x) = —$5in x 7 11

2 queda: X = ?ﬂ rad i x, = —675 rad
cos ® = —1
Sinx = —sinx—1=2sinx=—1= b) sin Z—x)zsianosx—msZsinx:
= s5in X = -1 V2 2

2 7 cos X — 7 Sin x
.o -1 77 11m
Si sin x = 5 TN ?rad, X2 = Trad Aleshores I'equacié queda:
. ﬁcosx——zsinx+ 2 sin x =

En comprovar, veiem: 2 2
x1=m=>5i”(ﬂ—x)=5iﬂ(n—m)= =0=>—2605x+ﬁ5inx=0=>

6 6 2 2
=sz'n_—=i = cosx +sinx=0= cos x = —sin x =
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=>x1=3—nrad,9@=7—nrad

4 4

Comprovem que cap solucié no és valida.

Aleshores I'equacié no té solucid.

27. Escriu, en radians, I'expressié gene-
ral de tots els angles que verifiquen:

a) tgx = 33 b) sin x = cos x

©) sin” x = 15 d) sin x = tg x

a) x = 120° + £ - 360° o bé

x = 300° + £ - 360°

Les dues solucions queden recollides en:
x = 120° + k- 180° = 3%2 + b morad =
=xamb k€ Z
b)x=%+knradambkez

c) Sisinx=12x=§+2knrad
Sisinx=—l=>x=27n+2/enrad
= x = % + k m rad

amb £ € Z

d) En aquest cas ha d’océrrer que:
O bésinx=0= x=+Fkmn rad

O bé cos x =1 $x=2knrad}
}= x=Fknradamb bt E 7
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Per practicar

Graus i radians

28. Expressa en graus sexagesimals els

angles segiients expressats en radians:

47

s o) 2T

3 ©)

271 5n 77
a s b s d
) 3 ) 4 ) 6
Fes-ho mentalment tenint en compte que:
7t radians = 180°.

a) 120° b) 240°%; ¢) 225° d) 210° ¢) 810°

29. Expressa en graus sexagesimals els
angles segiients que tens en radians:
a) 1,5; b) 3,25 ¢) 5; d) 2,75

2) 390° 15 -850 56" 37"
27

by 390° 35 _ 183° 20" 47"
2

o) 390° 5 _ 286° 28" 44"
2

d) 300° 575 _ 157° 33" 48"
27

30. Passa a radians els angles segiients

expressats en graus. Expressa’ls en fun-

ci6é de m:
a) 40° b) 108° c) 135°%
d) 240° ) 270°  f) 126°

Simplifica Uexpressié que obtinguis sen-
se multiplicar per 3,14...

a) = 40n _ 21
180~ 9

Y ;$°'4W:=%¥

b) aégo. 108°=4%?

9 3230. 135° = %f—

¢ 3§g°' 2407 = %?

e) 3130 . 270° = %%9

2 7T
f . 126° = L2
) 360° 10




FUNCIONS I

FORMULES TRIGONOMETRIQUES

31. Troba sense emprar la calculadora:

3n

a) Scos * — cos 0 + 2cos T — cos 2 +
2 2

+ cos 2 T

b) 5tgn+3cosg—2tg0+
+sin37n—2$in2n

—4sin37ﬂ+3sinﬂ:—

Comprova el resultat obtingut utilitzant
la calculadora
aQ)5:-0-1+2-(-1)-0+1=-2
b)5-0+3.-0-2-0+(-1)-2-0=-1

2 5
L1 -4(1)+3-0-2.1=
C)3 ()"’ 3

%+4+O—i=3
3 3

32. Prova que:

a)4sin%+\/§cos%+cosn=2

b) 23 sinz?n+4sin%—23ing=3

3)45i7l%+\/§c‘05%+605n=4~%
+V§-if+-@4)=24-1—1_=2

+

b) 2V3 sin 2, 4sin T — 25in T -
3 6 2

=2V§’.j3_+4.Al__2. 1 -
2 2

3+42-2=3

33. Troba el valor exacte de cada una

d’aquestes expressions sense utilitzar la

calculadora:
a) sin%+sin%+sinn
b) cos ® — cos 0 + cosﬁ—coss—n
2 2
.21 7T 41 11n
c)sm3 c056+g3+g6

Comprova els resultats amb la calcula-

dora.
a) ﬂ +1+0 = Q + 1
2 2
b)=1-1+0-0=-2
c)\/g—(—\/g)+\/§+( @)zw\/gz
2 2 3 6
55
N3
3
34. Troba el valor exacte d’aquestes ex-
pressions sense usar la calculadora:

:al)sinsin+cos37n—sin777E
b)cosfm+tg4;-c—tg767c

PRE] cos% +sin%— 2cos%—2\/§ sm%
Comprova els resultats amb la calcula-
dora.

BL02)- ()42
2 2

2 2
b);7+¢f__j§= 3+6V3-2V3 _

2 3 6
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35. Troba, en radians, I’angle o tal que:
sin o = 0,72 1 cos o < 0.
sina=0,72>0

cos o <0 }

} o € 2n quadrant — o = 0,8 rad

36. Indica, sense passar a graus, en quin
quadrant es troba cada un dels angles
segiients:

a) 2rad b) 3,5 rad

Tingues en compte que:

¢) 5 rad

g 1,57 7t =~ 3,14; 37“ ~ 4,7 21 ~ 6,28

a) 2n quadrant
b) 3r quadrant
c) 4t quadrant

Férmules trigonometriques

37. Troba les raons trigonometriques de
I’angle de 75° sabent que 75° = 30° + 45°.
sin 75° = sin (30° + 45°) =

= sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°
L2, B 2

2 2 2 2 4

cos 75° = cos (30° + 45°) =

= cos 30° cos 45° — sin 30° sin 45°

G2 1 e
2 2 2 2 4

o _ 0° 4 o) _ tg300+tg450 _
g 75° = tg (30° + 45°) 1 1g30° 17 45°

_ V3/3 + 1 _ (\/§+3)/3 _ 3+43 _
N3-3)/3 3-13

1-3/3

_ (3+\/§)2 _ 94+34+6V3 _
9-3 6

_ 12+66\/§ 2+\/§

NOTA: També el podem resoldre d’aquesta

manera:

[g750 _ 5iﬂ750 _ \/§+\/8 — (\/§+\/8)2
cos75° 6 -2 6-2

=2+6+2\/E=8+4\/§=2+\/§
4 4

38. Sabent que sin x = % ique % <x<m,

calcula, sense trobar préviament el valor
de x:
a) sin 2x b) tg % c) sin (x + 2)

d) cos (x— g) €) cos% f) 1g (x + 74“)

Has de calcular cos x = —\/ 1— (g)2 =

- ¥ tgx = —% i aplicar-hi les férmules.

5

_ 4 .- a1 __4
cos x = N1 —sin“x = 1 25 = s

(Negatiu, per ser 2n quadrant).

tg x = sin x =_é
cos x 4
a)sin2x=2sinxcosx=2-2-(-2):
_ 24
25
_x _ 4fl=cosx _  [1=(A4/5) _
b) g = 2 Nl+cosx N1+ (-4/5)

_ A5
- 1/5_3

Signe positiu, ja que si x € 2n quadrant,

aleshores % € 1r quadrant.

c) sin x+n)=sinxcosn+cosxsinn=
6 6 6
:3.@+(_4 L1 _33-4
5 2 5 2 10

X— —|=C05s X cOS — + Sin X Sin — =
3 3 3
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2 10
¢) cos X ¥ 1 + cosx 1 —4/5
2 2 - 2 -
L5 [T Y10
2 N10 10

© Signe positiu, perqué g € 1r quadrant

f ( Tl:) _ _tgx+tgm/d
)l 4 1 —tgx+tgm/4

3441 1-3/4 1

C1-(=3/4)-1 1+3/4 7
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39. Troba les raons trigonomeétriques de
Pangle de 15° de dues maneres, consi-
derant:

a) 15° = 45° — 30° b) 15° = 3%

a) sin 15° = sin (45° — 30°) =

= sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° =

V2 V3 V2 1 _Ve-\2 _

2 2 2 2 4
0,258819

cos 15° = cos (45° — 30°) =

= cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° =

_V2 N3, V21 V62
2 2 "2 27T
- 0,965926

sin 15° =\/8—\/§= 6+2-2012 _
cos 15° V6 +\2 6-2

_8-4V3
4

b)sin15°=sz’n300=\/m=
2 2

=\/1_;/§/2 z\/2—4\/§ _ V2;V5 _

515 =

=2 -3 =0,267949

0,258819

mlSo:mW’:\/mz

2 2

_A[1+73/2 _ \/m - 0,9659258
2 4

i 15° - N2 -3 _ 0,258819
243 09659258

Pagina 137

0,2679491

40. Sabent que sin x = % i que x és un

angle del primer quadrant, calcula:

a) sin 2x b) tg % ¢) cos (30° — x)

sinx=% cos x, tg x > 0

x €1r quadrant %Elr quadrant —> {
sin x/2 > 0
cos xI2 > 0
tg x12 > 0

* cos x = N1 —sin*x = 1—i

213 5
® tfox = 2 = Z2Z
5" i3 s

a) sin 2x = 2 sin x cos x = 2 -

_ 45

2 s

5 -

9
b X _ [1-cosx =4[1—2\/§/5 _
) 1 2 1 + cos x 1+ 2V5/5

=\/5—2\F5 _Al2544-5-205 _

5.5 25-4.5
_A|45-20V5 _\[9 _ 45
5

c) cos (30° — x) = cos 30° cos x +

V3205,

+ sin 30° sin x = —=
2 5

1 2

2 3
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- V15 P 31545 c.osx=—3/4}e x €3r quadrant =
5 3 15 sin x <0

41. Sitgoa=-4/3190° < a < 180° cal-

cula:

a) sin (n—(x); b) cos 180°—a);
2 2
90°<a<180°—>{””°‘>0
cos o < 0
A més, % €1r quadrant
4
e fr Ol = —
¢ 3
1 16 25
° - 1 = — 1 = —
COSZOL tgzOL+ 9 + 9
%coszazl%cosoc:—é
25
e sin o =Nl—cosa = ’\/1—2—95 =
_L[16 _ 4
5 5
. T
a)sm(z—a)—szncosot—cossmocz
1 (_3)_0 4__3
5 5 5

b) cos (180° — OL) — cos 180° cos & +
2 2

+ sin 180° smg —cos & = \/m =
,1+(3/5) [5— 1[
=_\F=_(
5 5

42. Sabem que cos x = _3 isinx<O.

4

Sense trobar el valor de x, calcula:

a) sin x3 b) cos (7w + x); ) cos 2x

d) tg%; e)sin(;— ); f) cos(m —;)

= g €2n quadrant

2) sinx = —N1—cofx = —\|1 -2 =

b) cos (7t + x) = cos T cos x — sin T sin x =

- _ _3
= —cos X = Z
c) 6052x=6052x—sin2x=%—%=
_ 2 _1
16
0 g % - [T [
2 1 + cos x 1-3/4
Z N7
1
e) sin n—x)zsinncosx—coxﬁsinxz
2 2 2
- __3
= cos x = %

f) cos(n—x)=cos:n:co.vx+sin:rc.vz'nx=
2 2 2

o I I
-k - £
8 8

43. Sicos78°=0,21sin37° =
la sin 41°, cos 41° i tg 41°.
41° = 78° — 37°

o 5in 78°= 1 — cos® 78° = V1 - 0,2> = 0,98

0,6, calcu-

* cos 37°= N1 —sin* 37° = N1-0,6> = 0,8
Ara ja podem calcular:

* sin 41° = sin (78° — 37°) =

= sin 78° cos 37° — cos 78° sin 37° =
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- 0,921.00,8 - 0728 0,367: 0,664 = 90° + k- 360° - % oy
cos = cos ( — ) = b b€ 7

cos 78° cos 37° + sin 78° sin 37° =
0,2 -0,8 + 0,98 -0,6 =0,748

sin41° _ 0,664
cos 41° 0,748

tg 41° = = 0,8877

44. Sitg (0 +P) =41itgoa=-2,troba
tg 2.

@«x+@=;%2;%%—»4=

=7 1gB =6 -~
Aleshores:
20B  2-(=67) _ —12/7
2B = = = =
20 = TR T 136049 T 13149
1249 _ 84
7.13 13

Equacions trigonometriques

45. Resol les equacions segiients:

a) 2cos" x —sin*x +1 =0

b) sin* x — sin x = 0

Treu-ne el factor comu i iguala a zero
cada factor.

c) 2cos” x — N3 cos x =0

a) 2cos® x —sin* x + 1 = 0}

6052 X

} = 2cos* x — cos” x = 0
x, = 90°

2 —-— —
cos x—0—>cosx—0—>{x2=2700

En comprovar-les a I’equacié inicial, les

dues solucions sén valides. Ja que:

x2=270°+k-360°=37“+2kn

Cosa que pOde expressar com:

x=90°+k-180°=%+knambk€2/

b) sin x (sin x —1) =0 —

. sin x =0 — x =0° x, = 180°
{:inx= 1 = x; = 90°

Comprovant les possibles solucions, veiem

que totes tres sén valides. Ja que:

X, = k- 360° =2k x

x,=180° + k- 360° =7 + 2k T amb tEZ
x3=90°+/e-360°=%+2kn
O, d’una altra forma:
X = k= k- 180°
amb £ EZ

x3=%+2m=90°+/e.360°
(x, aix{ inclou les solucions x, i x, anteriors)
¢) cos x (2cos x — N3) = 0 —
cos x = 0 —= x; = 90° x, = 270°
g 3 o o
cosx=7—>x3=30,x4=330

Les quatre solucions sén valides. Per
tant:

x1=90°+/e~360°=%+2/en
x2=270°+/e-360°=37“+2k75

x3=30°+k-360°=%+2kn

117w

x4=3300+k'3600= T+2/€J‘C

} amb £ EZ

NOTA: Observi’s que les dues primeres so-
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lucions es podrien escriure com una sola

de la forma segiient:
x=90° + k. 180° = %; -

46. Resol:

a) sin” x — cos* x = 1

b) cos® x — sin* x = 0

c) 2cos’ x + sin x = 1

d) 3t x - 31 x =0

Q) (1 —cos*x) —cos* x=1—>1-2co8 x =
=1 —>cos’x=0—

x; = 90°

— cos x =0 — {Xz _ 270°

Les dues solucions sén valides. Ja que:

x; = 90° + k - 360° = g,+ 2k
x, = 270° + b - 360° = %;,+ 2%
} amb £ EZ

O, el que és igual:
x=90°+/e-180°=%+knamb/e€2/

b) (1 —sin’ x) —sin* x=0—>1-25in* x=0 —

V2

) 1 .
— sin x=§—>smx=4_r—

2

'Sisinx=\/2§%xl=45°,x2= 135°
* Sisinx= —\/25 — x5 = 225°% x4 = 315°

Comprovem que totes les solucions sén va-

lides. Per tant:

x1=45°+k-360°=%+2kn

x2=135°+k-360°=37n+2kn

x5 =225+ k-360°= == +2km

%, =315+ k-360°= 7% L 2k m

}amb k€EZ

O, el que és el mateix:

x=45+£%£-90°=" s k. Zamb bEZ
4 2
c) 2 (1 = sin* x) + sin x =
=1 =2 -2sni*x+sinx=1—
-2t x—sinx—1=0—
1+N1+8 _ 1+3 _
4 4
__—1=x=90°
T~-1/2 = x, = 210°, x; = 330°

— §in X =

Les tres solucions sén valides, és a dir:

x; = 90° + k- 360° =Ag,+ 2k
x, = 210° + k - 360° =4%?7+ 2%
x3=330°+k-360°=11—n+2kn

}amb kEZ
d) rgx (3 tgx—\/g) =0 —
tgx =0 —=x =0°x, = 180°

—_
tg x = \/35 — x3 = 30° x, = 210°

Comprovem les possibles solucions en
'equacié inicial i veiem que les quatre sén
valides.

Aleshores:

x; = k-360° =2km

%, = 180° + k- 360° = 7 + 2k 7

%=3W+k-3@°=%+2kn
x, = 210° + k- 360° = %§7+ 2% m
amb £ EZ

Cosa que es podria expressar amb tan sols
dues solucions que englobessin les quatre

anteriors.
x;=k-180° = km
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x2=30°+/€-180°=%+/eﬂ:amb/e62/

47. Resol les equacions segiients:
a) sin(n— )+cos(n—x)= 1
6 3 2

b) sin 2x — 2 cos*> x = 0

Desenvolupa sin 2x i treu-ne factor co-
mi.

c)cos2x -3 sinx+1=0
Desenvolupa cos 2x i substitueix cos’ x =

=1 — sin’ x
d)sin(2+x)—\/§ sin x =0

. It T . T
a)smgcosx—cos—smx+cos§cosx+

6

R A 1
+ Sin = sin X = —
3 2

1 3 . 1 3 . 1
—cosx——smx+—cosx+—5mx=5

2

1 1 1
— C0S X + — (0S X = — —> (0§ X =
2 2 2

/3
51t/3

_— X1
<

1
2
Comprovem 1 veiem que:

T n) (rc :rc)_

— = |+cos |5 - =

6 3 3 3
1 1

X, —> sin

= sin —n)+6050=+1=
6 2 2
xzefing—sgc)+cos(g—5;)=
) S:rc) (475 1 1
=sin|—— | +cos|-——|=1- = =
3 3 2

Sé6n valides les dues solucions. Ja que:

Ry
I

%+2/en=60°+/e-360°

3
|

_57%+2kn=300°+k-360°

} amb kEZ

b) 2 sin x cos x — 2 cos* x =

=0 — 2 cos x (sinx—cos x) =0 —
cos x =0 — x, =90° x, = 270°

- {xinxz cos x —> x5 = 45°, x;, = 225°

Comprovem les solucions. Totes sén valides:
x1=90°+k-360°=g+2kn

x2=270°+/e-360°=37ﬂ:+2k:rc
x3=45°+/e-360°=%+2kn
x4 = 225° + k- 360° =
5—4%+2/€JT

També ho podriem expressar com:

x1=90°+/e-180°=%+/m

x2=45°+/e.180°=%+kn

}amb £ EZ
c) cos x —sin* x—3sinx+1=0—
— 1 —sin*x—sin*x—3sinx+1=0—
— 1 -2sn"x—-3sinx+1=0—
—= 2sin" x+3sinx—-2=0—
3:V9+16 _ -3+5 _

4 4
- 1/2 = x, = 30°, x, = 150°
- T~ -2 — Impossible!, ja que |sin x| < 1

— §in X =

Comprovem que les dues solucions sén va-
lides.

Ja que:

x1=30°+/e-360°=%+2/e:rc

X 150°+k-360°=%”+2kn
}amb £ EZ

. T T . .
d) sin X cosx + cos = sinx—N2 sinx=0

4 4
V2 V2

—= cosx+ —=sinx—\N2 sinx=0
2 2
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V2 2

7coer—?erxzO—>cosx—sl';'zx=0—>

—>cosx—sinx%x—ﬂ:x—sj‘C
= 1= s Xy = T
4’ 4
En comprovar, podem veure que ambdues

solucions sén valides. Ja que:

x1=%+2kn=45°+k-360°

e %%,+ 2k 7 = 225° + k - 360°

}amb kEZ

Podem agrupar les dues solucions en:

x=%+/€:ﬂ:=45°+/€-180°ambk€2/

48. Resol aquestes equacions:

a) 4 sin*xcos> x +2coss x—2=0
En fer sin’ x = 1 — cos’ x, en resulta una
equacié biquadrada.

Fes cos’ x = z i comprova si sén valides
les solucions que obtens.

b) 4 sin* x + sin x cos x — 3 cos” x = 0
Divideix per cos® x i obtindras una equa-
cié amb tg x.

c) cos2§+cosx—%=0

d)tgz%+1=cosx

e) 2 sin” X 4+ cos2x =0

a) 4(1 — cos> x) cos> x + 2 cos* x —2 =0
4 cos’ x —4cos* x+2cof x—2=0

4 cos* x — 6 cos* x + 2 =

=0—=>2cos' x—3co’x+1=0
Sigui cos’ x =z —> cos* x = 2

Aix{: 3:9"%

27 - 1=0—>z=2%2V=8_
3z + z 4

o 3+x1 _—
-2 <

z1=1—=cosx=
/
\ 1
Z2=5 > (C0S X =

- x3=45° x,=315°
7 x; = 135°, x; = 225°

Comprovem les possibles solucions, veiem

que totes sén valides. Per tant:

x, = k- 360°=2km

x, = 180° + £ -360° =m + 2k m
%=4T+k-3@°=%+2kn
M=3w°+h3ar=%l+%n

xs = 135° + k- 360° = %g,+ 2%k

xe = 225° 4 k- 360° = %f—+ 2%
}amb kEZ

O, agrupant les solucions:

X = k- 180° = b

=45 k900 = Ty kg}ambkez

b) Dividint per cos® x:
2
3 cozx X _ 0 —
cos” x

4 sin* x SIN X CoS X

cos” x cos” x
— 41 x+tgx—-3=0—
—1+V1+48 _-1+7 _

8 8
3 [x =36°52" 116"
4 {x2= 216° 52' 11,6"
1= 7 135°

x; = 315°

Les quatre solucions sén valides:

—>tgx:
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X, =36°52' 11,6" +/e-360°==%+2/en

% =216°52' 11,6" + k- 360° ~ 65“ s 2km

x3=135°+/e-360°=%“+2kn

x4=315°+k-360°=7?n+2kn

}amb kEZ

O el que és el mateix:

x;=36°52" 11,6" + k - 180°z%+ kw

x2=135°+/e-180°=3?n+/en
}amb £€EZ

1+ cosx
) ——=
2

1
+Cosx—5=0—>1+cosx+

+2cosx—1=0—=>3cosx=0— cosx =
=0 — x =90° x, = 270°

Les dues solucions sén valides. Ja que:

x1=90°+k-360°=%+2kn
x2=270°+/e-360°=37ﬂ:+2/eﬂ:
}amb £€EZ

Agrupant les solucions:

x=90°+/e-180°=%+/enambk€2/

1 —cosx
d —*%~2
1 + cos x

+1=cosx—=>1—-cosx+ 1+

2 2
+ COS X = COS X + cos” X —> 2 = cos X + cos” x —>

2
— cos"x +cosx—2=0— cos x =

_1+N1+8 _ -1x3 __~

22 T

1 —=x=0°
T~ -2 — Impossible!, ja que |cos x| = 1

Ja que:
x=/k-360°=2kmambrkEZ

FORMULES TRIGONOMETRIQUES
e)2-%+coszx—sin2x=0—>

— 1 —cosx+cosx— (1 -cos*>x) =0 —
— 1 —cosx +cos” x—1+cos” x=0—
— 2 cos* x — cos x = 0 —
— cosx (2cosx—1)=0 —
cos x =0 — x; =90° x, = 270°
{cosxz 1/2 = x; = 60°, x;, = 300°

Es comprova que sén valides totes. Per tant:

x1=90°+/e-360°=%+2/eﬂ:

x2=270°+k-360°=37n+2/en
x3=60°+k-360°=§+2kn

x4=300°+/e-360°=5?n+2/eﬂ:

}amb £ EZ
Agrupant les solucions quedaria:

x;=90° + k-180° =" 4+ km
2

% = 60° + k- 360° = 3T 4 2k
2

x3=300°+k-360°=%7‘+2/m

}amb k€27

Identitats trigonometriques

49. Demostra que:

sin (0 +f) _ tgo+tgf

sin(a-B) tga-1tgf

Aplica les formules de sin (0. + B) i sin
(o0 — B). Divideix tant el numerador com
el denominador entre cos o. cos [} i sim-
plifica-ho.

sin(0+PB)  sinacosP+cosasinfB o
sin(a—P)  sind cos P —cosasin
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sin o cos B cos o sin B 1 . V3
= |(cos x) — — (sin x) —=| —

cosQcosB coscosPB g+t 2 2

sin Q. cos 3 cos . sin B C ga—1gP
cos QL cos B cos o cos

) Dividim numerador i denominador en-

tre cos oL cos .

50. Prova que 2 #g x cos” ; — sin x = 1g x.

Substitueix cos® % = 1*+€0s¥x,

2 2
Comquecos%:i “—% %COJ‘Z%:
_ l+cosx

2

I substituint en 'expressid:

X .
2tgxcos25—smx=

B 2sz'nx 1 +cosx

cos x 2

—sin x =

sin x (1 + cos x) — sin x cos x ()

cos x
sinx [1 + cos x — cos x] sin x

= = = t’g X
cos x cos x

) Traient el factor comd.

51. Demostra que cos |x + ;) -

( 2
— CO0S x+? = CO0S X.

Desenvolupa i substitueix les raons de:

T . 21
7 —.

3 3

cos

Zn)
X+ = =
3

[ T . . n]
= |Ccos X cOS — — Sin X sin — | —
3 3

n)
X + =| — cos
3

[ 21 . . 2w ]
— |cos X cOS — — Sin X sin — | =
3 3

- [(cos x) (—;) — (sin x) \/23] -
V3

1 . 1 3 .
= —(0SX— —=SINX+ — COSX+ —= SIn X =
2 2 2 2

= (0s X

52. Demostra que: cos o cos (o0 — ) +
+ sin o sin (o0 — P) = cos P.

Aplica les formaules de la diferéncia d’angles,
simplifica-ho i extreu-ne factor comai.

cos o cos (o0 — PB) + sin o sin (o0 — P) =
= cos o (cos o cos B + sin o sin ) +

+ sin o (sin o cos B — cos o sin PB) =

= cos® O cos B + cos O sin o sin B +

+ sin* o cos B — sin o cos o sin P =

= cos® & cos B + sin® o cos B o

9 cos B (cos® o + sin* &) = cos B - 1 = cos B

) Traiem el factor comdu.
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2sino—sin2 o
2sind +sina

53. Prova que:

o
—tg22.

2sino—sin2 o 2 sin O — 2 sin O cos O
2sinO +sin20  2sin O+ 2 sin O cos O,

1 —cosa o
= = [ —_
1 + cos o gz 2

2 sina (1 — cos o)
2 sina (1 + cos o)

54. Simplifica: 2 cos (45° + 0) cos (45° — 0)
cos2 o
En desenvolupar el numerador obtindras

una diferéncia de quadrats.
2 cos (45° + o) cos (45° —a)
cos 20 -

2 cos (45° cos o — sin 45° sin @) -
cos® oL — sin* o
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.(cos45°cozs(x+s'inz45°5in(x) _ llr _ 8u+3m _ 11w _ 2+ 3n g
cos” 0L — sin” O 4 4 4 4 5
_ 2(cos® 45° cos” o — sin® 45° sin’ @) _ P 11 B
cos> oL — sin” oL 4
_ 2 [(V2/2) cos® o — (N2/2)% sin o] _
cos” oL — sin’” o 57. Demostra: cos(@-f) _ 1+egorgf

cos(0+P) 1-tgatgf
= cos(@—P) _ cosacosB +sinosinf ¢
cos (0 +PB)  coscos P —sindsinf

_2-1/2 cos o —2 - 1/2 sin* a
cos® oL — sin’” oL

2
=w=1 cosacos[3+sincxxinﬁ

2 . 2
cos O = & cosoLcosB cosocosP 1+tgotg
cos O cos 3 sin sin B l1-—ztgotg P
cos . cos 5 cos o cos 3

Per resoldre

© Dividim numerador i denominador en-
55. En una circumferéncia de 16 cm de  tre: cos o cos f3
radi, un arc mesura 20 cm. Troba ’angle )
central en graus i en radians. 58. Simplifica ’expressié M i cal-

1 - cos™ o

T . . N
rob.a la longztud. de la czrcumﬁzr.encza i cula’n el valor per a a = 90°.
escriu la proporcié entre les longituds . :
sin20. 2sinQcos Q. 2 cos Q.

1 — cos® sin® o sin o,

dels arcs i la mesura dels angles.

Per tant, si o = 90° = M =
1 —cos” a
_ 2 cos O _ 2.0 -0
sin o 1

59. Resol les equacions segiients:
Com que la circumferéncia completa a) cos 2x + 3 sin x = 2

(o0 = 100,53 cm) sén 27 rad, aleshores: b) tg2x - tgx=1
10053 _ 2x o _ 20-2m _ 1.25 rad  © €08 x cos 2x + 2 cos® x = 0
20 o 100,53 d) 2 sin x = tg 2x

600 o 1 n .
a =90 125 - 71°37 11 &) V3sin X + cosx—1=0

2 2

f) sin 2x cos x = 6 sin® x
56. Troba, en radians, I’angle compres T
entre 0 i 27t de manera que les raons tri- 8 g (4 —xrgx=l
gonometriques coincideixin amb les de a) cos’ x —sin® x + 3 sinx =2 —>
&. — 1 —sin* x—sin* x + 3 sinx=2 —
4

.2 .
— 2san" x -3 sinx+1=0—

0<oa<2m;
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FUNCIONS I
—>Sl.ﬂx=3iv49_8=3zl<

_— 1 %xl =90°
~~1/2 = x, = 30°, x, = 150°

Les tres solucions sén valides:

x1=90°+/e-360°=§+2kn

x2=30°+/e~360°=%+2kﬂ
x3=150°+k-360°=%+2/en
}amb €27

b)%ﬁi.tgleaztg%_

17 x
=1—tgzx—>tgzx=%—>tgx=

., L [x= 30°, x, = 210°
T3 {x3 = 150°, x, = 330°

Les quatre solucions sén valides:

x1=30°+k-360°=%+2/en

7n

x, = 210° + k - 360° = < + 2k T
%, = 150°+/e.360°=%“+2m
xs = 330° + k- 360° = 1én + 2k T
}amb €27

Agrupant:

x1=30°+k-180°=%+/en

x2=150°+/e-180°=%+kn

}amb kE€EZ

c) cos x (cos* x — sin* x) + 2 cos> x = 0 —
— cosx (cos* x— 1 + cos* x) + 2 cos x =0 —
— 2 cos’ x —cosx + 2 cos" x =0 —
—cosx(2cod x+2cosx—1)=0—
—>cosx=0—>x1=90°,x2=270°

2:V4+8 _2+2V3 _ 13 _
4 4 2

_ —1,366 — Impossible! Ja que |cos x| < -1

70,366 = ¥ = 68° 31" 51,1", x* = 291° 28' 8,9"

cos X =

Les solucions sén totes valides:

x1=90°+/e-360°=%+2/eﬂ:

x2=270°+k-360°=37n+2/en

x3=68°31"'51,1" + k- 360° = 0,381 + 2k
x;=291°28'8,9" + k- 360° = 1,621 + 2k

}amb kEZ
Agrupades, serien:

X, =90°+4-180° =2 4 kb
2

x,=68°31"'51,1" + k- 360° = 0,381 + 2k
x;=291°28'8,9" + k- 360° = 1,627 + 2k
}amb £EZ
d)25inx=itgx——>2xinx—
l—tgzx
—25inxtg2x= 2 tgx —
sin® x sin x

— §in X — sin X = = = —
cos” x cos x

—> 5in x cos” x — sin x sin® x = sin x cos x —>
— sin x (cos* x — sin* x — cos x) = 0 —
— sin x (cos” x — 1 + cos* x — cos x) = 0 —
- sinx =0 — x, =0° x, = 180°

{2 coss x —cosx—1=0°— cos x =

=li\'l+8 _—

4 T

1 = x=0° = xy
T~ -1/2 = x;, = 240°, x5 = 120°

Les quatre solucions sén valides. Ja que:
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x; = k-360° =2km - <x3=30°,x4=150°
%, = 180° + k- 360° = 0 + 2k x5 = 210% x = 330
x, = 240° + k- 360° = 4 + 2k W Comprovem que totes les solucions sén va-
3 lides.
x5 = 120° + k- 360° = 3775 + 2k Donem les solucions agrupant les dues pri-
Lamb £EZ meres per un costat i la resta per I'altre:
. . X = k-180° = kn
Que, agrupant solucions, quedaria: amb 4 €7
X = k- 180° = km x2=30°+k~90°=%+k-%
0 o _ 2
x, = 120° + k - 360 =?+2/en ) te (t/4) + to x +tgx—1—>1+t§x
1 —1g (n/4) tgx 1 —rgx
0 L
x3=240+/?'360=7n+2k75 +tgx=1—=>1+1tgx+1tgx—1tg x =

}amb £EZ
e) V3

1-cosx | oosx-1=0—

- 3—32[‘0536 = (1 = cos %) —

—3_3cosx=2(1+ cos’ x— 2 cos x)—

-2 ¢’ x—cosx—1=0—

1+V1+8 _ 123 _

— (0SS X = =

4 4

- 1=x=0°
T T~ 1/2 = x, = 120°, x5 = 240°

En comprovar, veiem que les tres solucions

sén valides:

= k- 360° = 2k 1
x2=120°+/e-360°=2?n+2kﬂ:
x3=240°+k-360°=43“+2/m

}amb kEZ

£) 2 sin x cos x cos x = 6 sin® x —>

— 2 sin cos® x = 6 sin® x —

— 2 sin x (1 = sin* x) = 6 sin®> x —

— 2sinx—2sin’ x =06 sin’ x

—=sinx=0—=x =0°x =180°
1

. 1 .
szn2x=z—>smx=i—%

2

=1—tgx—>tg2x—3tgx=0—>
— tgx (tgx—3)=0—
tgx =0 —=x =0°x, = 180°
— ligx=3—x;=71°33 542",
x; = = 251° 33" 54,2"
Les quatre solucions sén valides:
=k-360°=2km
%, = 180° + k- 360° = 7 + 2k 7

x;=71°33' 542" + k- 360° = 2?“ L 2b

—251°33'54,2" + k- 360° ~ 75“ +2%km
}amb £EZ
O, el que és igual:

=k-180°=Fkm
x, = 71° 33" 54,2" + k- 180°= ? + kT

}amb k€27

60. Resol les equacions segiients:
a) sin 3x — sin x = cos 2x
b) Sin5x+sin3x _ 4
cos x + cos 3x

) sin3x + sinx _ \[3

cos 3x — cos 3x
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d) sin 3x — cos 3x = sin x — cos x
Transforma les sumes o diferéncies de si-
nus i cosinus en productes.

a) 2 cos 3x+ x sin Sx—x
2 2

2 cos 2x sin x = cos 2x —=> 2 sinx =1 —

= cos 2x

esmx=%»em=3w:%=1m°

Comprovant, veiem que les dues solucions

sén valides. Doncs:

x; = 30° + k - 360° = %f+ 2k
%, = 150° + & - 360° = %§,+ 2% 7
}amb £E€EZ
2 sin 4x cos x 1 sin 4x ] -
2 sin 2x cos x sin 2x
o osin(2-2x) _ | — 2 sin 2x cos 2x _
cos 2x cos 2x
1

=1—>25in2x=1—>5in2x=5—>
2x=30°—>xl=15°+/e-360°=%+2/en

2x=150°—>x2:75°+/e~360°:5—n+2/en

12

2x=390° = x; = 195°+/e-360°=113—2n+2kﬂ:

2= 510° = x, = 255° + £ 360° = /% 4 2k

12

}amb kEZ
En comprovar veiem que totes les solucions

sén valides.

2sin2xcosx _ cosx _ 1 _
—2sin2xsinx  —sinx g x
V3 x; = 150°
=3 gx =3 {%=3w°
Ambdues solucions sén valides. Ja que:
% = 150° + k- 360° = %§,+ 2%
o o 1131:
X2=330 +k360 =T+2/€TC

}amb £ EZ

d) sin 3x — sin x = cos 3x — cos x —>
— 2 cos 2x sin x = =2 sin 2x sin x —>
— (dividim entre 2 sin x )

sin 2x

— o5 2x = —sin 2x — T2 =
cos 2x

=-1—=>1tg2x=-1—
2x = 315° = x; = 157,5° + k- 360°
2x = 135° = x, = 67,5° + k- 360°
2x = 675° = x5 = 337,5° + k- 360°
2x = 495° — x, = 247,5° + k- 360°

}amb kEZ
Podem comprovar que les quatre solucions
sén valides. Agrupant-les:

x=067,5° + Fk-90°amb £EZ

61. a) Demostra que:

sin 3x = 3 sin x cos” x — sin’ x.

b) Resol I’equacié sin 3x — 2 sin x = 0.
a) Fes sin 3x = sin 2x + x) i desenvolu-
pa-ho. b) Substitueix sin 3x pel resultat
anterior.

a) sin 3x = sin 2x + x) =

= sin 2x cos x + cos 2x sin x =

= 2 sin x cos x cos x + (cos* x — sin* x) sin x =

3y =

= 2 sin x cos® x + sin x cos® x — sin
= 3 sin x cos® x — sin’ x

b) sin 3x — 2 sin x = 0 — pel resultat de
I'apartat anterior:

3 sin x cos® x —sim® x — 2 sin x = 0 —

Sx—2 sinx =

— 3 sin x (1 — sin* x) — sin

=0—=>3sinx—3sin’ x—sin’ x—2 sinx=

=0—=> 4’ x—sinx=0—

— sinx (4 sin* x—1) =0 —

sinx =0 — x =0° x, = 150°

— lsin x = £1/2 = x; = 30°, x, = 150°,
xs = 210°, x, = 330°

Totes les solucions sén valides i es poden

expressar aixi:
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x = k-180°=Fkm c) Procedim de manera analoga a I'apartat
x,=30°+ k- 180°=m/6 + km } anterior, pero ara:
x; = 150° + £ - 180° = 57/6 + km (1—[3+0L+[3=ai(l—[3_0t+ﬁ=_ﬁ
} amb £EZ 2 2 2 2
cos’ (G_B) — cos® ((x+[3) =
2 2

62. Demostra les igualtats segiients:
a) cos (0. + P) - cos (0. — B) = cos® o — sin”

b) sin’ (OL;B) — sin’ (OL;B) =sin o - sin 3

c) cos® (oc;[i) — cos’ (a;— B) =sin o - sin

a) cos (0 + PB) cos (a0 — P) =

= (cos o cos P — sin o sin B) (cos o cos P +
+ sin o sin B) = cos” o cos* B — sin* o sin® B =
= cos® o (1 — sin* B) — (1 — cos” @) - sin® P =
= cos” O — cos® Q. sin” B — sin® P + cos” O sin® P =
= cos* o — sin* B

b) El primer membre de la igualtat és una
diferéncia de quadrats, després podem fac-

toritzar-lo com una suma per una diferen-

cia:
[Sin(a56)+sin 0(;[3)]
-[sin a;B)—sin a;B)] o

= [2 sin a cos '3] . [2 cos a sin ﬁ] =
2 2 2 2

=4\/1—£‘050L ,\/1+cos|3 )
2 2

_\/1+cos(x _\/1—605[3 _
2 2

= V(1 = cos 0) (1+cosP) (1 +cosar) (1 —cosP) =
= V(1 = cof @) (1 - cos? B) =
= Nsin® o - sin* B) = sin o sin B

® Transformem la suma i la diferéncia en

productes, tenint en compte que:

a+p  a-p _,;a+p_a-f g4
2 2 2 2

[ 5] o [257]
folest]-le5?]-
= [2 cos % cos _2[3] . [—2 sin % sin _26] =

= [2 cos & cos B] . [2 sin & sin B] =
2 2 2 2

=4\/1+COSOL ,\/1+cos[3 .
2 2

.\/l—cosa ,\/l—cosﬁ _
2 2

=V - cos o) (1 - cos® P) =
= sin® o - sin® B) = sin o sin P

NOTA: També podriem haver-ho resolt apli-

cant I'apartat anterior com segueix:

o [258) - [250)-

=1 — sin’ (OL_I3
2

— 1 + sin?

3P

= sin’

] © sin a sin §
© Per lapartat b).

63. Expressa sin 40 i cos 40 en funcié
de sin o i cos o.
e sin 4a. = sin (2 - 20) = 2 sin o cos 20, =

=2 .2 sind cos o - (cos’ o — sin* Q) =

4 (sin o cos® o — sin® o cos Q)

cos 4ou = cos (2 - 20.) = cos> 20 — sin® 201 =
(cos* o — sin* a)* — (2 sin o cos A)* =

4 4 2 2
cos’ QL+ sin” O — 2 cos” QU sin” O, —
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— 4 sin* o cos® o =

4 4 c 2 2
= cos" O+ sin" O — 6 sin” Q. cos” QL

64. Resol els sistemes segiients i déna
les solucions corresponents al primer
quadrant:
a) (x +y=120°

{sin x—siny=1/2
b) (sin’ x + cos” y = 1

{cos2 x—sin”y=1
Fescos’y = 1—sin’ yicos’x=1— sin’ x.
c)(sin x + cos y =1

{x +y=90°
a) De la segona equacié:

200536—;151'71x—gl=l

2
Com que:
x+y=120°e200560°5inu=l—>
2 2
—>2-lxinu_ =l—>5inu_ 1l
2 2 2 2 2

x_
—_— = 300 i - = 600
2 ¥

Aixi: x + y=120°
x—y=060°
2x =180° — x = 90° — y = 30°

Aleshores la solucié és: (90°, 30°)
coszy =1 - sinzy
cos® x

b) Com que

1 — sin” x

El sistema queda:
sin* x + 1 —xz'nzy: 1
l—sinzx—sin2y= 1
sin* x — sin® y=0
—sin® x — sin’ y=1
(Sumant ambdues igualtats) —
- 25in"y=0—=>s5iny=0—>y=0°
Substituint en la segona equacié (per exem-

ple) del sistema inicial, s'obté:

o x—0=1—=co?x=1 =
_ [cos x = 1] = x=0°
{cosxz—l — x = 180° €2n quadrant

Aleshores la solucié és: (0°, 0°)

c) x + y = 90° = complementaris —> sin
X = cosy

Substituint en la primera equacié del sis-
tema:
cosy+cosy=1—=>2cosy=1—=>cosy=
=%~+y=6w—+x=9m—y=9m—6m=
= 30°

Aleshores la solucié és: (30°, 60°)

65. Demostra que per a qualsevol angle
o es verifica:

\/Ecos(:z-(x)=sin(x+cosa

Desenvolupem la primera part de la igualtat:

N2 . cos Z—OL)=
=\/§(6052605a+5in25ina =

=\/§(\/§cosa+ \/Esina)=
2 2
=\5-\/2§(cosot+xinot)=

2 . .
= = (cos O + sin Q) = cos O. + sin O

2
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66. Demostra que:

COSX + SINX _ COSX—SINX

=2 1g 2x

COSX—SINX  COSX + sinx

COSX+SINX  COSX—SINX _

COS X — SIN X COS X + SIN X

_ (cos x + sin x)? — (cos x — sin x)* _
(cos x — sin x)* — (cos x + sin x)*
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.9 . ) .
_ 6052X+Slﬂ X+2517IXCUJX—C052X—SZ}1 X+ 2 sinxcosx _

cos® x— sin’ x

4sinxcosx ) 4 - (sinx cos xlcos* x)

= ) 2 ) 2
cos® x — sin® x cos” x — sin” xlcos” x

_ 4 (sinxlcosx) _ 4-1gx
1 — (sin’ xlcos’ x) 1 —1tg x

_Z.Ltgi=2.tg2x

- l—tgzx

® Dividim numerador i denominador en-

tre 6‘052 X.

67. Simplifica 'expressié:

2tgxcoszg—sinx
X .
2tgxcoszz—5mx=

_> Sin x (l+cosx

= — sin x =
cos x 2
sinx (1 + cos x) .
=2 T snx =
cos x
. 1 + cos x
=sinx |——= - 1] =
cos x
. 1 + cos x — cos x .
=sinx|—————"""\|=sinx- =1gx
cos x cos x

Qiiestions teoriques

68. Quina relacié existeix entre les raons
trigonometriques dels angles que mesu-
T . 4T .
ren = i — radians?
5 5

4n  5m

= =7 —

5 5

T
=+
5

— s6n complementaris; per tant:

 / ) 475) . 47
sin — = Ssin |\ — — | = sin —
5 5 5
cos T = —cos 4—n; tg T —tg dn
5 5 5 5

69. Relaciona aquestes expressions amb
les raons trigonometriques de I’angle o
a) sin (m — a); cos (m — a); tg (W — Q)
b) sin (t + a); cos (m + a); zg (W + @)
c) sin (21w — a); cos 2 — a); tg 2 — )
a) (sin (M —Q) = sin o
{cos (m—a) = —cos @
=g (m—a) =-tg
b) (sin (w+ Q) = —sin o
{cos (7T + o) = —cos @ ~
=g (m+a)=1tga
c) (sin (2w — Q) = —sin O
{cos (2 — a) = cos o ”
=17 2n - a) = —tg o

70. Expressa A(x) en funcié de sin x i
cos x:

a) A(x) = sin (—x) — sin (U — x)

b) A(x) = cos (—x) + cos (T + x)

c) A(x) = sin (T + x) + cos (2 — x)

a) A (x) = sin (—x) — sin (n — x) =

= —sin x — sin x = =2 sin x

b) A (x) = cos (—x) + cos (7w + x) =

= cos x + (—cos x) = 0

c) A (x) = sin (0 + x) + cos (2w — x) =

= —SIiN X + COS X

71. Demostra que si o, § iy sén els tres
angles d’un triangle, es verifica:

a) sin (o0 + P) —siny =0

b) cos (o0 + B) + cosy = 0
ctg(a+fP)+2gy=0

Tingues en compte que o. + 3 = 180° — v,
i les relacions que existeixen entre les
raons trigonométriques dels angles su-
plementaris.

Com que en un triangle o + f + Y =

= 180° — o + P = 180° — vy, aleshores:

a) sin (o + P) = sin (180° — y) =

=siny —> sin (0 + PB) —siny =0
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b) cos (ot + B) = cos (180° — ) =
= —cos Y —> cos (0 + P) + cosy =0
c) tg (o + B) = ¢ (180° —y) =
=—tgy > te(a+P)+2gy=0

72. Demostra que si o + § + y = 180°,
es verifica:
tgo+tgP+egy=tgo-tgP-tgy
Fes o + 3 = 180° — vy i desenvolupa:

1g (o + f3) = tg (180° - ).
Sia+pf+y=180°—=a +p=180°-y —
— g (a+p) =1 (180°—y) =gy =
= gy =g (a + )

Aix{, substituint:

tg(x+tg[:’)+tgy(;) tgo+ g —rg (o +P)=

_ _ go+f
tg o+ tg P - gagp
_ (goa-wonp)+(gh-rgawP)—(go+gp) _
l-rgarmf
_—agB-goB _
l—tgotgf

= (traient factor comu) =

o gogp)
B l1-—rgargf -

=—tgo-1gf-rg o+ P) =
—igo gl o+ B Z g B sgy
Oigy =g (o +B)

73. Fes, amb la calculadora, una taula
de valors de la funcié y = cos 2x, donant
a x valors compresos entre 0 i 27t radians

i representa-la graficament.

x of L | T |Zm|; | 3m | S5% T
12| 8 | 4| 3 8 12 |2

y=cos2x |1 2322 0 _Ll|_x2 | %3 1
2 | 2 2 2 2

7a | smo|2m | sm| 7w | Sm| 7|,
12 8 314|812 4 8

_F3_x2) 1 0 23 1111010
2 2 2 2 2

L
—~
LT
|
Lt

74. Representa les funcions:

a)y=cos(x+ﬂ)
2

- si T
b)y—sm(x+2)

2
~—-x
2

b) N 9}

Per aprofundir

75. Resol els sistemes segiients donant
les solucions corresponents al primer
quadrant.
a) (sin x + siny = \3

{cosx+ cosy =1
b) (sin® x + cos” y = 314

{cos2 x —sin” y = 1/4
c) (cos (x +y) =1/2

{sin (x—-y =1/2

a) Aillant en la segona equacié:
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coxx=1—coxy(*)

llavors:
Com que sin x = V1 —coszx}

sin x = N1 — (1 —cosy)? =

=N1—1-coy+2cosy =

= V2 cosy—coszy
I, substituint en la primera equacié, es té:
Sin X + sin y = V3 — N2 cosy—cos’ y +
+5iny=\/§—>xl'ny=
=V3 -2 cosy—coszy
Elevant al quadrat:
sin’ y =
=3+ (2 cos y — cos’ y) ~2V3 (2 cos y — cos” )
sim’ y + cos’ y—2cosy—3 =
= —2V3 (2 cos y — cos’ y)
1 —2cosy—3=-2V3(Q2cosy— cos’ y)
-2 (1 + cosy) = 273 (2 cos y — cos” y)

Simplifiquem i tornem a elevar al quadrat:

(1 + cos 9)> =3 (2 cos y — cos” y) —
—>1+6052)/+2605y=6605_)/—3 6‘052)/—>

—>4coszy—4cosy+1=0—>cosy=

4£N16-16 _ 1

= - = — = 600
8 2 Y
Substituim en ), es té:
COSX=1—l=l—>X=6OO
2 2

b) sin® x + cos’ y = %
Sumant:

2 -2 1

cos” x — sin” y = "

) 2 2 )
St X + cos X + oS )Y — Sin )/=1_>

—>1+cos2y—yz'n2y=1—>

—>2coszy=1—>cox2y=%—>cosy=

V2
= 2% — y = 45°

> J
(Només considerem les solucions del pri-
mer quadrant).

Substituint en la primera equacié:

FORMULES TRIGONOMETRIQUES
sin2x+coszy=%—>sin2x+%=%—>
—>3in2x=%—%—>g‘n2x=%_>

. 1
— §in X = £—
2

Ens quedem amb la solucié positiva, per

tractar-se del primer quadrant. Aixi:

. 1
= = — x = 30°
Sin X 2 X

Aleshores la solucié és: (30°, 45°)
c) Com que x, y € 1r quadrant
iamés cos (x+y >0l —
sin (x —y) >0
x + y €1r quadrant
- {x — y €1r quadrant

Tenint aix6 en compte:

cos(x+y)=%ex+y=600
sin(x—y)=%—>x—y=30°

(Sumem ambdues equacions)

2x = 90° — x = 45°

Substituint en la primera equacié i aillant:
y = 060° —x = 60° — 45° = 15°

La solucié és, per tant: (45°, 15°)

76. Resol:

a) sin 3x — sin x cos 2x = 0

b) cos 3x — 2 cos (M —x) = 0

c) cos 3x + sin 2x — cos x = 0

Expressa cos 3x en funcié de sin x i cos
x fent cos 3x = cos (2x + x).

a) Per a lexercici 35, a): sin 3x =

= 3 sin x cos® x — sin’ x.

Ja que:

. 2 .
3 sin x cos® x — sin’

x — sin x (cos® x — sin* x) =

. 2 . . 2
=0_>351ﬂx6'05 x—szn3x—5mx€0: X —
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Sx=0—=2s5in’ x— 2 sin x cos* x =

— sin
=0 —sinx (sin* x— cos® x) =0 —
. sinx =0 — x =0° x, = 180°
{sinz x — cos® x = —cos 2x = 0 —
2x = 90° — x; = 45°
2x = 270° — x;, = 135°
2x = 450° — x5 = 225°
2x = 630° — x, = 315°

Les solucions (totes valides) es poden ex-

pressar com:
X, = k-180°=kmx

x2=45°+/e-90°=E+/e-%

amb £t€EZ
4

En que x, engloba les dues primeres solu-
cions obtingudes i x, les quatre restants.
b) cos (m — x) = —cos x
cos 3x = cos (2x + x) =
= cos 2x cos x — sin 2x sin x =
= (cos® x — sin* x) cos x — 2 sin x cos x sin x =
= cos x (cos* x — sin® x — 2 sin® x) =
= cos x (cos® x — 3 sin* x) = cos x (1 — 4 sin* x)
Aixi, substituint en 'equacié:
cos x (1 = 4 sin* x) — 2 (—cos x) = 0 —
— cos x (1 — 4 sin* x) + 2 cos x =
=0—=>cosx (1 —4sin*x+2) =
=0—=>cosx(3—-4cosx)=0—

cos x = 0 —= x; = 90° x, = 270°

— 5in2x=é—>sinx=173—>x3=60°,

4
xg = 120°, x5 = 240°, x, = 300°
Totes les solucions sén valides i les podem
agrupar tot expressant-les com:

X, =90° + k-180° =T 4k xt
2

60°+/e-180°=%+/e:rc

X

X3=

120°+/e-180°=2?n+kn

}amb £ EZ
¢) Utilitzant els resultats obtinguts en 'exer-

cici 36 b), per a cos 3x i substituint en
'equacid, s’obté:
cos x (1 — 4 sin® x) + 2 sin x cos x — cos x =
=0—=>cosx (1 —4dsin* x+2sinx—1) =
=0 — cosx (—4 sin* x + 2 sinx) =0 —
_[cos x = 0— x =90° x, = 270°

{2 sit x—sinx=sinx (2sinx—1)=0—

. 0 [%= 0°

sin x =0 {x4= 180°
s

. _l_) x5=30°

sinx =5 = 10 Jisor

Les solucions queden, doncs, aixi:

x1=/e.g=k.900

x2=%+2k-n=30°+/e-360°

x3=%+2k-ﬂ:=150°+/e-360°
}amb kEZ

En qué x, engloba les quatre primeres so-

lucions.

77. Demostra que:

a) sin x = M
1+ 1 x/2

1-to" x/2
1+tg2x/2

2texl2
C) t x=4g;
)% 1-1tg %2

b) cos x =

a) Desenvolupem i operem en el segon

membre de la igualtat:

7 /1 — C0s X
B 1+ cos x

2 tg (x/2)
1+ 2 (x/2)

1+1—cosx

1 + cos x
21,1—[‘0536 21,1—6‘05.96
1 + cos x 1 + cos x

1+cosx+1—cosx 2
1 + cos x

1 + cos x
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1 — cos x
1 + cos x

= (1 + cos x) =

= ‘\/(1 + co_yx)zw =

1 + cos x

= \/(1 +cosx) (1 —cosx) =

=1 —coi?x = Nsin*x = sinx
1_1—coxx

b) l—ti (/2) _ 1 +cosx
1+ 18 (x/2) 1+1—co.vx
1+ cos x

1+cosx—1+cosx

1 + cos x 2 cos x
= = = oS X
1+cosx+1—cosx 2

7 /1 — cos X
9 29 (x/2) 1 + cos x

1 -t (x/2) - 1_1—cosx

1+ cosx
24 [1 — oS X
B 1 + cosx

1+ cos x

1+cosx—1+ cosx

1 + cos x

2 1 —cosx

_ l+cosx _ 1+cosx 1= cos x _
2 cos x cos x 1+ cosx

1+ cos x
S N V(A + cos x)(1 — cos %) =
cos x
= 1 V1 — cos’ x =
cos x
= 1 ANsintx = S Sin X = tg X
cos x cos x

Per pensar una mica més

78. Demostra que, en la figura segiient,
a=p+7.

/

Y B o

a) Pots realitzar la demostracié recorrent
a la férmula de la tangent d’'una suma.
b) Hi ha una possible demostracié, més
senzilla i elegant que l’anterior, reco-

neixent els angles o, f i y en la figura

segiient:
_ wPrgy  1/2+1/3
)i (B+v) 1-1gBtgy 1-1/2-1/3
_ 56 _5/6 _ 1
1-1/6 5/6
tgo =1

=

Aix{ veiem que g (B +7Y) = tg a } B4y
Com que a, 3, y €E1r quadrant

b) a = BOD. N'hi ha prou d’observar que
es tracta d’'un dels angles aguts del trian-
gle rectangle que es forma amb la diago-
nal d'un quadrat.

C

0 D

P
B = COD, per ser 'angle agut menor d’'un
triangle rectangle els catets del qual mesu-
ren quatre i dues unitats; igual (per sem-
blanga) al format per catets de dues i una
unitat.
PN .

vy = AOC, per tant, prenent les diagonals

dels quadrats petits per unitats, es tracta
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de I'angle menor del triangle rectangle de
catets tres 1 una unitats (OA4 1 AC respec-
tivament).

Aixi, podem observar facilment en el di-
buix que o =  + ¥V, ja que:

Fob - 40D~ 405 . CoD

Per acabar
Resol tu

A més de la Lluna i del Sol, els objec-
tes celestes que se’ns presenten amb més
lluentor sén planetes: Venus, Mart i Ju-
piter. Després d’aquests, I’astre més bri-
llant és I’estel Sirius. Observant-lo amb
sis mesos de diferencia, presenta una pa-
ral-laxi de 0,72". A quina distancia es
troba?
Com hem vist:
_ 150000000

sin(o/2)

Si a = 0,72, quedaria:

_ 1?0000000 - 8.6 a2 10° km
sin(0,72/2)

= 9 anys llum.
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