A D
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Multiplica vectors per nombres

Copia en paper quadriculat els vectors

segiients:

Representa:

a) 2a; b) 5[;; c) %E

Expressa el vector d com a producte d’un
dels vectors a, boc per un nombre.

Designa els vectors anteriors mitjancant
parells de nombres. Per exemple: a = (2, 3).
Repeteix amb parells de nombres les ope-

racions que has efectuat anteriorment.

ed=-25b=2b
2
* a2, 3)
b (-2, —2)
¢ (3,0
d (5,5)
« 22 =202, 3) = (4, 6)
5b = 5(=2, —2) = (=10, —10)

1-_ 1
~c=-(3,0)=(1,0
3° 3( ) = (1, 0)
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Suma vectors

Efectua graficament:
a)5+5;b)l;+E;c)|;+§;d)§+r)+5
sent a, b i ¢ els de exercici anterior.
Realitza les mateixes sumes amb parells
de nombres. Per exemple:
a+c=(2,3)+ 3,0 = (5, 3)
a)a+c=2,3)+(3,0 = (5, 3)
b)b+c=(=2,-2) +(3,0) =(1,-2)
Ob+a=(=2-2+(23) =01
d)5+6+5=(2,3)+(—2,—2) +(3,0) =
=3, 1)

) C b - |
— // b + C
8% N

s <

) _ d _
A H+la bAa
i AN

b =
i a+b+d

Combina operacions

al

<l

Amb els vectors u, v i w efectua les ope-
racions segiients graficament i mitjancant
parells de nombres:

a) 2u + 3v; b) —v + 5w; ¢) 2u + 3v — 4w
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Com designaries el vector resultant d’aques-
ta darrera operacié?

a)2u+3v=231 +32,-2) =(,2) +
+ (6, —6) = (12, —4)

b) v + 5w = —(2, =2) + 5(3, -1) =

= (=2, 2) + (15, -5) = (13, -3)

) 2u+ 3v—4w=203,1) + 3(2, =2) —
—4(3, -1) = (6, 2) + (6, —=6) + (12, 4) =
= (0, 0)

Vector nul: 0

)
2u_—T
T |
T~ iv
™~
204 3% | T
T~~~
(@)
2u LT
—T i
~ 3V
™~
4 | T
™~
D
T~
7 T~~~ >
T~ O
RN
—V #5W T~
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1. Siu(-2, 5) i v(1, —4) sé6n les coorde-
nades de dos vectors respecte d’una ba-
se, troba les coordenades respecte de la
mateixa base de:

a) 26 +vib)u—-v;c) 3u+ %3;

d) —u— 2v

a) 2u +v = 2(=2,5) + (1, —4) =
= (-4, 10) + (1, —4) = (=3, 6)
b)u-v=(=25 -(, -4 =
=(-2,5 +(-1,4) = (-3,9)

O30+ LV =3(=2,5) + (1, —4) =

W
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2. Dos vectors u i v compleixen que:
[a] = 4, |v| = %, (u, v) = 30°. Calcula:
au-v b)v.u ¢ (u)-v

d) (3u) - (-5v)

g proj; v) h) proj- @) i) proj; @ +v)
3

a) |ﬁ|-|\7|-cos(1i\\7)=4-icos 300 =
=4.§.73=6.ﬁ=3\/§
2 2

2
v) = 33

(-v)

eu-u f)v.

b) IV - [u] - cos V,
o) |-u| - |v| - cos(180° — 30°) =
= |u] - |v] - cos 150° = |u| - |v| — cos 30° =
4.3, 3 - _3V3
2 2
d) |3u| - |-5v| - cos(180° — 30°) =
3] - 5] - —c0s 309) = 3. 4.53 . W3 _
\/» 2 2
90> ~45V3
e |u| - |ul - co:(ﬁ, u) =4 -4 cos 0° =
=16-1=16

£) |v| - |[-v] - cos(180° — 0°) =




VECTORS

3.3  _s00=3.3.12._9
2 2 22 4
iu 33 33
870 T4 4
iV _ 33 53
v| 3/2
D V)V dvevey | 3V3+9/4
v| 3/2 3/2
=v-v=LWN--cosv,v) =
é-é-cosO°=——7’45—4,96
22 3/2
3. Sifu] =3, |v] =5iu.v=-2, esbri-

na P’angle (u, v). (Utilitza la calculadora).
Troba proj; (v) i pro_r (u).

u-vs=|u - - cos(u, V)
-2=3.5. cos(u, V)
-2 =15 - cos(u, v)
% = cos(u - V)
(u-v) =97°39" 44’ 12”7 = 970
e Gl _ 2
projs v) = i 3
roj- @) = G;; =2
projz W) ¥ 5

4, Trobau - v +u) iv - (v —u) sabent

que [i] = 3, ¥ = 5, (@, v) = 120°.

u-vV+u)=u J-ﬁ=—£+9=é
2 2
u-v=fuf - | |- cos(u, V)
=3~5~605120°=3.5.;1=_£
~ 2 2
u-u = - - cos(u, u) =
=3.3.¢00s50°=3.-3.1=9
VoG -t)=v-v_v G=25—(—125)=
&

2 P
Sl s =55 s 00 -
-5.5.1=25
V.U = =15
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Per practicar
Els vectors i les seves operacions

5. La figura ABCD és un rombe.

Compara el modul, la direccié i el sen-
tit dels parells de vectors segiients:
a)ABlBC b)AQlBC c) BM1PD
d) OC i OD

2) |4B| = |BC]|
Teneri) distinta _cl)ireccic').
b) 14Q| = J1BC]

. . % - . %
Direccié de;‘lQ = d1recc1c’)ge BC}
Sentit de AQ = sentit de BC

— 1=
— AQ = =BC

2
c) Els dos vectors tenen el mateix modul,
la mateixa direccié i el mateix sentit, aixi:
— —

BM i _])’D .
d) |0C| < |0D|
Les seves d1recc1ons sén perpendiculars =

OC L OD

6. Busca en la ﬁiura de Pexercici 5 tres
vectors iguals a NC i uns altres tres iguals
a MQ.

NC = BN = AQ = QD
MQ = NP = BO = OD
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7. Substitueix els punts suspensius per
un nombre, de manera que aquestes igual-
tats siguin vertaderes per al rombe de
r exercici 5:

a) CD = 2CP; b) MN = ... AC_
©) OC= ... 0A; d) NB = ... BC
@cﬁ=2ﬁimwf=%[i
Q) OC = —OA; d) NB = -LBC

8. Completa les igualtats segiients amb
les lletres que falten perqué, en el rom-
be de P’exercici 5, siguin vertaderes:

a) AM + MN - AN; b) MN + ...C = MG
O M.+ AQ = MQ; d) AM + A... = AD
a)AM+MN AN b)MN+NC MC
O MA + AQ = MQ; d) AM + AQ = AO

9. Observa el rombe de la figura i cal-
cula:

a) A_B> + B?'; b) O_B? + O%; c) 071 + OB;
d) AB + CD; ¢) AB+ AD; f) DB - CA

B
VARN
)4 \
A
0 c
\\ /!
N[/
D

Expressa els resultats utilitzant els ver-
texs d del rombe

a)AC b) AB - DC c) BA - CD d)AA
-0; e) AC f) 2DC

10. Considera el vector w:

[T T I
HEEEREENE

Dibuixa en cada un d’aquests casos un

vector v que sumat amb u doni com a

resultat w:

a)
Rl
b)
9)
:ﬁ,
d)
(M1 I IT I 1T
T T T 1]
I b w1
T \7 G) A
- AV
d = =

)

NE
\
\
¥

—

11. Hem obtingut els vectors a, b i c
operant amb els vectors x, y, z
Quines operacions hem fet en cada cas?

= / 1z
¥

N —i//' X5
/ = /
/X \ / 2

x \
/ N\
b / y
// //
/ /1<
b-%+7-2
Cai-y+z




Bases i coordenades

12. A la vista de la figura, dibuixa els
vectors:

UuU+Vv,u—-Vv,u+V,u-—-vV

-u+2v,u - 2v

= =
u V.

Si prenem com a base (u, v), quines sén

les coordenades dels vectors que has di-

buixat?
—u t V]
i U
it b iy v
IENT
R
]
v
0 Ui
_ / Itk A/
EAY 1L
o
Gl— byl /
|| iy
—u+v=_(-1,1)
i<, 1)
u+v=_(1,1)
- = (o)
—u+ 2v = (-1, 2)

V

u-2v=_(1,-2)

13. Escriu els vectors u, v, w com a com-

binacié lineal de x i y.

<l

~

<1f
/

Quines seran les coordenades d’aquests

vectors respecte a la base B(x, y)?

G- 13, 15 Llesh *_(11)
u=--Xx+ — v, aleshores u = [-=, res-
2 2 2 2

pecte de B(x, y)

vV = —%;( +y, aleshores v = (Z, l) respecte
de B(x, y)

<305 s - (31

W = 4x +y, aleshores w = > respecte
de B, y)
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14. Escriu les coordenades dels vectors a,

l:, G &, e respecte a la base B(x, y).

EN

N
i 9% ]

<)

T =

(=1, -1)
b(3, 3)
¢ (=2, -3)
d(4, -1)
(-4, 0)

15. Si les coordenades dels vectors u i v
sén (3, -5) i (-2, 1), obtén les coorde-

nades de:

b) —i — v
5

a) —2u + 1y
2

) %(ﬁ V) - %(ﬁ ~v)

2) -2(3, 5) + ;(—z, 1) _ (=6, 10) +

)5

b) — (3, -5) — %(—2, 1) = (-3, 15) +
(63)-12%
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0 %[(3, —5) + (=2, 1)] - %[(3, _5) —

-2 D)= 20,4 - 26, -6) -

IERERACE

16. Troba el vector b tal que
c=3a- %b, essent a(-1, 3) i c(7, -2).

(7,-2) = 3 (-1, 3) - %(él, by) =

{7 =3 - 1/2b, = b, = _20}
2=9-1/2b, = b, = 22
b(-20, 22)

17. Troba les coordenades d’un vector
v tal (21ue: a = 3u — 2v, essent a(l, -7) i

a2

u,ﬁ)=ﬂ2,9_zwp%y:

{1=5/2—2vlﬁvl=3/4}
-7 =220, = v, =9/2
3 9)

4’ 2

—|

Vv

18. Donats els vectors a (3, -2), l:(—l, 2)

i c(0, -5), calcula m i n de manera que:

¢ = ma + nb.

0, =5) = m(3, =2) + n (-1, 2) =
0=3m—-—mn

{—5 = 2m + 2n

Resolem el sistema:

Aillem en la primera equacié n = 3m i

substituim en la segona:

-5=22m+ 6m — =5 =4m —

=S =15

— 7 =

4 4

m =

19. Expressa el vector a(-1, —8) com a
mmmmdénmddeu&-mida-h.

Calcula m i # tals que a = mb + nc.

(—L-3)=In6,—2)+n.4,—é)=>
{—1 = 3m + 4n
-8 =—2m—ln
2

Resolc el sistema per reduccié (per exem-
ple). Per aixd, multiplico la segona equa-
cié per 8 (en ambdés membres) i sumo

membre a membre les dues equacions.

-1 = 3m+4n
—64 = —16m — 4n
—65 = -13m —>m=_65=§=5
-13 13

Substitueixo en una de les equacions i ai-

llo #:

—1=3m+4n - -1 =3-5+ 4n —

—1 =15+ 4n — =16 = 4n — n = =14
4

= —4

Aixi, podem dir: a = 5b — 4¢

20. Quins dels parells de vectors segiients
formen una base?

a) u(3, -1), v(-3, 1)
b) u(2, 6), G(g, 2)

) ﬁ(sa -4), ;(53 4)

a) No, ja que tenen la mateixa direccié
(u=-v).

b) No, per la mateixa raé (u = 3v).

c) Si, tenen distinta direccié (u = 4v per a
qualsevol k). Basta representar-los grafica-

ment per comprovar-ho.
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Producte escalar. Modul i angle k=2
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21. Donats els vectors x(5, -2), y(0, 3),
z(-1, 4) calcula:

a)x.-y byx.-z ¢y-z
a)x-y=(5-2)-(0,3)=5-0+(=2) - 1k+(—2)-3
3=0-6=-6

b)x-z=(5,-2) (1,4 =5-(-1) + 1., 6-0
(-2) - 4=-5-8=-13
dy-z=(0,3)-(-1,49=0-(-D)+3- 1 ,_ ¢

4=0+12=12 5
6

22. Troba el modul de cada un dels vectors ~ * = 1/5

segiients: Y- 30

l—i(S) 2) {’)(_2) 3) V_‘)’(_S; —6) C) fl(—3, _2) ‘7(5, k)

Z(\/ZE) \/25) E)(S; 0) ;(1, 1) ﬁ . \7 — (_3’ _2) X (5, k) -0

(=3) -5+ (-2) - k=0
i3, 2) = |u] = V32422 =V9+4 =13  -15-2k=0
\7(—2,3)_)|‘7|=\/(—2)2+32 -V4+9 =13 -2k =15
w(=8, 6) = |w| = V(8)* + (-6)° - k=2

i)
= V64 + 36 = V100 = 10

24. Troba el valor de m per tal que el

2 2
Z(\E, \/5) — |z] = \/(\E) + (\E) = modul del vector ﬁ(é, m) sigui igual a 1.
2 2 2 2 (3 5
. ul—=, m
l+i — \/T - 1 ( 5 )
2 2 lu] = 1
F(SJO)_>|E|= V52+02=\/275=5 - 32 2
|u| = ? +m = ].
F(1, 1) = |f = VI2+ 12 =2 .
( l+ m ) =1
23. Calcula % per tal que el producte 25
u - v sigui igual a 0 en els casos segiients: 9 o1
a) u(6, k) v(-1, 3) 25
b) a(é, ~2) v(k, 3) =1 - ;
c) u(=3, =2) v(5, k) .16
Au-v=(64k-(=1,3 =0 (TS
6-(1)+£k-3=0
—6+3k=0 m = %
3k=06
4
6 - T
k== m 5

3
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Producte escalar

25. Donats u(2, 3), v(-3, 1) i w(5, 2),
calcula:
a) (3u + 2v)

o) @-v)ws

— — —

wsb)u.-w—-v.w

d) uv - v)
a) Troba primer les coordenades de 3u
+ 2v.
¢) Efectua u - v. Multiplica el resultat (un
nombre) pel vector w. N'obtindras un vec-
tor.
a) 3u+ 2v=32,3) +2-3,1) =
= (6,9) + (-6, 2) = (0, 11)
(Bu+2v) -w=1(0,11) - (5, 2) =

=0-5+11-2=0+22=22
b)u-w=(2,3)-(,2) =10+ 6 =16
VW= (_,1)-(5,2)=—15+2=_13}
—u-w-v-w=16-(-13) =
=16 + 13 =29
u-v=02,3-(31)=-6+3=-3
(u-v)- -w=-3(05,2) = (-15, -6)
dv.-v=(31-(-31=9+1=10
u-v)=(2,3)-10 = (20, 30)

26. Calcula x, de manera que el pro-
ducte escalar de a(3, -5) i l;(x, 2) sigui
igual a 7. Quin angle formen els vectors
dib?

3,-5: -(x2)=7—=3%x-10=7 —

—x= 7
3
a3, -5)
(4.9
3
a-b=7

-\V9 + 25 =34

\/289 i \/325

- cos(a, b) =

|a| = V3% + (=5)°

|B|=\/(3)

i-b =il b

—»

V34 . % cos(a, b) =7

P

—

cos(a, b) =
\/325 \/ 11050

= 0,20

cos(a, b) = 780 28’ 34,6” = 780

27. Donat el vector u(-5, %) calcula %
de manera que:

a) u sigui ortogonal a v(4, -2).

b) El modul de u sigui igual a V34.

aAgulv=>u-v=0=>=

= (-5, k) - (4,-2) = 0 =
= 20 -2k=0=k=-10
b) 0] = V5P + 2 = N25+ # = V34 =

=25+ =34 = F =9 = k=13

Hi ha, doncs, dues solucions.

28. Troba I’angle que formen els parells
de vectors segiients:

a) u(3, 2), v(1, -5); b) m(4, 6), n(3, -2);
0 ad, 6), E(—;, —3)

a) Utilitzem les dues expressions per cal-

cular u - v
u-v=3-14+2(5 =-7
u-v=|u-|v-cosuv) =

v
- V13 . V26
Igualant les dues expressions, es té:

—7 -~13 .26

- cos (u, V)

. cos (u, v) —

—-0,38

— cos (u, v) = =7 .
V13 - V26

Aixt: (@, v) = 112° 227 48"
b) Aillant directament en la definicié:

L L o~
m-n = |m| - |n| - cos (m,n) —

4.34+6-(-2) _
V52 V13

— —

Ea
— cos(m, n) = ———— =
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_ 0
V52 .13

d’on: (E?ﬁ) = 90°

(basta veure que m - n = 0)

=0

O cos Gb) - Ab_ _ -l/2-18
[l - bl V37 . V3772
_ 3712 _ -1 _ \2
(37( D2 2 2
Aixi: (a, b) 135°

29. En una circumfereéncia de centre O
i de radi 2 cm, s’inscriu un hexagon de
vertexs A, B, C, D, E, F.

Calcula els productes

a) OA OB b) 04 - OC ) AB - ED
d) BC . EF; ;

|O§| cos (54,0%)
1

04| -

a)0—1>‘l-0—éz

:2.2.505600=2.2.5=2
-
b) OA - OC =2 -2 cos 120° =
=2.2.(_1)=_2
2
@)

— — *)
c)AB ED=2.-2.¢c0s0°=2-2-1=4

OAB és un triangle equilater, aixi:
|AB| |OA| =2 .
Raonem igual per |ED|.

— —
d) BC = —EF (mateix modul, mateixa di-
reccid i sentit oposat)
Aixi: BC EF = 2 2.
=2.2.(1) =4

cos 180° =

30. Donat el vector u(6, —8), determina:
a) Els vectors unitaris (modul 1) de la
mateixa direccié que u.
b) Els vectors ortogonals a u que tin-
guin el mateix mddul que u.
c) Els vectors unitaris i ortogonals a u.
Mira el problema resolt nim. 4.
a) Si v té la mateixa direccié que u, ales-
hores:
O bé (&, v) = 0°
O bé (&, v,) = 180°
* En el primer cas, si I'angle que formen
és 0°, aleshores:
u-v,=06x—8y=|u-|v|-cos 0 —
—> 0x—8y=10-1-1=10.06x-8y=10
* Per altre costat, com que |v,| = 1 —
o+

Resolem el sistema:
10 +8y _ 5+4y

6 3
Que, substituint en la segona equacid, que-

da:

=1—>.X2+_)/2=

X =

2=1_>25+169)/2+40)/+y2=1_>

— 25 + 16y° + 40y + 99" = 9 —
259" + 40y + 16 = 0
_ —40+N1600-1600 _ —4

50 5
Calculem ara x:
v S+4y _ 5+4-(-4/5) _ 3
3 3 5
Amt€1=(3,‘4)
5 5

PaS
* En el segon cas, és a dir, si (u, v,) = 180°,
aleshores ha de passar que v, i v, formen
180°, és a dir, que siguin oposats.

=3 4)

3

5
b)vLu— (xy) -

Aixi: v,

6,-8) =0 —

145

Matematiques 1



146

Matematiques 1

VECTORS

—>6x—8y=0%x=%2=§y

MV = [u] = V¥ +5* =10 = &% + y* = 100

2
(iy) +y2= 100 — 196y2+y2= 100 —

—>29—5y2=100—>y2=36%y=16
-Siy1=6exl=§6=8—>sl(s,6)

*Siy=—6—=x =-8—=v,(-8, —6)
c)|\7|=1—>\lx2+)/2=1—>x2+y2=1

ﬁl\?eGX—Sy:O—)ngézzél

6

25 - > 25 3

— =2 =1 — - =22 > = +=

9”7 STy TS

- 4 (—3) —4

e § - 2 - X |22 = ==

1) X 3 5 5
i, - (4, 2) 54, )

5 5 5

Pagina 160
Per resoldre

31. Troba les coordenades d’un vector
v(x, ), ortogonal a u(3, 4) i que mesu-
ri el doble que u.
ulv=u-v=0=3x+4y=0

v = 2|u]l = V¥ +y =279+ 16 =
=225 =10 = 2 + > = 100

Resolem el sistema:

Aillem x en la primera equacié i substi-

tuim en la segona:

R (‘4)2 2 =100 — 10y
x= S =5 vy o+

+y2=100—>%y2=100—>y=i6

Siy1=6—>xl=—34.6=-8—>€1(_8,6)

Siy2=—6ex2=_34-(—6):8—>\72(8,—6)

El problema té dues possibles solucions, ai-
xi que:

Vl = _Vz

75

32. Donats a(2, 1) i 1;(6, 2), troba un
vector v tal que v .a =1 iv Llb.
() - (2,1) =1 —2x+ 2= 1}

(e, ) - (6,2)=0—=>06x+2y=0
Resolem el sistema:

Multipliquem els dos membres de la pri-

mera equacié per (—1) i sumem membre a

membre:
—2x — 2y = -1
6x + 2y =0
4x =-1 —= x= =1

4

Substituim en una equacid; per exemple en

la segona i aillem l'altra incognita:

D’aquesta manera, el nostre vector sera:
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23

33. Sent u(5, -b) i v(a, 2), troba a i
b sabent que u i v sén ortogonals i que

V| = V13

Siu Ll v, aleshoresu -v =0 —

RIS

%(S—b) (Ll2)—()e54_2b_0
Si |V| , aleshores V22 + 22 = V13 —
- 4 +4_13

Resolem el sistema:
A +4=13 > a4=13

Aleshores: Sia =3 — b = 5a _ 15

2 2
Sige-_3—p=2a_-15
2 2
Per tant hi ha dues possibles solucions:
u(53, _;5 v(3, 2)
O bé¢: G(S, 221 v(=3, 2)

34. Donats els vectors a = 2u — v i
b =-3u + kv, essentu = (2, 3) iv = (-3, 0),
troba %2 de manera que (a + b) sigui or-

togonal a (a — b).

Escriu les coordenades de (a + Z) i

@ - b).

Si @+ b) L (@-b), lavors (@ + b) -
@ - b
incognita de la qual és k.

=2(2,3) - (=3,0) = (7, 6) }
= -3(2, 3) + k(=3, 0) = (-6 — 3k, -9)
a+b—(1—3/e -3)

{ b = (13 + 34, 15)

Ara, com que el producte escalar d’ambdés

= 0. Obtindras una equacié la

2
b

vectors ha de ser 0, per ser ortogonals:

(1 =3k =3) - (13 + 3k, 15) =0 —
— (1 =3k (13 +3k) +(-3)-15=0
13 + 34— 39k — 9F* — 45 =0 —

— 9k + 36k +32 =0

p o =36 £N1296-1552 _ 36 +N144 _
18 18
_ =36+12 /—24/18 = —4/3 = k,
18 —48/18 = -8/3 = &k,

35. Troba el valor que ha de tenir % per-
que els vectors x = k§+f)i;f= ka — b
siguin perpendiculars, essent a(1, -3) i
b(2, 5).

x =k(1,-3) + (2,5) = (k+2, -3k +5)
y=k(1,-3)-(2,5) = (k-2,-3k-5)
Com que volemx Ly =x-y =0
Aleshores:

(k+2,-3k+5) - (k-2,-3k-5)=0
(k+2)(k=2)+ (-3k+5) (-3k-5)=0
B —4+ 9k —-25=0— 10k =29 —

— k= 1'\[2 (dues solucions)
10

36. Donats els vectors u(k, —6) i v(3, A),
calcula £ i » de manera que |u| = 10 i
ulvw

u(k, —6) |u| =

{\7(3, h)

ulv=u.-v=0
lu| = V&% + (-6)* =10
k* + 36 = 100
k* = 100 — 36
k* = 64
k=64
k=8
u-v=_(8-6)-(3,h=0
8.3+ (-6)-h=
24 —6h =0

—Gh = 24

) . 24
6

b =4
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37. Calcula les coordenades d’un vector
u tal que [u| =1iu.v =1 sentv(2, 1).

Ju =1
u-v=1
v(2,1)

Faig servir dues expressions:
u-v=>0y- 2,1 =1
x-2+y-1=1

2x +y =1

lu| = \/m =1
(Vx> 432 )? = 12
X+ y2 =1
Obtinc 2 equacions amb 2 incognites. Re-
solc el sistema pel metode de substitucié
(per exemple):
2x+y=1=>y=]—2x
{xz +y =1
Substitueixo y en la segona equacié:
x* (1 -2x)?%=1
P+ (PP + (2% =2-1-2x) =1
xt+ 1+ 4x? —4x =1

X2+ 1 +4x° —4x—-1=0

5x% — 4x = 0 U

x(sx—4)=0<51x_4=0

S5x = 4

L4

s

Six =0

2-0+y=1=y =1

Six2=§

2-§+y=1=>§+y=1:
8 3

=1_72 = ——

Y 5 y2) 5

u, (0, 1)

-4 =3

uz(s: 5)

El problema té dues solucions possibles.

38. Expressa els vectors a, b i ¢ com a
combinacié lineal de x i y.

— 9)
NAVAVAVAVAVA

—

a=—1x+ 2y

— 1_) =

b==>x+2
B y

‘-1z -3
2

39. Dels vectors a i b sabem que |a] =3
i |b| = 5 i que formen un angle de 120°.
Calcula |a - B|

Mira el problema resolt niim 7.

Com que: v -v = |v| V] cos 0° = [v|* - 1 =
vI*

Aleshores podem dir que:
f-bP=@-b) - @-b) =
a-4-20-b+b-b
= [a] = 2Ja] - |b| cos @, b) + |b|? =

>II

=3 -2.3.5.¢c05120° + 5% =
=9—30-(—;)+25=49
Aixi: i —b| = 7

40. Sifu|=3i(@+v)-@m-v)=-11,
troba |v|.

(w+v) - w-v)=u-u-v-v=-11.
Com que u - u = |ul’ = 9, calcula |v|.
W+v)-U-v)=u-u-v-.v=

= [u]* - v|* = -11

Com que |u| = 3, tenim que:

32— WP = =11 = > = 20 — |v| = V20

41. Sabent que |u| = 3, [v|]=5iu L,

troba [d + ¥] i [i - ¥].
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W+vfP=@+v)-U+v) =
}:1)~ﬁ+2f1~\7+\7~\7=

= |u? + V> =3"+5 =34 =
= [d +v] = V34
OuLlv=u-v=0

v =G G- -
=u-u—-20-v+V-V=
=[uf+ V?=3"+5=34 —

— [0 -] = V34

42. Sil|u|=7,|v]=5i|a+v| =10, quin

angle formen u i v?

Raonant com en el problema resolt nimero

7, arribem a:

G+ V) =[G + 2[6] F| cos @ V) + P

Substituint els valors coneguts:

102=72 4275 cos (G, v) + 5°

100 = 49 + 70 cos (6, v) + 25

o5 () - 100-49 =25
s 70

— (u, v) = 68° 11’ 46,5”

= 0,37143 —

43. Calcula x perqué els vectors a(7, 1)
i b(1, x) formin un angle de 45°.

a-l;=7+x=|§| |l;|cox45°—>
7ex=50 VTR 2

14 + 2x = V100(1 + ) — 14#2’6 _

= \/1+x2—>7;x=\ll+x2—>

=1+x—

_ 49 + % + 14x
25

49 + 5% + 14dx = 25 + 25x% — 24x* — l4x —

—24=0—12x-7x-12=0 —

o 74V49 4576 _—x = 4/3
- 24 T~x, = -3/4

44. Calcula x perque a(3, x) i 5(5, 2)

formin un angle de 60°.

a-b = [a] |b| cos 60°
15+2x=V9+xZ.@-%—>

— 30 + 4x = V299 + x*) —

— 900 + 16x* + 240x = 29(9 + x%) —
— 13x° + 240x — 639 = 0

_ =240 £ V57600 + 33228 _

x 26

_ =240 +N90828 _ —240 = 301,4
26 26

X = -2,36

T~x, = 20,82

45. Troba les coordenades d’un vector
concret X, sabent que forma un angle de
60° amb a(2, 4) i que els moduls de tots
dos sén iguals.

1= 20 =

Sigui x(m, n) }

= 7%= [a] || cos 60° =
{2m+4n_@-@-;=2m+4n—10
Nm? + n? =V703m2+n2=20

Resolem el sistema:

m = 10_4”:5—2”
2

Substituint en la segona equacié:

(5 =2n)+ n* =20 = 25 + 4n* — 20m +

+ " =20—=>n"—4n+1=0

po AxN16-4 4223 _—m =027
2 2 ny, = 3,73

©Sin =027 = m =5-2-027 = 446

— x, = (4,46; 0,27)

*Siny, =373 —>my=5-2-3,73=-2,46

— X, = (=2,46; 3,73)

46. Determina un vector a que formi
amb b(-1, —-2) un angle de 30° i tal que
[a = V3 Jbl.
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Sialx, y) = (—x -2y = [q] |E| cos 30°
Ly <45 95

g -

=>{—x -2y = EY
X+ )/2 =15
Resolem el sistema:
15

2

Substituint en la segona equacio:

(4_y2+ % + 30_)/) +y =15 =

x=-2y -

35}/2+3Oy+14ﬁ=0

20y2+ 120y + 165 = 0 =
= 4y" + 24y + 33 =0

y o 242\576-528 _ 24+ 4\3 _
8 8

=_3i\/§

o

2
Aix{: 5(_23 3,34 ﬁ

2
a_fz(_?)+\/§,—3—\/§)
2 2

47. Donats els vectors u(1, 3) i v(6, 4),
troba la projeccié de v sobre u.
v = |u| - proj.; (v).
u-v=|ul - (proj. de v sobre u)
u-v _6+12 _
ul 10
_ 18 _ 18V10 _ 910
\10 10 5

Recorda que u -

(proj. de v sobre u) =

48. Donats els vectors a(5, 2) i 1:3(4, -3),
calcula la projeccié de a sobre b i la de
b sobre a.

a-b-= la] - (proj. de b sobre 5)}=>
a-b=|b|- (proj. de a sobre b)

a-b _20-6

proj. de b sobre a = -
14 e R
\29 29
proj. de a sobre p-2ab_20-6_14
bl 25 5

49. Donats a(1, 2) il:(S, 5), expressa el
vector b com a suma de dos vectors: un
de la mateixa direccié que a i un altre
ortogonal a a.

Mira el problema resolt niim. 6.

a(l, 2)

b(5, 5)

Els vectors que busquem sén x iy tals que:

o

= X + y en qué:

x tingui la direccié dea = x = ka = (k, 2k)
yla=y-a=0mmn-(1,2)=0
m-1+n-2=0

m+ 2n =20
=b=x+y=1575) = (k 2k + (m, n)
A més, ha de passar que: m + 27 = 0
S=k+m=>m=5-Fk
{5—2k+n=>n—5—2k

m+ 2n =0

Substituim 7 i 7 en 'tltima equacié:
5-k+205-2k=0
5—k+10-4k=0

15 -5k=0

Substituim el valor de 4 en les equacions
de m i m:

m=5-3=2

n=5-2-3-=

-1
Per tant, b = X + y en que:
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)

~< ><H
1]
A/\

50. Se sap que ¢ = a + 2b id = 5a — 4b
sé6n perpendiculars i que a i b sén uni-
taris. Quin és Pangle que formen a i b’
Sic-d=0— (a+2b) (5a—4b)
Sch_d=>c-d_0$(a+2b)

(5a—4b)—0 o
5a.4-4d-b+10b-4-8b-b=0
Com quealbson unitaris = [a] = 1 = |b|
5 ] + 6a - —8|b|2 5+6-b-8=0
5-B=_—63=_71=>|a||l;|cos(§,l;)=

= cos (a, l;)z 21 (a, b)— 120°

Qiiestions teoriques

51. Indica si el resultat de les opera-
cions segiients és un nombre o un vec-
tor:

a)24d-b;b) @-b) G (Bd-2b) - G
d) @+b) - @-b)

a) Nombre; b) Vector; ¢) Nombre;

d) Nombre.

52. Si B(a, f)) és una base dels vectors del
pla, assenyala quins dels parells de vec-
tors segiients poden ser una altra base:
a) (3a, —2b), b) (—a —b a+ b),

) (a—b a+b), d) (a—b b—i)

a) Si, perque no té la mateixa direccid, ja
que 3a té la direccié de a i b té la di-
reccié de b (que, per ser B(a, g) base, no
és la mateixa).

b) No, ja que - —b=-1 (@ + l;), ja que
els dos vectors tenen la mateixa direccié (i

sentits oposats).

c) Si, ja que tenen distinta direccid.

d) No, ja que tenen la mateixa direccié en
sera—b=-1b-2a).
Pagina 161

53. Siguin a i b dos vectors no nuls. In-

dica quin angle formen en els casos se-

giients:

a)a-b = a [bl; b)a b = 0;

c)a-b = —fa| |bls d)a-b =05 [b]
a) cos @, b) = 1 = (5, B) - 0°

b) @ Lb) = @b = 90°

c) cos (5}\62 =-1— (E,AB)Q= 180°
d) cos (3, b) = 0,5 = (a, b) = 60°
w? Jus-

54. Es certquea-u=a-v=a-

tifica’n la resposta.
i = i

jeccions de u, v i w sobre a.

. proj.; (u). Observa les pro-

ry
a

a-u = [a] - (proj. de u sobre a)
a-v = [a] - (proj. de v sobre a)
a-w = |a| - (proj. dew sobre a)

Com que les projeccions de u, de v i dew

sobre a s6n iguals, aleshores es verifica que:

55. Busca alguns exemples amb els quals
es vegi que a - b = a - ¢ no implica que

b=c

Fixant-nos en I'exercici anterior, podem tro-
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bar facilment un exemple en que b=ces- 59 Comprova que el modul de la suma
sent: de dos vectors és menor o igual que la
i-b=da.¢ suma dels moduls d’aquests vectors.
2-b=la - proj. de b sobre a Com han de ser els vectors perque el
a-c = |a| - proj. de c sobre a modul de la seva suma sigui igual a la
Com que ambdues projeccions coincideixen: ~ suma dels seus moduls?
a-b=da-¢ d+b=@+b)-@+b)=a-ad+b-b
I, aixd no obstant: 24 b ==[a+ b]* + 2fa] |b] cos @ b)
b=c < [a]* + |b]* + 2[a] |b] = ([a] + |b])*

56. Prova, que sia L bial ¢, llavors:
5J.(m|§+nf'), m, n € R.

S’ha de provar que a - (mb + nc) = 0. Ve-
gem: ) )
a-(mb+mn)=m@-b)+n@-c)

© Propietats 6 i 7 del producte escalar.
Comque:EJ_l;:>§-l;=0
alc=a.c=0

35-(ml;+n5)=m-0+n-0

57. Prova,quesiill;iij_(l;+5)

=a lc.

Sizlb=a-b=0
Sitalb+c)=a-b+c)-=
=a-b+a-c=0

58. Justifica per que |a - b| = |a] |b].
Tingues en compte que —1 < cos a < 1.
|a - b| = |]a] |b] cos @ b)| =

- —~~, -
= [a] [b] |eos (@ )| = la] |b|
© Com que per a qualsevol angle o es dé-

na que -1 < cosaa = 1= |cos 0] = 1.

O 1 =ecosasl
Per tant, hem obtingut que:
&+ b|* = (Ja] + |b])?

Aleshores, ja que sempre |[v| = 0, podem

dir que:

[+ bl = fa] + [b]

La igualtat |a + b| = [a] + |b| es donara
quan; _ .

cos @b =1= @b =0°

Per aprofundir

60. Donats els vectors a(2, 6) i 5(5, 1),
calcula:

a) Les coordenades d’un vector unitari
(modul 1) de la mateixa direccié que b.
b) Un vector de la mateixa direccié que
b i el modul del qual sigui igual a la
projeccié de a sobre b. (Vector projeccié
de a sobre l;.)

a) Hi haura dues solucions (v i —v)

* Si v és vector unitari = |v| = 1

* Siv és de la mateixa direccié queg =v

= b = (45, k)
NS+ P =1 = k=sL -4

3

26

2

Aleshores les solucions sén:
o (306 35) (=506 Va6
26 7 26 26 7 26
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a-b
N \26

b) proj. de a sobre b -

_ 16 _ 16\26 _ 826
\26 26 13
Aleshores, |v| = 23\1/?}
iv=kb=(5k B
26k = 826 _, b=2d
13 13
Aixi: \7(40, 8), —\7(_40, _8)
13 13 13 13

61. Demostra que el vector (l; . c)a —
— (@ - ¢)b és perpendicular al vector c.
Has de demostrar que [(Z cc)a—(a -
)b - ¢ = 0.

S’ha de provar que el producte escalar
d’ambdés vectors és igual a 0.

* Vegem primer quines sén les coordena-
dj:s del primer vector:
(b-cla—(@-ch=(be + by) (a, ay) —
— (@10, + 2,60 (by, b)) = ((bye, + byc) ay,
(biey + byey) @) — ((ayey + ay0)) by, (ar6; +
+ a,0,) by) = (a,b,c, + a,byc,, arb,c; +

+ a,b0,0)) — (a,b,¢, + a,b,c,, a,byc, + a,b,0)) =
= (a,byc; + a,byc, — a\bic; — a,bycyy ayhic) +
+ a,b,0, — 4,056, — a,0,¢)) = (a,b,¢, — a,b,0,,
b6, — a,b,¢,)

e Calculem ara:
[b-c)a— @ - d)b]

= (a,b,c; — ayb\c), aybic, — a,bycy) - (), ¢) =

- C =

= (a,b,c, — ayb\c,) ¢, + (ayb,¢c, — a,b,0)) ¢, =

= a,b,c,¢, — a,b,0,¢, + a,bycic, — a,b,c00, = 0

62. Siguin a i b els vectors que definei-
xen els costats d’un rombe, partint d’'un
dels seus vertexs (cada vector defineix un
parell de costats paral-lels):

a) Expressa les diagonals del rombe en
funcié de a i b.

b) Demostra vectorialment que les dia-
gonals del rombe sén perpendiculars.
— —

b) S’ha de provar que AC - BD = 0. Ve-
gem- ho

AC - BD - (a+b) b-a) =
-b-b-a-a-= |b|2 a]*

Com que |b| la] per ser la mesura dels
costats, es compleix que:

AC - BD =0

63. Siguin a i b dos vectors i | sigui oC
la projeccié de a sobre bi OD la
projeccié de b sobre a.

al
// L

d 1

o ; B

Comprova, per semblanca de triangles,
que es verifica |b| - OC = |a| - OD.

Els triangles OCA i ODB sén semblants
(per ser triangles rectangles amb un angle

en comt). Aleshores es verifica:

oc_od
OD OB

Com que OA = |§| i OB = |l;|
OC |ﬂ| |b| - Ja] - 0D
oD b |
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Es a dir:
|b| - (proj. de a sobre b) = [a] - (proj. de b
sobre a)

64. Calcula la mida dels angles del trian-
gle MPC.

B C
M

P
y
4l D
B c
M

P
Y
Alx D

Les coordenades de M_C>' son (4, 2).
Escriu les coordenades de JlTDi troba
CMD.
Troba l'angle MCA amb CM i CA.

PN

P PN < s
e CMP = CMD = (MC, MD)

MC(4, 2) -
MD (4, -2)
P R
— cos CMP = M =
|MC| - |MD]|
16 — 4 — 0,6

20 - V20
PN
Aleshores: CMP = 53° 7’ 48,37”

P

PN PN <
« MCP = MCA = (CM, CA)
CM(—4, —2) —
CA (-4, —4)

PN X A
—>co:MCP=7€>M'Cji =
|CM| - |CA|

_ 16+8 _ 94868

N20 - V32
o~
Aleshores: MCP = 18° 26’ 5,82
N N N
e Per dltim, MCP = 180° — (CMP + MCP)
= 108° 26’ 5,81”

Per pensar una mica més

65. a) Comprova que els punts mitjans
dels costats del quadrilater de veértexs
A(-2, 5), B(4, 11), C(10, 1), D(0, -1)
s6n els vertexs d’'un paral-lelogram.
(Recorda! Una condicié que caracteritza
els paral-lelograms és que els seus cos-
tats oposats s6n iguals i paral-lels.)

b) Demostra que els punts mitjans dels
costats d’'un quadrilater qualsevol sén els
vertexs d’un paral-lelogram.

Anomena A(a, a’), B (b, b’), C (¢, c¢’),
D (d, d’) els vértexs del quadrilater
inicial, troba els seus punts mitjans P,
Q R, S, i comprova, vectorialment, que
es compleix el criteri donat en apartat
a).

a)

Y]
1
L A\
N
1% 0
IR
\ \
S
\ I L——T"| ] X
T R
D

Siguin B Q, R i § els punts mitjans dels
costats del quadrilater, tal com s’indica a

la figura.
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PQ I/TB el (6 6) + —(6 1= ° Analogament, es pot provar SP = RQ
2 Vegem, no obstant aixd, una altra forma
= (3, 3) + (3, -5) = (6, -2) de fer-ho sense necessitat d’usar les coor-
Sk = 2AD + 2DC = 2(2,-6) + 2(10,2) - denades:
sp=L1pas Lap —(DA+AB) - 1DB
= (1> _3) +_>(5; ll= (6, —2) 2 2

=
Per tant: PQ = SR (mateixa direccié, ma- fﬁ= lD_C>' lCB- f(DC+ CB) - lDB
teix modul) 2 2 2

Aixi, els costats PQ i SR sén iguals i pa- - R—Q>
R * Podem concloure, per tant, que PQRS és

e SP = %DA 1AB = 2( -2, 6) + *(6, 6) = un paral-lelogram.

ral-lels.

=(-1,3) +(3,3) = (2, 6)
éé:%%+L§=lmLM+g4J®=

=6, 1)+ (3,5 =(Q20)

Aixi, SP RQ= els costats oposats SP i
RQ sén iguals i paral-lels.

* Podem concloure, per tant, que PQRS és
un paral-lelogram.

b) Provarem que la propietat de 'apartat
anterior es verifica per a qualsevol qua-
drilater de vertexs A(a, 2), B(b, &), Clc, ¢),
D(d, d).

Suposem B Q, Ri S els punts mitjans dels

costats (com abans). Aleshores:

.« PQ - 1AB+lBC—1w—a,b—a)+

- %(c— b, ¢ - b) = (é_ﬂ - C_b,

2 2
b—a+c—b)_(c—a c—a)
2 2 27 2
S7?>=lAﬁ+l% l(d a, d —a) +
2 2

d—a s c’—d’) _ (c—a c’—a')
2 2 ’

— —
Aixt: PO = SR
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