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MOVENT NOMBRES

El primer digit d’'un nombre de sis xifres és 1. Si es mou a Ualtre extrem, a la dre-
ta, i mantenim lordre de la resta de xifres, el nou nombre (també de sis xifres)
és tres vegades el primer.

Quin és el nombre original?
e Haviem arribat a:

A1 5 7 B: 5 7 1

e Sila 4a xifra de B ésun 5, la 4a xifra de A ha de ser un 8 (en portavem 1):

A1 8 5 7 i B__ 8 5 7 1

e Si la 3a xifra de B és un 8, la 3a xifra de A ha de ser un 2:

Al 2 8 5 7 i B__ 2 8 5 7 1

e Si la 2a xifra de B esun 2, la 2a xifra de A ha de ser un 4. Per tant:
A-1 4 2 8 5 7 i B4 2 8 5 7 1
e Comprovem que 3 - 142857 = 428 571.

e Aixi doncs, el nombre que busquem és 142 857.

1. UN PROBLEMA MOLT ANTIC

Els preus d’un brau, un xai i un pollastre son els que apareixen en la taula:

BRAU XAI  |[POLLASTRE
25 € 5€ 0,25 €

Es compren 500 animals per 500 €. Quants se n’han comprat de cada espécie?

@ Planteja un sistema de dues equacions (“‘nombre d’animals comprats” i
“cost dels animals comprats”) amb tres incognites (nombre de pollastres, x;
de xais, y; de braus, z).

Si el simplifiques, arribards a Uexpressio:
19y + 99z = 1500 — 19y = 1500 — 99z

Dona a z els valors 0, 1, 2, 3..., calcula 1500 — 99z i comprova si el resultat
és miiltiple de 19.

e Anomenem x el nre. de pollastres; y, el nre. de xais, i z, el nre. de braus. Te-
nim que:

Resolucié de problemes



— Es compren 500 animals — xX+y+z=500 = x=500-y—-z2

— Costen 500 € — 0,25x+5y+ 252 =500 — x+ 20p+ 100z = 2000

Substituim x en la 2a equacio:

500 — y— z+ 20y + 100z = 2000 — 19y +992=1500 — 19y =1500 — 99z

e Com que X, ), z sOn nombres enters, 1500 — 99z ha de ser multiple de 19. Fem
una taula amb totes les possibilitats:

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10| 11| 12| 13| 14| 15

1500 - 99z [ 1500] 1401| 1302] 1203| 1104| 1005| 906 | 807 | 708 | 609 | 510 | 411 | 312 | 213 | 114| 15

19 no no no [ no no no | no no no | no no no no no si no

L’Gnic mualtiple de 19 és 114 = 19 - 6, que correspon a
z=14 — p=6 — x=500-6-14=480

Per tant, s’han comprat 480 pollastres, 6 xais i 14 braus.

2. UN NOMBRE MOLT INTERESSANT

El matematic Hardy va visitar a ’hospital el matematic indi Ramanujan. Li va co-
mentar: <He vingut en el taxi 1729, un nombre molt vulgar.» <De cap manera—li va
respondre Ramanujan—. Es un nombre molt interessant: é el més petit que es pot
expressar com a suma de dos cubs de dues maneres diferents.» Demostra-ho.

e Anotem els cubs dels primers nombres.
P=1 23=8 33=27 43=064 53=125 6>=216 73=343 8°=512 93=729
103 =1000 113 =1331 123 =1728 més gran no pot ser.
Comencem: 123 + 13 = 1729; ja no trobarem cap més suma amb 123 + ...
Sifem 113 + ... cap d’ells no suma 1729
Sifem 10° + ... trobem 10° + 93 = 1729

La resta de sumes és impossible que arribin a 1729, ja que la major seria 93 + 83 =
=1241<1729.

3. DIES DE L’ANY

El nimero 365 és I'inic que és suma dels quadrats de tres nombres consecu-
tius i, també, suma dels quadrats dels dos segiients.
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e x = nombre

x + 1 = nombre consecutiu x2+ (x+ D2+ (x+2)% =365
X2+ X%+ 2x+ 1+ %+ 4+ 4 =365
3x% + 6x—360=0

= —12 no pot ser

x =10

Els nombres sén 10, 11 i 12, i també 13 i 14

102 + 112 + 122 = 132 + 14% = 3065.
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LA SALA DE BALL

En una sala de ball bi ba un cert nombre de persones (nois i noies). Ballen per
parelles: en un cert moment els 6/11 dels nois ballen amb els 4/5 de les noies.

Quina proporcio de persones bi bha sense ballar en aquest moment?

Quina proporcio bi ba de nois i de noies?

13

Haviem arribat a la conclusié que hi ha sense ballar 37 del total.
Del mateix esquema es pot deduir la resta del problema:

Hi ha 22 de nois i 15 de noies.
37 37

4, EMPAQUETEM LLAPIS

Disposem d’un nombre de llapis compres entre 300 i 400, i un cert nombre de
capses. A cada capsa hi caben 7 llapis. En un cert moment hem omplert les 5/6
parts de les capses amb les 3/5 parts dels llapis.

Quantes capses més necessitem perque es puguin guardar tots els llapis?
@& Recorda que a cada capsa plena bi ba 7 llapis.

CAPSES PLENES = 15k 3k
A

AT TTTTTTY

Y Y
10 - 7 - Rk LLAPIS 15 -7 - k LLAPIS

T

LLAPIS EN CAPSES

El nombre de llapis és 157 - k+ 10 -7 - k= 175k en total; com que sabem que esta
compres entre 300 1 400, hi haura 175 - 2 = 350 llapis.

Aixi, k=2 ifaltaran, pertant, 7 -2 = 14 capses.
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5. COLLA DE SEGADORS

Una colla de segadors ha de segar dos prats. Un té doble superficie que laltre.

Durant mig dia treballen tots en el gran. La resta del dia treballa la meitat en el
gran i I'altra meitat en el petit. L’endema, el que quedava del prat petit el va se-
gar un unic treballador en jornada completa.

Quants segadors té la colla?

-
TARDA

Observant I'esquema, deduim que 1 treballador sega la meitat d’% del total en mitja

jornada, és a dir, % del total.

Aixi, doncs, deduim que, en total, son 8 segadors (ja que el 1r mati van segar entre
tots i; és a dir, i del total).
9 18
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6. GOLEJADA

De quantes formes es pot arribar al resultat de 5-0? De quantes al de 4-1? Per
tant, de quantes al de 5-1?

Al resultat 5-0 s’hi podra arribar d'una forma. Al 4-1, de 5 formes. Per tant, al 5-1 de
1+ 5 =6 formes.

7. CAMI DE L’EMPAT

Si, a més de saber que el partit va acabar 4-4, sabem que va passar per 3-1, de
quantes formes va poder evolucionar el resultat?

L'esquema ara seria aixi: 31
©)
4-1 3-2
O~ _®
4-2 3-3
N O
4-3 3-4
O 0
4-4

El resultat va poder evolucionar de 16 formes diferents.
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8. MOLTES MATES

De quantes maneres es pot formar la paraula MATES unint lletres contigiies en
la figura de sota?

M
A A
T T T
E E E E
S S S S S
E E E E
T T T
A A
M

Considerem la meitat de la figura. / \

Vegem de quantes maneres es pot arri-

barala S, formant la paraula mates. Els /\/\

nameros situats al costat de cada lletra

indiquen les maneres d’arribar-hi. / \ / \ / \
Sumem les possibilitats: /\ / \ / \ / \
S

1+4+6+4+1=16maneres

Multipliquem per 2 per considerar l'altra meitat de la figura.

Per tant, hi ha 32 maneres de formar la paraula MATEs en la figura donada.

Q. ARRIBARAUN 8 A 0

En un partit de basquet es va pel resultat de 8-0. Si sabem que no s’ha marcat
cap triple, de quantes formes s’ha pogut arribar en aquest resultat?

(Comprova que en son 34.)

@& Basquetbol: només cistelles d’1 i 2.

Dibuixem un diagrama en el qual apareguin les diverses possibilitats d’arribar a cada

resultat:
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1
1-0 0-1
1 1
2-0 1-1 0-2
2 2 2
3-0 2-1 1-2 0-3
3 5 5 3
4-0 3-1 2-2 1-3 0-4
5 10 14 10 5
5-0 4-1 3-2 2-3 1-4 0-5
8 20 32 32 20 8

5-1 5-3 0-6
38 84 13
5-2 2-5
149 149
8-0 7-1 6-2 5-3 4-4 3-5 2-6 1-7 0-8
34 130 304 478 556 478 304 130 34
Observa que obtenim cada resultat del diagrama sumant els dos que té a sobre a la

dreta amb els dos que té a sobre a 'esquerra.

Veiem que al resultat de 8-0, sense triples, s’hi pot arribar de 34 formes.

10. NOMES AMB CISTELLES D’1 I 2

Descobreix de quantes formes es pot arribar al resultat de 4-4 en un partit de bas-
quet sense triples. (Per sorprenent que sembli hi ha 556 formes. Comprova-ho.)

Observant el diagrama de I'exercici anterior, veiem que s’hi pot arribar de 556 formes.

11. AMB CISTELLES D’1, 2 0 3

Comprova que, si en un partit de basquet s’ha arribat en un cert moment al
resultat de 4-4, aixo ha pogut ser de 784 formes diferents (tenint en compte
que s’han pogut marcar cistelles d’1, de 2 i de 3 punts).

Fem un diagrama en el qual apareguin les diverses possibilitats d’arribar a cada re-

sultat:
0-0
1
0-1
1
2-0 0-2
2 2
3-0 2-1
4 5
4-0 3-1 2-2 1-3 0-4
7 12 14 12 7
3-2 2-3 0-5
37 37 13
5-1 3-3 1-5 0-6
56 106 56 24
6-1 5-2 2-5 1-6 0-7
118 209 209 118 44
8-0 7-1 6-2 5-3 4—4 3-5 2-6 1-7 0-8
81 244 477 698 784 698 477 244 81
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12.

13.

Observa que obtenim cada resultat del diagrama sumant els tres que té a sobre a la
dreta amb els tres que té a sobre a I'esquerra.

Aixi, doncs, veiem que al resultat de 4-4 s’hi ha pogut arribar de 784 formes.
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ESCALA MECANICA 2

En una determinada escala mecanica, la velocitat de pujada de ’Andrea és
10 vegades la de la seva germana petita, la Marta. L’Andrea arriba a dalt pu-
jant 40 esglaons. La Marta hi arriba pujant 10 esglaons. Quants esglaons visi-
bles té aquest tram d’escala?

Velocitat de pujada de ’Andrea: 10 m
L’escala puja

Velocitat de pujada de la Marta: m

40 _n=-40 b _ 10 - (n—40)

10 - (n—40) _ n-10
10m b 40 =

40 10
n—10 n =060
10

10 _ n—10
b

S|l 3|

L’escala té 60 escales visibles.
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ESCALA MECANICA 4

La Leticia tarda 10 s a baixar 50 esglaons i completar, aixi, un tram d’escala
mecanica. UEva va més a poc a poc, tarda 20 s i baixa 30 esglaons en el ma-
teix tram. Quants esglaons té aquest tram d’escala? Quant tardaria cada una
a baixar-la si estigués espatllat el mecanisme?

Leticia 50 esglaonsa 10 s — esglaons = 50 + 10v } v=2esgl/s

Eva 30 esglaons a 20s.  — esglaons = 30 + 20p | €sglaons 70

v = velocitat de I'escala en esglaons/s
Si estigués espatllat:

10 s

Leticia 70 esgl. - =14s
50 esgl.

Eva 70 esgl. - _20s _ 46,7 s
30 esgl.
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14.

15.

16.

ESCAILA DE PUJADA I DE BAIXADA

En Marius puja per I'escala mecanica de pujada i recorre un total de 60 es-
glaons. Pero si puja per la de baixada (1) recorre 120 esglaons. Quants esgla-
ons visibles tenen aquests trams? (Se suposa que ambdos trams tenen la ma-
teixa longitud i que les seves velocitats també son iguals.)

1 temps que tarda en recorrer el tram d’escala
v: velocitat de les escales
e: esglaons que té el tram d’escala
Tram de pujada: e=060+17-v
Tram de baixada: e= 120 -t

Sumant les dues equacions obtenim: 2e =180 — ¢ = 90 esglaons visibles en ca-
da tram d’escala.

UN SISTEMA

3 _ 5 _

x—-2 y+1
Resol el sistema:

5 .2 _

x—-2 y+1

Anomenem: a = 1 ;. b= 1 .
xX—2 y+1

El sistema quedara:

3a-5b=1 6a—-10b=2
Sa+2b=12 25a + 10b = 60

12 -5a _
2

Sumant: 3la=62 — a=2; b= 1 - b=

D’aqui obtenim x i y:

L _2 5 1-2x-4 > 5-2x0¢ — x=2
x—2 2
Loy S 1-p+1 = y=0
y+1 )

Solucio: x=%, y=0

UNA EQUACIO

Resol ’equacio segiient, fent un canvi de variable adequat:
(x2-2x+1)2%-2(x-1%2-15=0

L’equacio 'expressem aixi:

[(x= D —2(x=1)2-15=0
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Fem el canvi de variable: z = (x— 1)%.

Ens queda:
22-22-15=0
_2:V4+60 _2:V64 _ 228 __— 25
2 2 2 T~ z=-3

\/g — x=1+\/§
-5 - x=1-V5

z=5 — (x-1*=5 — x—1=:\/5<

[
]

x_
x_
z=-3 — (x-12=-3 — novalida

Aixi doncs, les solucions de I'equaci6 son: x; =1 — \/g; x, =1+ V5.
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17. Dedueix, pas a pas, justificadament, una formula per aillar x en les equa-

18.

2

cions del tipus x“—mx +n = 0.

X —mx+n=0 multipliqueu per 4

4x? —4dmx+4n=0 sumeu m?

4x% =2 2x-m+m? +4n=m? aconseguiu el quadrat d’una resta
Q2x— m)? = m?—4n feu l'arrel quadrada
2x—m=+Vm?*—idn ailleu x

m+Vm?—4n
2

Demostra que si x, i x, son les dues arrels de I'equacio

ax? +bx +c = 0, llavors x1+x2=—% xl-x2=%
Si son les 2 arrels vol dir que
_—b+VPP—4ac . __ —b—VP -4ac
= ix= =
2a 2a
Sumant x, + x, = b , V¥ —dac , (b , VP -dac _ -b

2a 2a 2a 2d a

Multiplicant x; - x, = ( &b + Vi - 4“0) ( b + V2 - 4ac) _

2a 2a 2a 2a

[(a+b)a+b=d-1

(o (VPR —dac\’ _ ©* P -4dac _4ac _ ¢
2a 2a
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19. Demostra que n3—n és miltiple de 6.

B—n=n(P-D=nn-Dn+D=(n-1 -n-(n+1) aixo és el producte
de tres nombres consecutius.
e Demostreu que és multiple de 2.
Tres nombres consecutius poden ser:
(parell - senar) - parell = (senar) - parell = parell
o bé
(senar - parell) - senar = (senar) - senar = parell

per tant, 3 nombres consecutius multiplicats sempre donen un nombre parell

e Demostreu que és multiple de 3.

En tres nombres consecutius sempre hi ha un nombre multiple de 3; per tant, el
producte també sera multiple de 3.

Si hem demostrat que és multiple de 2 i maltiple de 3, sera maltiple de 6.

20. Si X éslamitjana de » nombres, x,, x,, X3, «eey X,, demostra que:

S(x;—-x)*  Ex?
= x

n n
2 (x;— %2
n
x?  Z2xx | Z&?
n n n

21. Demostra que les tres medianes d’un triangle es tallen en un punt.

Donat un triangle qualsevol, el dibuixem amb els punts mitjans del costat.
El segment DE és paral-lel a AB.
DE = AM
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DE = - AB
2

Trobem el punt mitja entre A i F i 'anomenem G.
Trobem el punt mitja entre B i F i 'anomenem H.
DEGH formen un paral-lelogram.

Les diagonals del paral-lelogram (medianes) es tallen en els punts mitjans dels ver-
texs oposats.

Laltra mediana és paral-lela a DG i passa pel punt mitja de D i E; per tant, també
passa pel punt.

N

22. Demostra que un angle inserit en una semicircumferéncia és, necessaria-
ment, recte.

a Cal demostrar que o = 90°

Acabem de dibuixar la circumferéncia sencera i dibuixem el mateix triangle a sota:

quedara un paral-lelogram en qué la suma d’angles és 360°.

Aquest paral-lelogram és un rectangle; per tant, f +y =90° i o = 90°
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23. Demostra que la suma dels angles d’un triangle és 180°.

Dibuixem un triangle qualsevol:

Tracem una paral-lela a AB que passi per C.
Ens adonem de a i f.

Langle B + o + y suma 180°.

24. Demostra que la suma dels angles d’un poligon de n costats és 180° (n — 2).

Dibuixem un poligon de 7 costats i el triangulem des d’un punt central.

Sortiran 72 triangles.

La suma dels angles de 7 triangles és 180° - n.

Cal restar I'angle central que és de 360° = 180° - 2.
Suma d’angles = 180° - 7 — 180° - 2 = 180° (1 — 2).

n=7
25. Demostra que cada angle d’'un n-agon regular és 180° — 360°
n
Si dibuixem un #7-agon regular i el triangulem des del centre, obtenim 7 triangles
isosceles.
a =203
; Per a un triangle isosceles
- 2B + vy =180°
B Per a un triangle isosceles
a nQp+1y) =mn-180°
n-2p +360° = n- 180°
n=38 n- 2B = n- 180° — 360°
n-o=n-180° - 360°
o =180° — 360°
n

Resolucié de problemes
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26. Demostra les desigualtats segiients:

Dm2/(1+m% <1/2 b) 2+ 3)/Vm? + 2 > 2
m? 1 2 4 4 2 2 2
A —=— < 2m=sl+m* & m-2m+1=20 < (m*-1)*=0,
1+m* 2

la qual cosa és certa (el quadrat d'un nombre sempre és major o igual que zero).

m?+ 3

—— 2 >2 e mP+3>2Vm?+2 = (m2+32>02Vm?+2) <
Vm? + 2

b)
Vm?+2 >0 S6n nombres positius
e mtromi+9>4(mE+2) o mtromE+9>4mE+8 =

< mi+2m?+1>0 < (m?+1)%>0, la qual cosa és certa.
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27. MAJOR ENTER
Troba el nombre enter n més gran tal que: n2°0 < 5300,
720 < 5300 o (2100 < (50 o 2 <53 e 52 <125
Com que V125 = 11,18, tenim que:

12=121<125 |, _ 4
122 = 144 > 125

Es el major nombre enter tal que 7290 < 5300,

28. ENTERS CONSECUTIUS

El producte de quatre enters consecutius és igual a 7590 024. Quins son
aquests nombres?

Com que V7590024 = 52, 488, provem amb nombres propers a 52.
Si temptegem, obtenim que:
51525354 =7590024

Per tant, els nombres séon 51, 52, 53 i 54.
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29.

30.

31.

DIGIT DISTINT DE ZERO

Elnombre1:-2-3-4-...-48-49 - 50 és un nombre enormement gran. Quin
lloc ocupa el primer digit distint de zero comencant des de les unitats?

Comptem el nombre de vegades que apareix el factor 5 (el factor 2 apareixera meés

vegades):
10 + 2 = 12 vegades
[ — [ —
5:1=5 52-1=25
5:2=10  5%-2=50
5-3=15
5-10 =50

Per tant, el nombre donat acaba en 12 zeros; i, aixi, el primer digit diferent de zero
comencant des de les unitats és el que ocupa el lloc namero 13.

QUINS NOMBRES SON?

El nombre 248 — 1 és divisible exactament per dos nombres compresos entre
60 i 70. Quins son aquests nombres?

& Fes iis de la propietat a®" —1 = (a" + 1) (a" -1).

Si apliquem la propietat a?” — 1 = (a” + 1)(a" — 1), tenim que:

248 _ 1 = (224 + 1)(224 -1 = (224 + 1)(212 + 1)(212 1=
=¥+ D -2+ 1)-4095=¥+ D2+ 1) 6365

Per tant, els nombres buscats soén 63 i 65.

NO TENIEN CALCULADORA, ES CLAR

El 1856 es va publicar un llibre (molt gruixut) que contenia els quadrats
dels nombres des de 'l fins al mil milions. Per qué? Per multiplicar. Et toca a
tu esbrinar i explicar com. Per fer-ho, relaciona el producte de dos nombres
m -n amb la diferéncia dels quadrats m + n i m —n. Explica com s’usaria el
«libre dels quadrats» per fer el producte de dos nombres molt grans (per
exemple 57 839 x 8756) per mitja d’operacions més senzilles.

Es basaven en:
(m+n)? = n? + 2mn + n?
(m—n)?=m? = 2mn + n?
Restant (m + n)? — (m— n)? = 4mn
(m+m?*— (m—n? _
4

i aillant

m-n

Procés:
— Sumareu els 2 nombres que volieu multiplicar: 57.839 + 8.756 = 66.595 = m + n
— Restareu els 2 nombres que volieu multiplicar: 57.839 — 8.756 = 49.083 = m — n
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32.

33.

— Buscareu en el llibre els quadrats: (m + n)? = 66.5952 = 4.434.894.025
(m— m)? = 49.083 = 2.409.140.889

— Restareu 2.025.753.136
i dividireu per 4 506.438.284

el mateix que avui en dia feu a la calculadora 57.839 - 8.756 = 506.438.284

CAP AMUNT, CAP AVALL
Un corredor puja al capdamunt d’un turd a una velocitat de 4 km/h.

A quina velocitat haura de baixar si pretén que la velocitat mitjana final si-
gui de 7 km/h?

e = espaireconegut de pujada = espai reconegut de baixada
Ip = temps trigat a pujar

tb = temps trigat a baixar

Vp = velocitat de pujada = 4 km/h

Vb = velocitat de baixada

7 = Vm = etotal = 2e

ttotal Ip+i b

e e
Vp=— — 4=—
r p U
vp= &

r U2
2e=T1p+ T7th

2e=7-%+7. & Dividim per e
4 Vi

2= 1 + l
4 Vb
1_7
4 Vb
Vb = 28 km/h
Atencio: tarda menys temps a baixar que a pujar, per aixo no podeu fer
Vin = VP ; Vb

Resol ’equacio:
x0—2x5—2x%+x3+4x2+4x =0
Per fer-ho has de descompondre en factors el polinomi

P(x) = x0—2x5 - 2x% + x3 + 4x2 + 4
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34.

35.

36.

X0 — 200 — 2x% + &% + 4a + 4x =0
x(x=2Px+1) - +x+1)=0
Son solucions els valors de x que anullen qualsevol factor, ja que 0 - x =0

2

x=0 «x=2 x=-1 Elfactor x*+ x +1 no s’anul-la per valors reals.

Resol les equacions segiients:
a) x5+ x4 —8x3-12x%2=0
b) x5+ x% — 203 —6x2 —48x —72=0

)0+ X -8 —12x2=0

X2 (x-3)(x+2)2=0 Sén solucions x=0 x=3 x=-2

b) &% + at — 203 — 652 —48x-72 =0

(x=3)(x+22% (P +6)=0 So6n solucions x =3  x=-21no té solucio real
X2 +6=0

Resol les equacions segiients:

a) x%+ 4x5 — 18x% — 103x3 — 148x2 + 60x = 0
b) x5+ 5x% + 6x3 + 7Tx2—7x —12=0

©) x7+ 8x% + 25x5 + 36x% + 20x3 =0

) x-(x=3)(x+3)P2(x-57%=0

x=0 x=3 x=-3 x=5

PDx—Dx+D) (x+4) (2 +x+3)=0

x=1 x=-1 x=-4

)X (x+2)2(x2+4x+5)=0

x=0 x=-2
Resol:

y=vVx

2y +x =8
2Vx +x=8
2Vx =8 —x

4x =64 — 16x + x2

Resolucié de problemes



x?—20x+64=0
x=4 y=2

x =16  Soluci6 no valida que apareix a causa d’elevar al quadrat per solucionar.

37. Resol:

2x -7y +5=0
y=\/x+1

2x+5=7Vx+1
4x +20x + 25 = 49x + 49
4x%2—-29x—-24 =0

x=8 py=3
1 Valides ambdues

3
x: — =
5 075

38. Resol:
\/;—y=y—1
x—-3y=1
Vx=2y-1
x=3y+1
Viy+1 =2y-1
3y+1=4)>—4y+1
492 -7y =0

y=0 No valida

7 .2

Y=y 4

39. Resol:

) \/x+y—y+1=0
\/x+y+x=8

b | V2x+y—x+3=0
y+2V2x +y =10

) {\/x+y=x—y
x\/y+x=9

a) Resteu la 2a de la 1a
x+y—1=8
y=9-x

Resolucié de problemes



Substituim en la 2a
Vx+ (-2 +x=8
3+x=8
x=5 y=4

b) Resteu la 2a —1la 1a - 2
y+2x-6=10
y=16-2x
Substituim en la 1a
Vax + (6= 20 —x+3 -0
4-x+3=0

x=7 y=2

¢) Resteu la 2a de la 1a
x=9-x+y
y=2x-9
Substituim en la 2a
x+V2x-9 +x =9
V3x-9 =9 -x

3x—9=81-18x+x3
x=06

X2 —21x+90=0<__
T~ x=15
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40. Resol:
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y=3
No valida



10 9

x (15/%) )
10 9x _ 4
X 15

150 — 9x° = -15x

xX=5 =3
9x% — 150 = 150 = 0 <_ Y

x=-10/3 y=-9/2

£+2=]
Y I
_ 3
xy=—3 g )/——x
i+ El =1
x  (=3/%)
i—3x=1
X
4-3x%=x
x=1 y=-3
24 x—4=0<__
3xc + X \ x=_4/5 y=9/4
41. Resol:
i__3=1 £+§=
a)ix-3 y b){x y
xy =15 x2%y =18
a) 43
x-3 (15/%
4 _X
x—3 5

20-x(x—-3)=5(x-3)

20 — x% + 3x =5x-15

/

x=-7 y=-15/7
X+ 2x0-35=0 <

x=5 y=3
6 8

— + ——=2x

x  (18/x%

6 44X _ gy

X 9

54x + 4x3 = 18x2

x=3 =2
4x3—18x2+54=0< Y

x=3/2 y=8
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42. Troba les solucions del sistema segiient:

11

=-03
x2+1 y2+1 ’

2+ 1 _-09
x2+1  y2+1

1 -1 =-0,3 Fem un canvi de variables:
xX*+1 P +1
21 _q9 a=—+— p-1
X+l P+ x*+ 1 Y+ 1
Aixi, el sistema queda com segueix:
a—b=-03 a=b-0,3
2a+ b=09 2(b-0,3)+b=0,9
2b—0,6+b=0,9
3b=15 — b=05
a=05-03=0,2
Ara és facil obtenir els valors de x i :
a=—L1 02 - 1=02(2+1) — ——=x+1 —
.xz +1 032
—= S=x2+1 — 4=x2 - x=V4=12
-_ 1  _z - 2 1 _ >
b= =05 = 1=050°"+1 — —=p"+1 —
yz + 1 0,5

— 2=y2+1 — l=y2 — y=i\/ ==+1

Per tant, hi ha quatre solucions per al sistema:

x, =2 X, = =2 x5 =2 Xy =2
y»=-1 »=1 y3=-1 =1

43. Resol:

a) x2y=100 b) x2y=49
x2+y=29 x2+2y=>51

a) x2 + 1020 =29

X
x4+ 100 = 292
4 _ x=2 y=25
x*—29x% + 100 =0 fed <x=_2 e
- 2291 +100 =0 <_ Y
I3 xz 15 N t=25/'X=5 y=4
T~ x=-5 y=4
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b)x2+2-4—2=51
X

Xt +98 = 5142

5122+ 98 =0 L x=V2 y=49/2
=2 ~_ -2 y=49/2

__—x=T7 y=1
t=49\x=_7 y=1

t=x2 z2—51t+98=0<

44. Resol:
aA)xi-3x2+2=0
b)xt+x2-2=0
A)x4_64=0
d) 36x%— 2552 + 4

-1

) xt—3x2+2=0 t=1<x_
a2 2 0= =1
t=x" t°=3t+2=0>~_ _—x=V2
t—Z\ 5

b xt+x2-2=0

1= x2

5 5 O/t=—2 —  No valor real d’x
P+t—2= -

) %d— 64=0 e
o) x*—-064=

x=+ V64 =+2V2
d) 36x* —25x% + 4 =0

1=4/9 — x=4+2/3
t=x2 3682-25t+4=0<__
3 > T~ = 1/4 - x=+1/2

45. Resol:
4 =2
a) logxx+logy Slogzx_310g2y=3
log 3 3 log, (xy® =15

2) { 4 log x+logy=2
log x—logy=3
51logx=5
logx=1
x=10 — y»=0,01

5 log, x—3 log, y=3
b) 2
log, x + 3 log, y =15
6 log, x=18

log, x=3
x=22=8 — y=16
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46. Resol:

47.

1-x2
a) 5 125

5x+1=25y+1
5 ¥ =53 - 1-x?=3 — =4 x=22

b) 7% + 7%+ 49 = 350
7¥ (1 + 49) = 350

2 2
9] log—(x ) =1 — 1Gy+ 17+ 5] =10 — 4*+5y-9=0 —
(x =2y T Qy+1) -2y

xX+1=2y+2 — x=2y+1
/y=_2 ‘X=_3
\y=1 x=3

QUANT VALEN ELS VERTEXS?

18

1 b) 7 + 7¥*2 = 350 ) {log x2+y)—log (x-2y)=1

En aquest triangle, el nombre tancat en un cercle és

la suma dels vértexs corresponents:

G2 @
14 10
@ ®
a) Si seguim aquesta mateixa llei,
quin és el valor dels veértexs en (9) (60) @ 9
aquest altre triangle i en aquest
quadrat? &) @)
X x+y=060 y=060-x
y+z=82 60 —x+2z=82 — —x+z=22
x+z=38 x+z=38
@ @ Sumant aquestes dues Gltimes:
2z=60 — z=30
/A x=38-2z=38-30=8 x=8, y=52, z=30
z 82 Yo y=60-x=60-8=52
x+y=38] y=38-x x @ y
y+z=54| z=54-y=54-38+x=16+x
z+ =41 z=41-1
I+x=25| x=25-1 @@ 6@
y=38-25-=13+1
= = —1=41-— 1)
z=16+x=16+25—-1=41—1 / (41) .

Resolucié de problemes



Hi ha infinites solucions. Totes les de la forma:
x=25-h; p=13+N; z=41-N; =\

sent A qualsevol nombre real.

48. EL REMER

Un remer va des d’'un punt A fins a un altre B itorna una altra vegadaa A
en 10 hores. La distancia entre A i B és de 20 km.

Troba la velocitat del corrent d’aigua, sabent que rema 2 km aigiies amunt
en el mateix temps que rema 3 km aigiies avall (se suposa que I'efectivitat
del remer en cada remada sempre és la mateixa).

e Anomenem x la velocitat de pujada; aixi, la velocitat de baixada és %x

e La velocitat mitjana de tot el viatge és:

40 km
= ——— =4km/h
v 10 hores m/
_ 40 km _ 40 _ 40 _ 120x _ 6x
20 20 20 40 100 100 5
— 4+ hores —+-— —
x  (3/2)x x 3x 3x
_ b6x _ 10 P . .
4 = = - x= ER = 3 33 km/h és la velocitat de pujada.
— %x = % . 1—30 =5 km/h és la velocitat de baixada.

e Per tant, la velocitat del corrent d’aigua és:

L. .5_5.
(5— ) > 3= ¢ = 083km/h
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49. CAMP TRIANGULAR

Un granger té un camp triangular rodejat de tres camps quadrats, i cada un
d’aquests té un costat comi amb el triangle. Les superficies dels camps qua-
drats son 4225 m?, 1369 m? i 5594 m?.

Quina superficie té el camp triangular?
Fem un dibuix:
Observem que:

5594 = 1369 + 4225; és a dir, que:

Resolucié de problemes



5594 m?

50. PILOTA DE PLATJA

Una gran pilota de platja esta recolzada
sobre una paret que forma un angle rec-
te amb el terra. Quin és el radi de la pi-
lota més gran que pot situar-se entre la
paret, el terra i la pilota de platja?

Fem un dibuix:

100V2-1) _

10002 = 1)2

ct=a*+ b?

Per tant, el triangle és rectangle.

La seva area sera:

b-a _

V4525 V1369 _ 6537 _

A =
2

=1202,5 m?

2 2

7C =100 cm; CD =100 cm

AB-r,

AT=r, OB=r

OC = V100% + 100? = 100V2 cm

Od=r V2

Per tant, com que:

OC= OA+ AT+ TC

tenim que:

100V2

(\/E+ D

51. FIGURES QUE CREIXEN

) W2+ DV2-1

=7 V2 + 7+ 100

= 100(3 = 2V2) = 17,16 cm

Enuncia en els dos casos una regla per passar d’una figura a la segiient.

a O O3 I ] [

Resolucié de problemes
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Després de 20 passos, quants quadradrets contindra la figura resultant en el
cas a? I quants trianglets contindra la figura resultant en el cas b? Sabries ge-
neralitzar el problema?

a) Successié amb quadrats:

dy =1
A, = d +4
dy = d, +8
dy = dy+12
Lo=L

a,=d,_,+4(n-1

n

Sumant: a,=1+4+8+12+ ... +4(n-1
1+(nm-Din-1) _
2

a,=1+4(1+2+3+. .. +n-1)=1+4"
=1+2n—Dn

Pertant: a, =1+ 2n(n-1).

Al cap dels 20 passos hi hauria 761 quadradets.

b) Successié amb triangles:

dy =1
Ay = d, +3
iy =y + 6
g = dy+9
Lo=4.

a,=d, ,+3(n-1

n

Sumant:  a,=1+3+6+9+ ... +3(n-1)
1+n-Din-1 _
2

a,=1+3(1+2+ ... +m-1)=1+3"

3
=1+ 2nn-1
Zn(n )

P Ca,=1+2
ertant: a, =1+ ?n(n— 1.

Al cap dels 20 passos hi hauria 571 trianglets.

¢) Amb £k costats: a,=1+ én(n— D

LOGICA

52. VACANCES PLUJOSES
En David va estar uns dies de vacances al tropic.

Va observar que va ploure 14 vegades al mati o a la tarda, i que quan plovia al
mati, a la tarda era clar, i a la inversa. Durant la seva estada, hi va haver 12
matins totalment clars i 10 tardes també ben clares.

Quants dies va estar de vacances en David?

Resolucié de problemes



53.

Plou 14 migdies (matins i tardes).
Es clar 12 matins i 10 tardes.
Sumem tots els matins i tardes = 14 + 12 + 10 = 36.

1 dia té 1 mati i 1 tarda; aixi doncs, dividim per 2 la suma de matins i tardes i tin-
drem els dies que va estar de vacances:

36 : 2 =18 dies

IDIOMES

En una empresa, tots els treballadors parlen algun idioma dels segiients:
a) El 5% parla tots tres idiomes.

b) E1 9% parla francés i catala.

c) El 25% parla frances i angles.

d) El 23% parla angleés i catala.

e) El 78% parla angles.

f) El 41% parla frances.

Quin tant per cent dels empleats parla un sol idioma?

Farem servir un grafic:

Cada conjunt representara els treballadors que parlen un idioma:

parlen catala i frances

parlen angles i catala 9% — 506 = 4%

23% — 5% = 18%
parlen tots tres idiomes
5%

Angles
Frances

parlen frances i angles
25% — 5% = 20%

18%

5%
Anglés

Frances

20%
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54.

Si fem 100% - 18% - 20% - 4% - 5% = 53% soOn els empleats que parlen 1 idioma.
Veiem-ho més clar:

Dels que parlen angles, 78%, cal descomptar els que ja hem comptat previament,
que parlen anglés i un altre idioma.

78% - 18% - 20% - 5% = 35% parlen només angles
Fem el mateix amb el frances:
41% - 4% - 20% - 5% = 12% parlen només frances

Aixi tenim:

Frances

El total ha de sumar el 100%.
C=100% - 35% - 12% - 20% - 18% - 4% - 5%
C=06%

El percentatge d’empleats que parlen només un idioma és:

35% (A) + 12% (F) + 6% (C) = 53%

NEDADORS

Dos nedadors experts es col-loquen als costats oposats d’'una gran piscina de
60 metres de longitud i comencen a nedar al llarg d’aquesta. Un dels neda-
dors avanca tres metres per segon, i I'altre, 2,5 metres per segon. Neden sen-
se parar durant 15 minuts. Si suposem que no perden temps quan donen la
volta, quantes vegades s’encreuaran?

El nedador que avanca 3 m/s triga 20 s a fer 1 piscina.
El nedador que avanca 2,5 m/s triga 24 s a fer 1 piscina.
El minim coma mdultiple (m.c.m.) de 20 i 24 és 120.
Quan han passat 120 s = 2 min:
El nedador que avanc¢a 3 m/s haura fet 6 piscines.

El nedador que avanca 2,5 m/s haura fet 5 piscines.
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Fem un grafic per representar-ho:

3m/s 2,5m/s
Ha fet 6 piscines
Ha fet 5 piscines
120's
2 min S’encreuen 6 vegades

Si neden 14 min, s’encreuaran 42 vegades i estaran junts. Per arribar a 15 min cal
que nedin 1 min = 60 s més.

Ho representem. En 1 min hauran nedat:
El nedador que avanca 3 m/s — 3 piscines

El nedador que avanca 2,5 m/s — 25 piscines

Ha fet 3 piscines
Ha fet 2,5 piscines

S’encreuen 2 vegades

2,5m/s 3m/s

En total, en 15 min s’encreuaran 44 vegades.

55. BALES DE COLORS

L’Anna, en Pep i en Ramon es reparteixen sis bosses amb les quantitats de
bales segiients: 18, 19, 21, 23, 25, 34.

L’Anna n’agafa una bossa. En Pep i en Ramon es reparteixen les altres cinc.
Després, tots tres treuen les bales de les bosses i les compten.

En Pep té el doble de bales que en Ramon.

Quantes bales té ’Anna?
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En total hi ha 140 bales.
L’Anna se’'n queda unes quantes.

Les restants, se les reparteixen en Pep i en Ramon.

Si en Pep té el doble de bales que en Ramon, vol dir que el total de bales que tenen

en Pep i en Ramon ha de ser multiple de 3. Mirem la possibilitat:

TOTAL BALES BALES ANNA | BALES RESTANTS | MULTIPLE DE 3
140 18 122 NO
140 19 121 NO
140 21 119 NO
140 23 117 it
140 25 115 NO
140 34 106 NO

L'Gnica possibilitat és que I’Anna tingui 23 bales.
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56. TRIANGLE RECTANGLE

En un triangle rectangle, a i b son els catets i ¢ la hipotenusa. Anomenem

h l'altura corresponent a la hipotenusa.

Demostra que el triangle amb costats h, ¢ +h i a +b &s rectangle.

(a+ b? + h?=(c+h)?
Pero:
(a+ b?+h2=a%+ P+ 2ab+h2 9 2+ 2ch + h? = (¢ + h)?,
2
C

tal com voliem demostrar.

®Si considerem com a base el costat a, I'area del triangle és aé b ,

i si considerem com a base el costat ¢, I'area del triangle és c-h
Per tant: %b = CTh — ab= ch.

Resolucié de problemes

Sabem que a?+ b? = ¢?, atés que ens diuen que
el triangle de costats a, b i ¢ és rectangle.

Hem de demostrar que el triangle de costats h,
c+h i a+ b ésrectangle; és a dir, que:




57. MULTIPLE DE 12

Demostra que si p €s un nombre primer major que 3, llavors p2—1 és un
multiple de 12.

@& Podem escriure p°>—1=(p —1) (p + 1). Tingues en compte que un miiltiple de 12

ba de ser miiltiple de 3 i de 4.

Podem descompondre, tal com s’indica a I'ajuda, p? -1 de la forma:
P=-1=@-D@p+D

e Com que p ¢ésimparell (ja que p ésun nombre primer major que 3), p—1 i
p+ 1 son parells. En multiplicar dos nombres parells, necessariament obtenim un
multiple de 4.

Esa dir, p>—1 és multiple de 4.

e A més, com que p no és multiple de 3 (ja que p ¢és primer major que 3), 0o bé p—
1, obé p+ 1 hade ser multiple de 3 ja que p—1, p, p+1 sOn tres nombres
consecutius; un d’ells ha de ser multiple de 3). Per tant p>— 1 és multiple de 3.

e Com que p?—1 ésmultiple de 4 i de 3, ho sera de 12, tal com volien demostrar.

58. DESIGUALTATS

Si a i b son dos nombres diferents i ambdos positius, demostra les desi-
gualtats segiients:

a+b _ 2ab a+b _ o a+b \/(a2+b2)
a) > >a+b b) > > Vab 19 =V 2

a) Suposem que la desigualtat és falsa, és a dir, que:

+ . P cps ~ -
aTb < Zfbb; com que a i b son positius, a+ b també ho és,
a

aleshores: (a+ b)? < 4ab.

Desenvolupem el quadrat i agrupem termes:
a*+2ab+ b* < 4ab
a’?—2ab+ b*<0

(a-b*=<0

Perd, com que a= b, (a— b)*> no és zero; i mai no pot ser negatiu. Hem arribat
a un absurd; per tant:

a+b S 2ab
2 a+b
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b) Suposem que és falsa la desigualtat, és a dir, que:

atb _yap
_r

Si elevem al quadrat (a + b és positiu, per ser-ho a i b) isi operem:
a+bs=2Vab
(a+ b?=<4ab
a’+2ab+ b* < 4ab
a’>—2ab+ b <0
(a-b?*=<0
Arribem a la mateixa conclusié que en l'apartat anterior; s un absurd; i, per tant:

M>\/E
2

¢) Si ai b>0 esmanté la desigualtat si elevem al quadrat:

5]

a*+2ab+b* _ a*+ b?

4 2
a’+2ab+ b* < 2a’ + 2b?
2ab< a®+ b?
0= a’—-2ab+ b>

0= (a—-b? — sempre quelcom al quadrat és = 0 — Demostrat

<_ restem a’+ b? en els 2 termes

PRINCIPI DEL COLOMAR

59. coLOMS I FORATS

60.

Un conjunt de 40 coloms arriben volant i es fiquen al colomar pels 36 forats
que hi ha. Explica per qué tindrem la seguretat que per alguns dels forats
han entrat, almenys, dos coloms. La idea que sustenta aquesta situacio és la
que permet resoldre els exercicis que tens a continuacio.

Els primers 36 coloms entren en un forat diferent cadascun.

El colom 37 ha de repetir forat.

ANIVERSARI COINCIDENT
En un institut de 450 estudiants, demostra que hi ha, almenys, dues perso-
nes amb la mateixa data d’aniversari.

Apliquem el principi del colomer:

Hi ha 365 (0 366) dates possibles per a 'aniversari; si hi ha 450 persones, n’han de
coincidir, com a minim, dues.

Resolucié de problemes



61.

62.

63.

64.

PIN DE QUATRE XIFRES

Els “nombres secrets” de les targetes de crédit consten de quatre digits. Per
exemple, 2704, 0012, 9461, son nombres possibles.

Demostra que, amb certesa, hi ha dues targetes que tenen el mateix nombre.

El nombre de targetes de credit existents supera el de 10000, que és el nombre de
possibles “nombres secrets”.

Aplicant el principi del colomer, amb tota certesa, hi ha dues targetes que tenen el
mateix “nombre secret”.

ENCARA QUE NO HI HAGI CALBS

¢Podries assegurar que a Catalunya hi ha, almenys, dues persones amb el
mateix nombre de cabells al cap?

El nombre de cabells en el cap d’'una persona no supera els 200000. El nombre
d’habitants de Catalunya, si. Pel principi del colomer, hi haura, pel cap baix, dues
persones amb el mateix nombre de cabells al cap.

NOMBRE D’AMICS

En una festa hi ha 50 persones. Demostra que almenys dues tenen el mateix
nombre d’amics a la festa.

Aplicarem el principi del colomer.

En principi, tenim les seglients possibilitats per al nombre d’amics de cada persona:
0,1, 2, ..., 49 (considerem que si una persona és amiga d’una altra, I'altra ho és de
la primera, i que un mateix no es compta com a amic sew). Tindriem 50 possibili-
tats, pero totes a la vegada no es poden donar. Si hi ha una persona amb 0 amics,
no pot haver-n’hi una altra amb 49 amics, ja que la de 0 amics no seria amiga seva.
Aquestes dues possibilitats no es poden donar alhora.

Per tant, com a maxim, tenim 49 possibilitats, i hi ha 50 persones. Si associem a ca-

da persona una possibilitat, necessariament hi haura dues persones (com a minim)
amb la mateixa possibilitat, és a dir, amb el mateix nombre d’amics.

PUNTS EN UN TRIANGLE

Sigui ABC un triangle equilater de 2 cm de costat. Demostra que si s’elegei-
xen cinc punts del seu interior hi ha, com a minim, dos punts que disten

menys d’1 cm.
B

2cm
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Escollim el primer punt A.

El seglient punt haura d’estar més lluny d’1 cm, és a dir, fora de la zona ombrejada:

B

’V

A C

1

El seglient punt escollit sera B. Ja tenim 2 punts.

El seglient punt haura d’estar fora de la zona ombrejada.

B

A C

El segtient punt escollit sera C. Ja tenim 3 punts.

El seglient punt haura d’estar fora de la zona ombrejada.

B

A C

Qualsevol que sigui el punt 4 escollit en la zona no ombrejada fard que s’'ombregi
tot el triangle.

Es impossible col-locar un cinqué punt que disti 1 cm de tots els altres.

65. OVELLES A TOCAR

En un camp quadrat de 35 m de costat introduim 26 ovelles que pasturen. De-
mostra que sempre n’hi ha, almenys, dues que estan a menys de 10 m.

7m Dividim el quadrat de costat 35 m en 25 quadradets
7m de costat 7 m cada un.

Com que hi ha 26 ovelles, necessariament han d’es-
35m tar, com a minim dues, en un mateix quadradet. I la
distancia maxima dintre del quadradet és la diago-
nal, que mesura:

35m V72 +72 =v98 <10 m
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66. QUADRICULES

En la quadricula 4 x 6 que tens a sota hem ombrejat alguns dels quadrets i
d’altres els hem deixat en blanc.

Aix0 es pot fer de moltes maneres. Intenta trobar una de les maneres en la
qual no es pugui trobar un rectangle amb els quatre vértexs del mateix color
(en la que hem dibuixat no passa, com es pot veure amb els quatre quadrets
assenyalats en vermell).

No obstant aix0, si la quadricula fos 4 x 7 no seria possible trobar una confi-
guracio en la qual no hi hagués un rectangle amb els quatre vértexs del ma-
teix color.

e Vegem una forma en la qual no es pot trobar un rectangle amb els quatre vertexs
del mateix color:

Quadricula 4 x 6

e Hi ha 6 formes diferents d’ombrejar dos quadrats en una columna de 4. Si la qua-
dricula fos de 4 x 7, tindriem 7 columnes per a només 6 possibilitats; per tant,
com a minim, una haura de repetir-se.

e Si ombregéssim només un quadrat, tindriem 4 formes diferents; i ombrejar 3 qua-
drats és equivalent a ombrejar-ne un de sol.

¢ Si ombregem un nombre diferent de quadrats en cada columna, augmentem les
possibilitats de coincidéncia.

Resolucié de problemes



