N7 RESOLUCIO DE SISTEMES
B MITJANCANT
DETERMINANTS

Pagina 56

Determinants d’ordre 2

B Resol cada un dels segiients sistemes d’equacions i calcula el determinant de la
matriu dels coeficients:

2x + 3y =29 5x -3y = 8 4x + y =17
a) b) c
3x—y=5 —10x + 6y =16 5x +2y =19
@ x-6=7 o [18x + 24y =6 £y [ 3%+ 11 =128
—6x + 4y =11 15x + 20y =5 8 — 7y = 46
2x+ 3y =29 23 __
a)3x_ )= 5} 3_1‘ 110

Solucio: x=4, y=7

by OX=3y= 8} ‘5 ‘3‘=o. Solucio’:x=§+é7\7y=7\

—10x + 6y =-16 -10 6 5 5
4+ y=17 4 1) _
o) 5x+2y=19} 5 2‘ 3=0

Solucio: x=15, y=-3

9x— 6y = .
=0. [
@ —Ox+ 4y=11 } _6 4‘ 0. Incompatible
) 18x+24y=0 18 24 0
15x+ 20y =5 15 20
Solucio: x = l_i Ao y=A
3 3
3x+ 11y =128 311, 102 886
8x— Ty= 46} 8 _7 09 = 0. Solucio: x 00 y T
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Resolucio de sistemes 2 x 2 mitjancant determinants

A A
B Resol, aplicant-hi x = M iy-= M, els segiients sistemes d’equacions i
A A
] 1 comprova’n la solucio:
3x -5y =73 b)) 5x* 4y =33
a){4x+2y= 2 ){7x—11y=13
6x +2y= 8 2x+ y=1
d
c){—Sx—9y=—60 ){Gx—2y=28

) 3x—5y=73} IR

4x+2y=2 4 2‘=26; 'Ax'=‘723_25‘=156;
4,1 = 2 723‘ = —286;
Per tant: x=%=6; y=%§6=_11
b)iﬁiﬂ:?g} Al = ?—f1‘=_85; 'Ax'=‘?2 —f1‘=‘415?
14,1 = ifg ~ _166;
Per tant: x=__47135=5; y=%§6=2
o {_giigjéo IAI=‘_65 o =64 1ad-] g ol - 192
1] 2|
Pertant:x=%=%= : =%=%__5
d){éiijyzzls 4l 2—12‘_ 16; 'AX'_‘zls _12‘__30;
l4,1 = é218‘ = 50;
Per tant: x = llixll —% 3 y=%=%__5
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EXERCICIS PROPOSATS

1. Calcula el valor d’aquests determinants:

1 11 373 141

1 0
0[5 7 b)‘s 33 C)‘o 0 d)’Z_z‘

a3 -7-4-1=17
b) 0, perque la segona fila és proporcional a la primera.

©) 0, perque la segona fila només té zeros.

A7 (=2)=-14
2. Calcula:
a b a? b2 a b a b
a) c d b)‘zﬁ b3 c)‘O 0 D ac bc
Aa-d-b-c

b)a2~b5—a3~ b= a2 bz(b—a)

©) 0, perqueé la segona fila només té zeros.

dDa-b c—b-a-c=0, otambé observeu que la segona fila és proporcional a la pri-

mera.
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3. Calcula els determinants segiients:

5 1 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)|-1 1 0
9 6 8 0 2 1
51 4 9 0 3
a) [0 3 6|=-114 p|-1 1T 0|=3
9 6 8 0 2 1

4. Troba el valor d’aquests determinants:

0 4 -1 10 47 59

all 2 1 b)| 0 10 91

30 1 0 0 10

4 -1 10 47 59
D1 2 1 |=14 b) [0 10 91| =1000

0 1 0 0 10
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5. Justifica, sense desenvolupar, aquestes igualtats:

3 -1 7 4 1 7
a0 0 0|=0 b|2 9 1 =0
1 11 4 -8 2 -14
7 4 1 45 11 10
Al|l2 9 7|=0 |4 1 1|=0
27 94 71 5 1 0

a) Té una fila de zeros (propietat 2).
b) La 3a fila és proporcional a la 1a (3a = (=2) - 1a) (propietat 6).

©) La 3a fila és una combinacio lineal de les dues primeres (3a = 1la + 10 - 2a) (pro-
pietat 9).

d) La 1a fila és una combinacio lineal de les altres dues (la = 10 - 2a + 3a) (propie-
tat 9).

6. Tenint en compte el resultat del determinant que et donem, calcula la resta sen-
se desenvolupar:

xy z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
5 0 3(=1 al5 0 3 b)|1 0 3/5 c|2x+5 2y 2z+3
111 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy z
a5 0 3[=3|50 3{=3-1=3
1 1 1 1 1 1
5x 5y 5z Xy z
b1 035|=5-L]503[-1-1-1
11 1 >11 1 1
X y z x y z
o |2x+5 2y 2z+3|=|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 1 11
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7. Troba dos menors d’ordre dos i dos menors d’ordre tres de la matriu M:
2 3 -1 5
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4
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Menors d’ordre dos; per exemple:

2 3| -1 5
4 6] 2 7
M=|5 -1[2 6 ‘22=0,ﬁ§=4
4 1 |1 5
0 0 3 4
Menors d’ordre tres; per exemple:
2 3 -1/ 5
4 6 2|7 2 3 -1 -1 2 6
M=||s [-1 276 4 6 2]=68 |1 1 5|=21
411 1 5 5 -1 2 0 3 4
010 3 4

8. Troba el menor complementari i I'adjunt dels elements a,, as;; i agdela
matriu:

0 2 46

[2-135

47111 2 3
4 6 57
235

a,=|1 2 3|=-2; A,=CD'"2 a,=-1-(-2)=2
45 7
0 26

Oy = [2 -1 5] =108; Ay =(-1>"3 0y =1-108=108
4 6 7
0 26

O =12 =1 5] =16; Ay =D1"3 0y =-1-16=-16
1 13
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9. Calcula el determinant segiient aplicant-hi la regla de Sarrus i desenvolupa’l per
cada una de les seves files i cada una de les seves columnes:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprova que s’obté el mateix resultat en els set casos.

Aplicant-hi la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 260
9 8 4

=327 4+(=5) 8 (1)+76:9-(=1):2-9-6:8:3— 7 (=5) 4 =456
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Desenvolupant per la 1a fila:

37 -1
52612302 0o O o]0 =3 A -7 (T -1 (58) =
o 5 8 4 9 4 9 8

=-120 + 518 + 58 = 456

Desenvolupant per la 2a fila:

3 7 -1
-5 260
9 8 4

7 -1 3 1 370 . o
—5‘8 ) 0 4—6‘98—5 36+2-21-6-(=39)

+2‘

=180 + 42 + 234 = 456

Desenvolupant per la 3a fila:

3 7 -1
52 6 =9‘7 -1 —8‘3 ‘1‘+4‘5 7‘=9-44—8-13+4-41=
9 8 4 2 6 -5 6 -5 2

=396 — 104 + 164 = 456

Desenvolupant per la 1a columna:

5 71 2 6 7 -1 7 -1
526 =3‘ 4+5‘ “+9‘ _‘=3-(—40)+5-36+9-44=
o 8 4 8 8 4 2 6

=120 + 180 + 396 = 456

Desenvolupant per la 2a columna:

o7 56 3 -1 3 -1
-5 2 6 =—7‘_ ; +2‘ - ‘—8‘ - ‘=—7-(—74)+2-21—8~15=
o 8 4 9 9 4 5 6

=518 + 42 - 104 = 456

Desenvolupant per la 3a columna:

3 7 -1
526 =—1‘_5 2‘—6‘5 7‘+4‘5 7‘=—1'(—58)—6-(—39)+4~41=
9 8 9 8 -5 2
9 8 4
=58 + 234 + 164 = 456
10. Calcula els determinants segiients:
7 0 -3 4 31 -1 3
4 0 4 7 1 4 -1 4
) 37 6 9 b) 03 2 5
10 1 9 20 0 2
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0 -3 4
Z 0 43 7w 7 34
) 2704 4 7| =-=7290=-2030
3 7 6 9 1 1 9
101 9

(1) Desenvolupant per la 2a columna.

fijim 1 -1 3 301 -1

b) =214 -1 4|+2|1 4 -1|=-2-28+2-28=0
03 25 3 2 5 0 3 2

20 0 2

(1) Desenvolupant per la 4a fila.

També podriem haver observat que la 4a columna és igual a la suma de les altres
tres; i, per tant, el determinant val zero.
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11. Calcula el rang de les matrius segiients:

1 2 3 0 -1 4 4 2 1 5 3
4231011 2 g2 3 2 65
4 1 3 1 0 6 6 5 3 12 8
7 0 3 2 1 8 12 10 6 23 16
1 0 0 1 -1 2 1 0 -1
112 10 (5 13 7
¢ 0 0 0 0 1 D 7 2 -3 -8
1 1 0 0 O 1 0 2 2
1 2 3 0-14
13-1 011 2
A5 1 31006
7 0 3 2 1 8
. 1 2
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘3 1 ‘ =-7=0

Aixi doncs, les dues primeres files son linealment independents.

Observem que la 3a fila és la suma de les dues primeres, i que la 4a fila és la suma
de la 2a ila 3a. Per tant, ran (A) = 2.

4 2 1 5 3
|2 3 2 6 5
B_653128
12 10 6 23 16
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4 2
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ 2 3 ’ =8 = 0. Aixidoncs, les dues

primeres files son linealment independents.

Vegem si la 3a fila depen linealment de les anteriors:

4 2 5
2 3 6|=8=0 — Les3 primeres files son linealment independents.
6 5 12

Vegem si la 4a fila depén linealment de les anteriors:

4 2 1 5 4 2 5 3
2 3 2 6 12 3 6 5
6 5 3 120116 5 12 g|=0
12 10 6 23 12 10 23 16

Per tant, ran (B) = 3.

1 0 0 1 -1
1 -1 2 1 0
C=
0 0 0 0 1
1 1 0 0 0
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ i _O ‘ = 1= 0. Aixi doncs, les dues
primeres files son linealment independents.
0 1 -1 01
Comque |2 1 0 |-= ‘2 1 ‘ =-2=0, les tres primeres files son linealment in-
0 0 1 dependents.
0 0 1 -1
12 1 0 0 1-1
Comque | o o ¢ 1 [=-12 1 0|=2=0, aleshores ran(C) = 4
10 0 0 00l
21 0 -1
5 1 3 -7
D=
7 2 -3 -8
1 0 2 2
, 21 .
Prenem un menor d’ordre 2 diferent de zero: ‘ 5 1 ‘ = -3 = (. Aixi doncs, les dues

primeres files son linealment independents.

210
Comque |5 1 =3 | =-9=0, laprimera, lasegonaila quarta files son linealment
10 2 independents.

La tercera fila és la suma de les dues primeres. Per tant, ran (D) = 3.
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10. Esbrina si els sistemes segiients son compatibles o incompatibles:

3x -2y =5 4x + 59 =7
a) | x+3y=-2 b l2x— y=0
2x — y= 3 Ix + 11y = 4
x+3—-=z=1 x+3y—z=1
Al2x+ +z=2 dDi2ax+ +z=2
2y —z=0 2y -z =5
a) 3x—2y= 5 3 2 3 -2 5
x+3y=-2 A=|1 3 A'=11 3 =2
2x— y= 3 2 —1 2 -1 3
3 -2 - _
‘1 S [=11=0 ran (A) = 2
[A'l=0 — ran(A') = 2

El sistema és compatible.

b) 4x+ Sy=7 4 5 4 5 7
2x— y=0 { A=|2 | Aa=[{2 -1 0
7x+ 11y =4 7 11 7 11 4

[AN=147=20 — ran(A") =3 = ran(A) = 2

El sistema és incompatible.

o x+3y—z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=(2 0 1 A'=(2 0 1 2
2y—z=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculem el rang de A:

1 3

) 0‘=—6¢ol lAl=0 — ran(A) =2

Calculem el rang de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (jaquelalaila3acolumnes son iguals) — ran(A4") = 2 = ran (A
0 2 0

El sistema és compatible.

Observacio: Com que la 4a columna de A’ ila la son iguals, necessariament
ran (A" = ran (A); és a dir, el sistema és compatible.

Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjangant determinants



d x+3y-z=1 13 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=12 0 1 A'=12 0 1 2
2y-z=5 0 2 -1 0 2 -1 5

Sabem que ran (4 = 2 (vegeu apartat @) d’aquest exercici).

Calculem el rang de A"

1 3 1
2 0 2[=-30=0 — ran(A) =3= ran(A)
0 2 5

El sistema és incompatible.
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13. Resol mitjancant la regla de Cramer:

X —3y +5z=-24 X+ y—z=2
a){2x— y+4z= -8 b)! x-— y+z=8
x+ y = 9 2x + 3y =10
a) x—-3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z= -8 lAl=|2 -1 4|=-1=0
X+ y = 9 1 1 0
-24 -3 5 1 24 5 1 -3 -24
A= |8 -1 4|=-7; lAl=|2 8 4| =-2 14]=[2 -1 -8|=5
9 1 0 ' 1 9 0 1 1 9
Pertant: x=7, y=2, z=-5
b) x+ y—z=2 11 -1
x— yp+z=8 [Al=]1 -1 1 |=-6
2x+3y =10 2.3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
le|= § -1 1| =-30; lAV|= 1 8 1]|=0 |AZ|= 1 -1 8| =-18
10 3 O » 2 10 0 2 3 10
Pertant: x=5, y=0, z=3
14. Resol aplicant-hi la regla de Cramer:
2x -5y +3z= 4 3x —4y— z= 4
a)l x-2p+ z=3 b) y+ z=0
5 + y+7z =11 2x + 59y + 7z =—1
a) 2x—5y+3z= 4 2 -5 3
x—2p+ z= 3 L lal=|1 =2 1]=13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
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4 -5 3 2 4 3 2 -5 4
le|= 3 2 1| =65 |Ay|= 1 3 1| =0; |AZ|= 1 -2 3|=-26
1 1 7 5 11 7 5 1 11
Pertant: x=5, y=0, z=-2
b) 3x—4y—- z= 4 3 4 -1
y+ z= 6 lAl=]10 1 1 (=0
2x+5y+7z=-1 2 5 7

Per tant, ran (A) < 3.

Com que hi ha menors d’ordre 2 diferents de zero, ran (A) = 2.

3 4 -1 4
A'=|l0 1 1 6 ran(A") =3
2 5 7 -

Per tant, aquest sistema és incompatible.
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15. Resol els sistemes d’equacions segiients:
x—y+3z=1 x—y+3z=1
a)i3x—y+2z=3 b)l3x—- y+2z=3
-2y +72=0 -2y +7z =10
a) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3 A=13 -1 2 A'=13 -1 2 3
—2y+72z=0 0 -2 7 0 -2 710

Calculem el rang de A:

‘1—1

0_2’=_2¢01 lAl=0 — ran(A4) =2

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (alaila3acolumnes son iguals) — ran(A’) =2
0 -2 0

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la

2a equacio:
x—y+3z=1 x—y=1—32—>x=y+1—32=1+—§
—2y+7z=0 —2y=-7z = y=7—ZZ

Solucio: x=1+\, y=7\, z=2\
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b) x-— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— y+2z=3 A=|3 -1 2 A'=13 -1 2| 3
-2y +72z=10 0 =2 7 0 -2 7 110

Sabem, per l'apartat a), que ran(4) = 2.

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3[=20=20 — ran(A") =3 = ran(A)
0 -2 10

El sistema és incompatible.

16. Resol aquests sistemes:

x+$+z:§ 3¢ +4y = 4
a) x rx =4 b) Z+6yi22
5x -y +z =6 2+ 3y =
1 1 0 1 1 0 3
0 1 1| _fo 1 1]s
X +z=4 1 0 1 1 0 1 4
Sx—y+z=06 5 -1 1 5 -1 116

Com que

a x+y =3
yrz=>51 ,_
1
1 =2=0 — ran(4A) =3
0

0
1
1

Calculem el rang de A"
[A1=0 — ran(A) =3

El sistema €s compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de I'Gltima
equacio i aplicar la regla de Cramer:

Solucio: x=1, y=2, z=3

b) 3x+4y= 4 3 4 3 4 | 4
2x+ 6y =23 A=|2 6 A'=12 6 |23
2x+3y=1 -2 3 -2 311

Com que Al =-309 = 0, aleshores ran(A’") =3 = ran (A).

El sistema és incompatible.
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17. Resol els sistemes d’equacions segiients:

3x—5y+z=0
a)! x-2p+2=0
x+ y =0

x+1ly—4z=0
2x+ 49+ z=0
x+ y—-2z=0
2x—16y +52 =0

b)

a) 3x-5y+z=0 3 51
X-2y+2z=0 lAl=(1 -2 1|=-5=0
x+ 0y =0 1 1 0

Per tant, ran(A) = 3 = nre. d’incognites.

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, =0, z=0

b) x+ 1ly—4z=0

2x+ 4y+ z=0 L1
-2 4 1|=-18 = ran(A) = 3 = nre. d’incognites
x+ y—-2z=0 1 1 -
2x—16y+5z=0

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, =0, z=0

18. Resol aquests sistemes:

x—y—z=0 x+y+5z =0
Dlx+ y+r3z=0 b {3x—y  -2t=0

x—-5-9z2=0 x—-y+ z—1=0
a x— y— z=0 1 -1 -1

X+ y+3z=0 lAl=11 1 3|[=0

xX—-5y—-9z=0 1 5 -9

Seleccionem el menor 11

‘=2¢o — ran(A) =2

Podem suprimir la 3a equacio i passar la z al segon membre:

X-y==z } X=-= } Solucio: x=-h, y=-2k, z=XA

x+y=-3z | y=-2z
b) x+y+5z =0 11 5 0
3x—y -2t=0 A=13 -1 0 -2
xX—-y+ z—- 1=0 1 -1 1 -1
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1 1 5
3 -1 0

=-14=0 — ran(4 =3
1 -1 1

Per resoldre’l, passem la ¢ al segon membre:

0 1 5
2t -1 0
xX+y+5z=0 ro-1 1 7 /
3x—y =2 x= y iy
x—y+ z=t -1
1 0 5 1 1 0
3 2t 0 3 -1 2¢
1 ¢ 1 7t -t 1 -1 ¢ 0
=J—L -t - -2 -0
Y 14 i 2 < 14 14
Solucio: x=N, y=-k, z=0, 1=2\
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19. Discuteix i resol:
x+ ytaz= 0 x+ y=FR
aAlax— y =-1 b) lkx - y=13
x+4+6z= 0 5x + 3y =16
a x+ y+az= 0 1 1 a 1 1 a| 0
ax— 'y =-1 A=|la -1 0 A=la -1 0 | -1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 610

e o oy a=2
|A|=4a2_5a_6=0%a=Si\/25+96=5i\/121=5111/

8 8 8§ T~ , -2
*Si a =2, queda: 4
1 1:2 0 11
A'=12 -1;0 -1 ’2 _1‘ =3=0 — ran(A) =2
1 4 6 0
| —}
A 1 1 0
2 -1 -1|=3=0 — ran(4) =3 = ran (A
1 4 0
El sistema és incompatible.
* Si a =-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1
a=|34 -1 0 1] | _1‘=_71¢O—>mn(A)=2
1 4 6 0
1 1 0
4 =3/4 -1 -1{=3=0—=ran(A) =3 = ran(4
1 4 0

El sistema és incompatible.
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eSia=21ia=-3/4 — ran(A = ran(A') = nre. d’incognites = 3, el sistema
és compatible determinat. El resolem:

0 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
0 4 6 6 —4a 1 0 6 a—=6
X = - = ) = - = 5
4a>-5a-6 4a*-5a-06 4a*-5a-6  4a*-5a-06
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
>= | -
4a>-5a-6  4a*-5a-06
Solucio: x=6_¢, y= a-06 L z= 5
4a? - 5a-6 4a? - 5a-6 4a® - 5a -6
b x+ y= k 1 1 k
ke y=13 L a=|k -1 13
S5x+3y=16 5 3 116
A
A
A= 3 11k 100 — po 1EVI2I-120 _11=1 __— k72
3

*Si k=2, queda:

1 1 2 11
2

,,,,,,,,,,,,

‘ =320 — ran(A = ran(A") = 2 = nre. d’'incognites

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 3a

equacio:

Ziii:ia} Sumant: 3x=15 — x=5; y=2-x=2-5=-3

Solucio: x=5, y=-3

¢ Si k =5/3, queda:

11 5/3)
A'=[5/3 -1 | 13
5 3 16
-
A
1 1) _ -8 B N incoeni
’ 53 -1 ‘ -3 0 = ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d’'incognites
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El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 3a

equacio:
x+y==
3 Sumant: §x=ﬁ — x=ﬁ=1_1
5 _ 3 3 8§ 2
—x—-y=13
3
. 11 -23
Sl N = — = — =
olucio: x i y ¢

eSi k=2 1ik=5/3 — ran(4) =3 = ran(A), el sistema és incompatible.

20. Discuteix i resol, d’acord amb el parametre a, el sistema d’equacions segiient:

(a-1Dx + y=0
@a@-Dx+@+1y=0
(a—Dx+ y=0 A=(oz—1 1
(a-Dx+a+Dy=0 a-1 a+1
jAl=@-D|T 1 l=@-D@+1-1D=a@-1=0
‘1 a+1‘

e Si a =0, queda:

—x+y=0

y=x. Sistema compatible indeterminat.
—x + y = O

Solucio: x=N, y=»\

e Si a =1, queda:

Zy B 8 } Sistema compatible indeterminat.
y =

Solucio: x=N, y=0

e Sia=0ia=1 — ran(4) =2

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, y=10
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21. Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

1 -1 -1
-1 0 3

2 —1)
-2 5 3

B=(1—2

A=
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Calculem la inversa de la matriu A:

lAl=-1=0 — existeix A7}

a, —— Adj(D) —— (Adj(D) o (adj )’
15 9 -5 ~15 -9 -5 15 -8 -3 15 8 3
8 5 3| =18 5 3| =9 5 2|-=|9 5 2
3 2 - 3 2 -1 5 -3 -1 5 3 1

Calculem la inversa de la matriu B:
|IBl=-3=0 — existeix B!

0, ——— Adj(B) ——— (Adj(B) —— %(Adj(B))’
2 -1 21 a2 1)
- (1 2) ~ (—1 2) - ?(—1 2)‘31

22. Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

1 4 4 -1 0
A=(2 7) B=|0 2 1
1 5 3

Calculem la inversa de la matriu A:

lAl=-1=0 — existeix A7}

L

. t
A (Adj ()

o, —— Adj(H) ——— (Adj(DH) ———

(Z S /e I At IR Al S

Calculem la inversa de la matriu B:
IBl=3=0 — existeix B!
a, —— Adj(B) ——— (Adj(B)' —— %(Adi(B))’
1 3 -1 1 1 3 -1
1 12 4| — =1 12 —4

1 -1 -2 1 1 =2
-3 12 21| —=13 12 21| —
-1 4 8 -1 4 8 -2 =21 8 -2 =21 8
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

Determinants
23. Sisabem que Z = 7, justifica les igualtats segiients, i cita en cada cas
les propietats que hi has aplicat:
a-b b _ 3a 2b | _
a) cd al=7 b)‘?)c?d =42
b a a b
C)’d P d)‘a—Zc b—2a |71

24,

a) Propietat 8: si a una columna d’una matriu se li suma l'altra columna multiplica-
da per un nimero, el determinant queda multiplicat per aquest nimero.

b) Propietat 5: si multipliquem cada element d’'una columna per un nimero, el de-
terminant queda multiplicat per aquest nimero.

©) Propietat 3: si permutem les dues columnes, el determinant canvia de signe.

d) Propietat 7: si una fila és suma de dos, el determinant es pot descompondre en
suma de dos determinants.

Si Z Z‘=—5, quin és el valor de cada un d’aquests determinants?

m p p m 3n —m p 2m 1 n/m m 5m
a b C d e f
ag| Plau| @Ba| Pl 2| Olmp mg| Olp 3

a) =5, perque el determinant coincideix amb el de la seva matriu transposada.

b q

p my_ _ o ymony_ oL
b)‘qnﬁ)mn(z) ‘pq =5)=5

dn-m|_ |nm|_ mony_ o
C)‘3q—p @5‘(“;(2)3‘134 3-(-5)=-15

p 2m p my pay_ ,ymmnp_ 5 o o _
d)‘q 2n’(§) q n a2 mn(z)zpq‘ 2 (=5=10

1 n/m 1 m n m n
e) = — -m = = _5
mpmq | 3 m b q b q
D E]l determinant d’una matriu coincideix amb el de la seva transposada.
) Si canviem d’ordre dues files o dues columnes, el determinant canvia de signe.

3 Si multipliquem una fila o una columna per un nimero, el determinant queda
multiplicat per aquest nimero.
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25.

26.

27.

Calcula el valor d’aquests determinants:

18 1 3 4 -6 7 8 0 0 31
a)|17 0 p)|2 -1 1 olo -7 3 d|-2 0 2
16 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
1 8 1 3 4 -6
|l 7 01]=0 b)|2 -1 1]|=0
1 6 -1 5 3 -5
7 8 0 0 3 1
c) |0 =7 3|=-25 d|-2 0 2| =10
1 0 1 3 4 0
Quin valor de a anul-la aquests determinants?
3 4 -5 a-—1 1 -1 211 a+l1l 1 1
all -1 1 b) 0 a+6 3 colo 2 2 d 1 2 a
1 -1 a a-1 2 0 2 3 a’ 1 a 2
3 4 -5
ADll -1 1 |=-3+5+4-5+3—-4a=4—-4a=0 — a=1
1 -1 a
a—1 1 -1
b)| 0 a+6 3 |=3a-D+@a@-1)(a+6)-6(a-1D=(@-1D[3+a+6-06]=
a-1 2 0
—a-DGra-0< 9" !
- a- a = \ ﬂ=—3
2 11 a=V3
Y10 2 2| =dal+4-4-12=4a>-12=0 — a*=3<__ ~
R T a3
a+1 1 1
D]l 1 2 al=4a+D+a+a-2-a*(a+1)-2=
1 a 2

=4a+4+2a-2-adB-a* 2=-ad-at+6a=-ala*?+a-6)=0 —
a=0

_—
\az+a—6=0—>a=

“1x1+24 _-1+5 _— a= 2
2 2 T~ a=-3

Prova, sense desenvolupar-los, que el determinant a) és multiple de 3 i que
el b) és multiple de 5:

13 2 5 2 1
a) |4 7 1 P4 7 6
82 5 6 3 9

@ q) Suma la 1a i 2a columnes a la 3a.
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—_
(O8N}
Do
[y
(O8N
()N
(=Y
(O8N}
Do

a4 7 1|=|4 7 12(=3-|4 7 4| multiplede 3.
8 2 5 8 2 15 8 2 5
5 2 1 5 2 1 5 2 1

b)|4 7 6|=1]1010 15| =5-|2 2 3| multiple de 5.
6 3 9 6 3 9 6 3 9

Rang d’una matriu

28. Estudia el rang de les matrius segiients:

10-12 ; ‘11 2
a2 3 1 -2 b) 3
(2 4 21 ) 305
1 2 1
1 -1 2

a) El rang és 3 ja que el determinant (2 1 2| =15=0.
2 2 1

b) 4a fila = 2a fila — 1a fila
3a fila = 1a fila + 2a fila

1 -1 2
Per tant: ran 2 153 =mn(1 _12)
3 0 5 2 13
1 2 1
1 - P
Com que ) 1’=3¢0—>elrangesz

29. Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor del parametre que hi

apareix:
21 0 1 -1 2 2 -1 a 11 1
4=[11 =2 B=|% 13 c=la 3 4 D=|1-a 1
31 a 3 a5 3 -1 2 11a
1 2 1
210
[Al=|1 1 2| =2a-6+4—-—a=a-2=0 — a=2
3 1 a

1
eSia=2 — Comaque |Al=0 i ‘=1=O — ran(A) =2

11

eSia=2 — |Al=0 — ran(A) =3
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[

| Bl =

_ DN
— W0 N

1
a
2

El rang maxim pot ser 3.

1 -1 2 1 -1 2
IBl=2 1 3|=a |B3|= 2 1 3|=0

3 a 5 1 2 1

1 -1 2 2 1 3
|B4I= 2 1 3|=a IBll= 3 a 5|=-a

3 a 5 1 2 1

eSia=0 — ran(B) =3

*Sia=0 — ‘ Lo = ran (B) = 2
2 1
2 -1 a
ICl=|la 3 4|=12-a*-12-9a+8+2a=-a*-7a+8=0 —
3 -1 2
. a=7i\/m=7i\/§=7i9/a=—8

-2 -2 -2 T~ a= 1

Observem que

4
2 2’—10;:0 — ran(C) =2

Per tant:
eSia=1 — [Cl=0 — ran(C) =2
eSia=-8 — ICl=0 — ran(C)=2

eSiazlia=-8 — ICl=0 — ran(C) =3

IDl=-a?+1+1+a-1-a=-a*+1

a_
—a?+1=0<__

eSia+1 — rang D=3

eSia=1
1 1 1 11
D=1 -1 1 ‘ 1 =0 — rang D=2
1 1 1
eSia=-1
1 1 1 11
p=[1 1 1 ‘1_1 =0 — rang D=2
1 1 -1
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30. Estudia el rang d’aquestes matrius:
_(a-2 1 a-1

a -1 1
A'(l—aza) B=l1 w6
a 1 2
~ ‘=—a+1=0 - a=+1
1 —a
ran (A) = 2
-1 1
‘=—2a+a=—6¢=0 — a=0
—a 2a
b) a12—1a’=—02+2a—1=0 - ~a-1=0 — a=1
ran (A) = 2
aIZ agl‘=6a—12—ﬂ+1=5“_11=0 - a=11/5

En les dues matrius, cap valor de a anul‘la tots els determinants 2 x 2.

Regla de Cramer

31. Resol aplicant-hi la regla de Cramer:

3x— y = 2 2+ y+ z=-2
a)l2x+ y+ z=0 b))l x-2y-3z=1
3y + 2z =— -Xx—-y+ z=-3
3x+ y— z2=0 x+y—z+t=1
Al x+ y+ z=0 Dix-y —t=2
3x +2y-2z=1 z—-t=0
a) 3x—y =2 3 -1 0 2
2x+ y+ z= 01 A'=[(2 1 1 0 —= 1A4l=1=0
3y+2z=-1 0 3 2 1-1
_V_/
A
2 -1 0 3 2 0
0 1 1 2 0 1
-1 _ 0 -1 2 _
X = 5 =_1=_1;y= =_5=_57
1 1 1
3 -1 2
2 1 0
0 -1
z= =1=7
1

Solucio: x=-1, y=-5 z=7
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b) 2x+ y+ z=-2 2 1 1 -2
x_Zy—3z= 1 A=11 -2 3 1 — |Al==11=0
-X—- y+ z=-3 -1 -1 1 -3
[ ——
A
2 1 1 2 2 1
1 -2 -3 11 3
3 -1 1 -1 - 1 —
P S N T 3 -2 _,
~11 -11 -11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 -3 22
> = N
-11 -11
Solucio: x=-1, y=2, z=-2
A 3x+ y— z=0 3 1 -1
x+ y+ z=0 lAl=]1 1 1|=-6
3x+2y-2z=1 3 2 2
0 1 -1 3 0 -1
lA =10 1 1/|=2; |Ay|= 1 0 1|=-4
1 2 =2 3 1 =2
3 1 0
lAl=11 1 0]=2
3 2 1
Per tant: x=i, y=£, Z=_—1
3 3 3
d x+y—-z+1t=1 11 -1 11 11 -1
xX—y —t=2' A'=(1 -1 0 -1 | 2| Tenimque |1 -1 0| =-2=0.
z—1=0 00 1 -110 00 1
| ——
A
1-¢t 1 -1 1 1-¢1 -1
2+t -1 0 1 2+¢t 0
t 0 1 -3 _ 0 t 1 1
x =+ .=3t=3+t;y=' '=1+t_1t
2 -2 2 -2 -2 2
1 1 1-1¢
1 -1 2+1¢
0 0 t _ -1 -
z= - 220 _ ;. Solucions: (3+}\, ! X,K, 7\)
-2 -2 2 2
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32. Estudia la compatibilitat d’aquests sistemes:

x—y=206 X+ y— z=-2
a)l4x + y=-1 b)!2x - y-3z2=-3
5x +2y =-5 x—-2y-2z= 0
a x- y=6 1 -1/ 6 1 -1
dx+ y=-14 =4 1| 21| Comque |, ‘=5=Oi |41 =0,
S5x+2y=-5 5 2 =5
—
A

tenim que: ran (A = ran (A") = nre. d’'incognites = 2
El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la terce-

ra equacio:

xX—y= 6} Sumant: 5x=5 — x=1 } Solucio: (1,-5)

dx+y=-1[ py=-1-4x=-1-4=-5
b x+ y—- z=-2 1 1:-1] =2
20— y-3z=-31 A'=|2 -1 -3 | -3
x—-2y—-2z=0 1 -2 2 0
[ ——
A

Tenim que 1A4l=0 ique é _1‘=—3#O - ran (4 =2
1 1 -2

Comque |2 -1 3|=-3=20 — ran(4)=3=ran(4) =2
1 -2 0

Per tant, el sistema és incompatible.

33. Estudia i resol aquests sistemes, quan sigui possible aplicant la regla de Cra-

mer:
3x +y—-z=0 x—-2p+ z==-2
a)! x+y+z=0 b)!2x+ y+ z==2
y—=z=1 X+ y-—2z=-2
_ x+y 5
-y ~ 1 y+z=17
roEE- 2c+y +z =11
a) 3x+y—2z=0 31 =110
x+y+z=01 A'=(1 1 1 0
y—z=1 01 -111
-
A
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Com que |Al=-6=0, tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incognites = 3.
El sistema és compatible determinat. El resolem mitjancant la regla de Cramer.

0 1 -1 3 0 -1
0 1 1 1 0 1
1 - 2 -1 0o 1 -1 —4 2
X = i I =— =
-6 -6 3 -6 -6 3
31 0
1 1 0
0 1 1 2 -1
z= = £ -
-0 -6 3
Solucio: x=_—1, y=£, z==L
3 3 3

b)) x-2p+ z=-2 1 271 | =2
2x+ y+ z=-2 =1-2 1i1 | -2
X+ y—2z=-2 1 1 212
N —
A
1 -2 . .
Com que 5 ‘=—5 i 1Al=0, tenim que ran (A) = 2.
1 -2 =2
Amés, [-2 1 -2|=18=0. Pertant, ran (A") =3 = ran (A) = 2.
1 1 =2

Aixi doncs, el sistema és incompatible.

o x+2p+ z =0
—X+4y+3z+21=0

Es un sistema homogeni.
x+7y+7z+41=0 8

2x +2z+ t=0
1210
P S S ) 0
A 1.7 714 lA1=0
2 0 21
—
A
1 2 1
-1 4 3| =16=0 — ran(A) =3. Es compatible indeterminat.
17 7
Per resoldre’l, podem prescindir de la 4a equaci6 i passar la ¢ al 2n membre. Aixi:
0 2 1 1 0 1
2t 4 3 -1 -2t 3
=—4t77=6t=3[.= 1—4t7=4z=;
16 1 g 7 16 16 4
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-1 4 =2t
1 —4t _ _ _
z=4 / b= L l. Solucions: ék, lk, —77», A
16 16 8 8 4 8
d x+y =5 1 1 0! 5
x +z=0 4= 1 0 1] 6
y+z=7 0 1 1 7
2x+y+ z=11 2 1 1 11
N
A
110
Tenimque |A1=01i |10 1|=-2=0.
011

Per tant, ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. El sistema és compatible de-
terminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 4a equacio, que és 1a + 2a:

5 1 1 5 0
11 _ 0 1 —
x= 17 =—4=2,y= ! =_6=3’
) -2 -2 —2
1 1 5
1 0 6
1 _
o 7 =—§=4. Solucio: x=2, y=3, z=4
2 -
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34. Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m:

mx +y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a) x+y+ z=m b) ! 2x+ y+mz=m
x—y+mz =2 x+my+ z=1
x+ 2y+32=0 x+my+z=4
Al x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5
2x + 3y +4z=2 mx+ y+z=4
075 075 -7
ADA=|3 4 m A=[3 4 m -1
7 05 705 7
Al = 49m — 245
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eSi 141=0 — 49m-245-0 — m=5 ’(3) HEL

Sim=5 — ran(4) =2
07 0 7 -7

Mirem ran (A"). Sabent que =0 — |3 4-1|=0 — ran(4) =2
3 4 7 0 7

Sim=5 —
patible indeterminat.

(La solucio és x=1—i7\ =—1—i7\.
7 7

eSi 1Al#=0 — m=5 —
tema compatible determinat.

ran (A = ran (A") = 2 < 3 = nre. incognites

—  sistema com-

z=M\).

ran (A) = ran (A") = nre. incognites =3 —  sis-

-7 7 5 0 -7 5
-1 4 m 3 -1 m
o |70 5| _ dom-2d5 _ ) 7 7 5| _ 245-49m _
1Al 49m — 245 CoAl 49m — 245
0 7 -7
3 4 -1
7 0 7|
| Al

Sim=5 — x=1,y=-1;2=0
Pertant, sim=5 —
sim=5 —

m 1 -1 m 1 -1 1

byA=|1-21 A=(1 -2 1 1

3 4 -2 3 4 2 -3
[Al=-5 —

determinat per qualsevol valor de m.

oo =1 _ m+11 __ 2m+16
La solucio sera x= —; y = ;Z = ;
5 -5 -5
21 -1 2 1 -1 1
A)A=|1-21 A=(1-21 3
5 -5 -2 5-52 m
1 -1
[Al=0 — ‘_2 1 =0 — ran(A) =2
Calculem el rang d’A’. Com que 2_1 =0 —
Sim=10 — ran(A) =2
Sim=10 — ran(4) =3
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ran (A = ran (A") = nre. incognites= 3 —  sistema compatible
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-2 1 3|=-m+10
-5 2 m




Conclusions:

Sim=10 — ran(A) = ran (A) = 2 < 3 = nre. incogniles —  sistema com-
patible indeterminat.

Solucio’:x=>‘+5;y= 3)\_5;2=)\

5 5

Sim=10 — ran(A) =2<3=ran(A) — sistema incompatible.

111 11 1 6
dDA=|2 2 m A'=2 2 m 6
m 0 0 m 0 0 O

LAl = m?-2m

Busquem quan 14l=0 — m?-2m=0 — m=0 o m=2.

eSim=0
X+ p+z=0 11 16 1 1 _
- - AN =2
{2x+2y -6 (2 20 6 ‘2 0| *? ran (A7

Si ran (A) = ran (A") = 2 < 3 = nre. incognites —  sistema compatible inde-
terminat.

Solucio: x =3 —\; y=\; 2 =3.

eSim=2

X+ y+ z=0
2x+2y+2z=06
2x =0

S’observa que és impossible que es compleixi la 1a
equacio i la 2a equaci6 —  sistema incompatible

ran (A) =2 <3 =ran (A"

eSim=01im=2

ran (A) = ran (A") = nre. incognites =3 —  sistema compatible determinat.
2 -

Solucz'6:x=0;y=—6m —6m _ om 6;2— =6

mz —2m m— 2 m— 2

35. Discuteix els sistemes homogenis segiients en funcioé del parametre a:

2x — y+ z=0 x+y+ z=0
a)] x+2y-32=0 b)lax +2z=0
3x —4y —az=0 2x —y+az =0

Sistema homogeni vol dir sistema compatible, ja que la solucié x =y =z =0.

Sempre és possible. En cada cas cal veure si és compatible determinat o indeter-
minat.
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a) 2 —a 4
A=11 1 71 - jal=5a+30
1 -1 12
°Si 1A1=0 — ran(A) =ran(A) =2 <3 = nre. incognites — sistema com-
patible indeterminat.
5a+30=0 — a=-6
Solucio: x = =19 noy= 3 Az =M\
2 2
eSia=—6 — |Al=0 — ran(A) = ran(A) = nre. incognites =3 —  sis-
tema compatible determinat.
Unica solucio: x =y =z = 0.
b) 1 0 -1
A=10 a 3| —» JAl=-a?+4a-3
4 1 -a

Calculem quan |Al=0 — -a?+4a-3=0 — a=1i a=3.

eSia=1o0a=3 — ran(A) =ran(A") =2 <3 = nre. incognites —  sis-
tema compatible indeterminat.

eSia=1ia=3 — ran(A) =ran (A) = nre. incognites =3 — sistema
compatible determinat.

Les solucions per als diferents valors de a son:

x—2z=0 si z=A

Si a=1: {y+3z=0 X =N\ x=Ay=-3\; 2=\
4x+y—2z=0 y =-3A\
x—2z=0 si z=A

Si a=3: 13y+32z=0 X =\ x=Ay=-A z=A
4x+y—3z2=0 y=-h

36. Existeix algun valor de a per al qual aquests sistemes tinguin infinites solu-

cions?

3x —2y—3z= 2 x+y+ z=a-1
a) | 2x+ay—5z=-4 b) | 2x + y +az=a

x+ y+2z= 2 x+ay + z=1

a) 3x—2y—-3z= 2 3 2 3| 2

2x+ay-5z=-41 A'=|2 a -5 | -4

X+ y+2z= 2 1 1 2 2

N
A

[Al=9a+27=0 — a=-3
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e Si a =-3, queda:

3 2 3| 2
A'=12 3 5| 4
1 1 2 2
3 3 =2 2
Com que =-51 |2 -3 —4| =20, aleshores:
‘2 _3‘ 11 2

ran (A) =2 = ran (A) =3 — El sistema és incompatible.
eSia=-3 — ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinat.

Per tant, no existeix cap valor de a per al qual el sistema tingui infinites solucions.

b) x+ y+ z=a-1 1 11
2x+ y+az=a A'=12 1 a
1 a 1

x+ay+ z=1 1
[ —)
A
_ _ _-3£V9-8 _3+1 a=1
lAl=-a+3a-2=0 — a = = a=2
e Si a =1, queda:
1 1 11]0
A=12 1 1|1 Contradictories. El sistema és incompatible.
1 1 111
*Si a =2, queda:
1 1011 L1
A'=|2 1! 2 | 2. Les columnes la, 3a i 4a sOn iguals, i =-1=0;
—————————— 2 1
1 2 1 1
A

per tant, ran (A = ran (A) = 2. El sistema és compatible indeterminat.

eSia=1ia=2 — ran(A =ran(A) =3 — Compatible determinat.

Per tant, el sistema té infinites solucions pera a = 2.

Matriu inversa

37. cCalcula la matriu inversa de les matrius segiients i comprova’n el resultat:

201 1 0 2
a)(f i) b)(; ‘42) alo 3 0 Dz 0o 4
101 0 2 0

a) lAl=1=0 — existeix A1
a, —— Adj(d (Adj ()’ llw(Adj(A))[

R P S A e A B
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b) IBI=10=0 — existeix B!

a Adj(B) (Adj (B’ - (Adj(B)’
I i e A R S
2 1 2 1 -3 1 10 \-3 1)
o) 1Cl=3=0 — existeix ¢!

a, —— Adj(C) (Adj ()’ %(Adj(C))t

3 0 -3 3 0 -3 3 0 3 1 3 0 3

o 1 ol—=10 1 o|l—=(0 1 o|l==-10 1 o]=c!

-3 0 6 -3 0 6 -3 0 6 -3 0 6

d) IDI=-10=0 — existeix D!

o, — Adj(D) ——— (Adj(D))

1 . !
DI (Adj (D))

2 0 -4 2 0 -4 2 -4 0 . 2 4 0
4 0 2|—=|l4 0 2]—=10 0 5]|— I_o’ 0 0 5 |=D1
0 =5 0 0 5 0 -4 2 0 -4 2 0

Per comprovar-ho, A- A =1 B-B'=1C-C'=1D-D'=1

38. Resol les equacions matricials segiients:

1 2. (03 -1 5|
a)(z 1)X'(3 0) b)X(—l 4)'(1 2

a) Anomenem A = (; i) i B= (g g), de manera que tenim:

A-X=B— X=4'"B
Calculem A7

lAl=-3=0 — existeix A~
1

o, — Adj(d) —— (Adj(D)' VI

i
(1 2) ( 1 —2)
— —
2 1 -2 1
Calculem 471 B:

SRS B B PR

o (2 4
La soluci6 és: X = (_1 5 )
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b) Anomenem A = (j Z) i B=( 2), de manera que:

X-A=B - X-A - A'=B-A!' - X=B A"
|Al=1=0 — existeix A

Calculem A7

@, — Adj(H) ——— (Adj(D) ——> %(Adj(A))f
(4 _1) N (4 1) R (4 —5) _)(4 —5)=A,1
5 -1 -5 -1 1 -1 1 -1
Calculem B- A~
4 -5\ _
(1 2)-(1 _1)—(6 -7)
La solucio és: X=(6 -7)
39. Calcula la inversa de les matrius segiients:
121 210
A=(0 1 0 B=(0 1 3
2 0 3 211
i resol les equacions:
a)AX =B b)XB=A4
1 21
lAl=0 1 0|=1=0 — Existeix A7}
2 0 3
@, —— A —— (AdjD) ——> A*1=|1T(Adj(A))’
3 0 =2 3 0 =2 3 —6-1 3 —6-1
61 4] - |61 4] = |010] = [0 1 0]|=4a'
10 1 -10 1 2 4 1 2 4 1
2 10
IBI=|0 1 3|=2=0 — Existeix B!
2 11
a, — Adj(B) ——— (4dj(B) —— B*1=%(Adj<3>)f
-2 -6 =2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0| - |-12 0] =6 2 6| —= |3 1 -3]|=pB"
3 6 2 3 6 2 2 0 2 -1 0 1
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3 -6 -1 2 1 0 4 —4-19
X=10 1 Of-f(0 1 3)=10 1 3
-2 4 1 2 1 1 -2 3 13

1 2 1 -1 -1/2 3/2 4 3/2 =7/2
X=|10 1 0 31 3 ]1=13 1 =3
2 0 3 -1 0 1 -5 -1 6

PER RESOLDRE

40. Estudia i resol aquests sistemes homogenis:

9x + 3y +22=0
3x— y+ z=0
8x+ y+4z=0

x+ y—z=0
a)l12x -3y -2z =0 b)
x—-2y+ z2=0

x+2-22=0
a) x+ y— z=0 x+ y— z=0 1 1:-1
12x - 3y—2z=0 x—=2y+ z=01 A= 1—2 1
x=2y+ z=0 12x-3y—-2z=0 12 -3 -2

1 -2

Com que [Al=0 i 51

‘ = -3 = 0, aleshores, ran (A) = 2.

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
3a equacio i passar la z al segon membre:

z 1 1 =z
x+ Y=z | ._ -z 2 =—_=£.y= 1 2| 22 _22
xX=2y=-z -3 -3 3 -3 -3 3

Solucions: (&, ﬁ, 7»)
33

b) 9x+ 3y+2z=0 9 3 2
3x— y+ z=0 13 -1 1
8x+ y+dz=0[ " |8 1 4
xX+2y—2z=0 1 2 =2
9 3 2
Comque |3 -1 1|=-35=0, aleshores, ran (4 = 3 = nre. d’incognites.
8 1 4

Sistema compatible determinat.

El sistema només té la solucio trivial: x=10, y=0, z=0
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41. Expressa en forma matricial i resol utilitzant la matriu inversa:

_ x+3y— z=-1
a){Z:—y:(Z) b)! x—y- z=-1
=) = 2x+y+3z=5

i) ol ) ol
A= X = C=
2x—y=0} 2 =17 v’ 0
(1 _1)~(x)=(2) > A X=C—> A" 4-X=4" C—> X=4"-C
2 -1) |y 0
Calculem AL
|Al =1=0 — Existeix 47!

1

a, —— Adj(d) ——— (AdjD) ]

11 1)
(—2 1) (—2 1)'A

w5 )6

La soluci6 del sistema és: x=-2, y=—-4

(Adj (D)’

b) x+3y- z=-1 1 3 -1 X -1
x— y— z=-1 A=|11 -1 1), X=[|y| C= —1)
2x+ y+3z= 5 2 1 3 z 5
1 3 -1 X -1
(1 -1 -1 yl=|-1| - 4-X=C—- At A4-XxX=41-C—
2 1 3 z 5

- X=4"1-C
Calculem A7

|Al =—20=0 — Existeix A7}

o, ——> Adj(A)

W) —— L Cagicayy
ij (Adj (D) 7 (Adj ()

-2 5 3 -2 =5 3 -2 -10 -4 -2 -10 —4
05 5| —=|(-105 5= 5 0]—=—|-5 5 0]=4a"
40 4 40 4 3 5 —4 2003 s 4
L[ 0 ) [ . -2
X=—— -5 5 0 -1|=— 0
=20 13 5 4/ \s] 20 |z
DU 2 7
La solucio del sistema és: x = ;, y=0, z= g
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42. Estudia i resol els sistemes segiients:

x+ y+ z= 2

X —y—2z=2 _
Dl 2viy+3z=1 byl * 2$+7§=_‘1’
3x + z=3 2x + 3y -0
a) x—-y—-2z=2 1 -1 -2 12
2x+p+3z=104'=|2 1.3 |1
3x  + z=3 3 00113
A

Com que Al=0 i ’; (1) = -3 =0, tenim que ran (A = 2.

1 -1 2
Ameés, |2 1 1]|=0. Aixidoncs, ran (A") =2 = ran (A) < nre. d’incognites.
3 0 3

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la pri-
mera equacio:

Fem z= 3\

.,z
2x+ y+3z=1|2x+y=1-3z YT 3
3x  + z=3|3x =3-z

Solucions: x=1-N, y=-1-7\, z= 3\

b)) x+ y+ z= 2 11 1:| 2
x=2y-7z= 0| ,_[1 -2 7| 0
y+ z=-1 0.1 151-1
2x+ 3y =0 23 0 0
N
A
1 1 1
Comque |1 -2 =7|=5=01i 14'1=0,
01 1

tenim que: ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la quar-
ta equacio. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0o -2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0o -1 1 _
x= =£=3;y= -0
5 5 5 5
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1 -2 0
o 0o 1 -1 =2=1
5 5

Solucio: x=3, y=-2, z=1

43. Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m i resol-
los quan sigui possible:

mx +y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a) xX+y+ z=m b) ! 2x+ y+mz=m

x—y+mz =2 x+my+ z=1

X+ 20+32=0 x+my+z =4
!l x+my+ z=0 d) x+ 3y+z=5

2x + 3y +4z =2 mx + y+z=4
a) mx+y+ z=4 m 1 1| 4

x+y+ z=m! A'=11 1 1 m

X—y+ mz=2 1 -1 m| 2

N
A
m= 1

=2 _1=0—_
lAl=m*-1=0=_, _ 4

eSi m =1, queda:

11 114
A=|11 1 1 |1 :lContradiCtC)ries — Sistema incompatible.
1 -1 112

e Si m =-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1]-1 ]Contradictc‘)ries —  Sistema incompatible.
1 -1 -11 2

eSim=1im=-1 — ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

4 1 1
m 1 1
e 2 -1 m| _ -m?+3m+4 _—(m-4) _ _4-m
Al m? -1 m—1 m—1
m 4 1
1 m 1
_L 2 om| m=Tm+6 _ (m+3)m=D(m=2) _ m*+m—06
7 LAl m? -1 (m—1D(m+1) m+1
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1 4

1 1 m
. 1 -1 2| m?+3m-10

a4l 2 — 1

b x+ y+ z=m-1 1 1 1 m—1
2x+ y+ mz=m A'=12 1 m m
x+my+ z=1 1 m 1 1
|
A

| |_ 2 2_ __5i\/9_8_—31'1/m=1
Al=—-m*+3m-2=0 — m= = S Y m=2
eSi m =1, queda:

1 1 110
A=12 1 1|1 ]Contradictéries — El sistema és incompatible.

1 11 1
e Si m =2 queda:

1 1011
A'=[2 1. 2 | 2| Lescolumnes la, 3a i 4a son iguals.

1 2 111

—_—

A
11 v

Com que 2 1‘=—1¢0 — ran (A) = ran (A = 2 < nre. d’incognites

El sistema €s compatible indeterminat.
Solucions: x=1-N, y=0, z=A\.

eSim=1im=2 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

lAxl  —nP +2m2 + m—2
x=——-= =m+1
Al —m? +3m—2
y= LAyl m?—4m+4 _ m-2
Al -2 +3m—-2  1-m
| Az m?—2m m
yo =
Al 2 +3m—-2  1-m
) X+ 2y+3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=0L A'={1 m 1|0
2x+ 3y + 4z=2 2 3 4|2
|
A
[Al=2m+2=0 — m=1
eSi m =1, queda:
12:3(0 . 120
A'={1 1.1 | 0] Comque |, 1‘—-11 11 0]=-2=0,
2 3 4|2 2 3 2

aleshores: ran (A) = 2 = ran (A") = 3. Sistema incompatible.
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eSim=1, queda: ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. Sistema compa-
tible determinat.

d) x+my+z=4 1 m 1| 4
x+ 3y+z=501 A4'=(1 3 1|5
mx+ y+ z=4 m 1 11| 4
A S — J—
4+V16-12 _42V4 _4+2 m=3
lAl=m?—4m+3=0 = = =
e Si m =3, queda:
1 3 11 4
A'=|1 3 1|5 :' Contradictories —  Sistema incompatible.
31 114
eSi m =1, queda:
1 1:1 | 4
A'=|1 3:1 | 5[ Lalaila 3a files son iguals.
1 1 114
[ —
A
p 11 S
A més, ‘ 13T 2= 0. Pertant, ran (A = ran (A) = 2 < nre. d’incognites.
El sistema és compatible indeterminat.
Solucions: x = % -\ y= %, z=MA\.

eSim=3 im=1 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

_ | Ax| B 1-m -1
1Al mP—4dm+3 m-3
Ayl 1-m -1
YTA T R dme3 m-3

|Az] Sm?—16m + 11 _5m-11

lAl —-m? +3m—2 m-3

44. Discuteix i resol els sistemes homogenis segiients d’acord amb el parametre a :

2x— y+ z=0 x+y+ z=0
a)! x+2-32=0 b)lax +2z=0
3x —4y —az=0 2x —y+az =0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1
x+2y-3z=0%1 A=|1 2/ -3
3x—4y—az=0 3 —4 -a

Com que és homogeni, sabem que ran (A) = ran (A").
lAl=-5a-25=0 — a=-5
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eSi a=-5 — Com que =5=0 — ran(A =ran(A4A) = 2.

2 _
1 2

El sistema €s compatible indeterminat.

Solucions: x = %, Y= 17», z=\.

5
eSi a=-5 — Només té la solucio trivial (0, 0, 0).
b) x+y+ z=0 1:1 1
ax +2z=0' A'=|a 02
2x—y+az=0 2 -1 a

Com que és homogeni, sabem que ran (A) = ran (A").

o o s o _1xVi+24 _1x5 _—a=-3
lAl=-a*—a+6=0 a= — S = a- 2

eSia=-3 oa=2 — Comque =2=0 — ran(A =ran(A) = 2.

1 1
L

El sistema és compatible indeterminat.
Solucions: si a=-3: x= g}», y= i}\, z=A
3 3
si a=2: x=-\ =0, z=A\.
eSia=-3ia=2 — ran(A = ran(A’) =3. Només existeix la solucio tri-

vial (0, 0, 0).

45. Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor del parametre que hi

apareix.
13 3 1 k1 -20
A=|k kR 3 -1 B=(-1-1Fk 1
-13 3 0 111 ¢k

a) I1B/1=3k—9 — sanullaperk=3
IB,| =3k+9 — sanullaperk=-3
|By| = 4k+ 6 — sanulla per k= -3/2
| Bl = 6k—18 — sanulla per k=3

Cap valor de kanul‘la tots els determinants 3 x 3, per tant, rang B = 3 sigui quin
sigui el valor de 4.

b) 1Cl=#-2k-3 — sanullaperk=-1ik=3
|C,l =B —3k-2 — sanullaperk=-1ik=2
|Gyl = -k +1 — sanullaperk=—-1ik=1
|C,l= -k +1 — sanullaperk=-1ik=1
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LGnic valor que anul‘la tots els determinants 3 x 3 és k= -1

Sik=1 — rangC=3

Sik=-1
11 -2 0 -
c=|-1-1-1 1 ‘_1 1| =0 = rangc=2
111 -1
Pagina 80

1 0 -1

211

b) Resol el sistema d’equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del
qual és A'A.

46. a) Considera la matriu A = ( ) i calcula el rang de les matrius AA’ i AA.

c) Resol el sistema d’equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del

qual és AA".
1 2
a)A=(; (1)_11)—>Af— 0 1
-1 1

1 2
A~A’=(1 0_1)- 0 1 =(§ é) — rang =2
1

1 2 1 0 -1 5 2 1
Al-Aa=10 1 ( )= 2 1 1| — rang=2
11 1

b) Com que el rang és 2, seleccionem el menor.

‘52

5 =1=0

Podem suprimir la tercera equacio i passar la z al segon membre:

Sx+2y=-z

2x + y=—z} O

La solucio és: x= A, y=-3\, z=A

¢) Com que el rang = 2 = nre. d’incogniles

El sistema nomeés té la solucio trivial: x=0, y=0

31 1 0 2 0
47. Donades A=|1 -2 0|iB=|1 -2 1|
0 2 0 2 0 1

a) Troba A1 i B-1.
b) Troba la matriu inversa de A4 - B.

c) Comprova que AB)'=B~1-471
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a) |Al =2=0 — Existeix A™!

(Adj () ﬁ(Adf )

a; — Adj (A

A

0 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2
(—20—6—>206—>001—>l-00
212 6

2 -1 5 2 1 5 2 6 5

=41

2
1
5

IBl =2=0 — Existeix B!
L (adjB)Y

2 -1 4 2 1 4 2 2 2 2 2 2
2 0 4|l =20 4|=1110 0o|l=2L]1 0 o]=5"
2 0 -2 2 0 =2 4 4 =2 2 14 4 2
3 -8 2
bA B=|-2 6 2| |4-Bl =4=0 — Existeix (4 B)™!
2 4 2
o, —— Adj(AB) ——— (Adj (AB))! IAlBI (Adj (AB))!
4 0 —4 4 0 —4 4 8 4 4 8 4
82 4| =8 2 4] =0 2 2|=2L |0 2 2|=wun
4 -2 2 4 2 2 4 4 2 4 \4 4 2
L [z -2 2 0 2 2
OBl 4atl==-11 0 00 0 1|=4 B
2 \4 4 =2 \2 6 5
110
48. Donada A =(-1 1 2|, determina la matriu B que verifica B —T = A'A~!
1 0 1
1 1 0 1 -1 1
A=|-1 1 2| 4=|1 1 0
1 0 1 0 2 1

Calculem A7
lAl =4 =0 — Existeix A~

a, —— Adj(A) (Adj (D) o (Adj )
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 1 -1 2

1 1 1] ={a11 1]=1[31=2]=2X03 1 2|-a
2 2 2 2 2 2 11 2 4\ 01 2

Calculem A'- AL
1 -1 1 1 -1 2 3 -1 6
aat=L1r 1 o] {3 1 2]=L04 0 0
4 2 1) \a11 2] 4
B=A-A1+1
3 -1 6 1o o) (11 6
4 0 0]+l0 1 0 - 4 4 0

5 3 =2 0 0 1 5 3 2

p=1
4
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49. Discuteix el sistema segiient i resol-lo, si és possible, en el cas a = 4:

x—y = a
x + a’z=2a+1

x—y+ta(a—1)z =2a

x—y = a
x o+ alz=2a+1

x—y+ala-Dz=2a
Estudiem el rang de la matriu de coeficients:

1 -1 0
A=11 0 a?
1 -1 ata-1)

lAl =a(a-1) — 1Al =0 — a=0, a=1

e Sia=0ia=1l, ran(A) =3 =ran(A").

El sistema és compatible determinat. Son solucio:

a -1 0
Al =|2a+1 0 a? =a (a*-—a-1)
2a -1 aCa-1
1 a 0
4l =11 2a+1 a? =—a
) 1 2a ala—1)
1 -1 a
Al =11 0 2a+ 1| =a
1 -1 2a
L _ad-a-1 __ -1 1
a solucio és: x= ——— y= , z=
a—1 a—1 a-—1
1 -1 0
e Sia=0—= A=(1 0 0| = ran(Ad) =2
1 -1 0
1 -1 0 O
A'=11 0 0 1| — ran(4) =2
1 -1 0 O

El sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre’l, prenem les dues primeres equacions:

x—y=0
X =1

Solucio: x=1, y=1, z=

A
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1 -1 O
e Sia=1— A=|1 O 1)—>mn(A)=2
1 -1 O
1 -1 0 1
A={1 0 1 3| = ran(4)=3
1 -1 0 2

El sistema és incompatible.

e Si a =4, estracta d'un sistema compatible determinat, resolt en el primer cas,
amb solucio:

50. Sigui: A =

a) Troba els valors de x per als quals A té inversa.

b) Calcula, si és possible, A~1 pera x = 2.
a) Existeix 47! només quan |Al = 0.

[Al = =x#=0 si x=0

2 O R
—_ =

0
3
1

Per tant, existeix A™! per a tot x = 0.

b)Pera x=2, tenim que |Al=2=0, pertant existeix A~! en aquest cas. La cal-
culem:

a, —— Adj(4d) —— (AdjD)) —— %(Adj(fl))‘

-2 -6 2 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0)—=|-12 0]—=16 2 -6|—-=13 1 =3

3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

= 41

51. Donades les matrius:

—201)
1 -15

3
B=|0

4= ( (:g 137)

1 1 2

! ¢ (3 4) b
-1 2

troba la matriu X que verifica AB + CX =D.

AB+ CX=D — CX=D-AB — X=C!1-(D- 4B

e Calculem C1(I1Cl=-2=0 — existeix ¢71):

; (Adj (©))! ——> %(Adj(C))t
(4 3) _)(4 —3) _)(4 —2) _)(—2 1
21 2 1 3 1

3/2 -1/2
Unitat 3. Resolucié de sistemes mitjangant determinants
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e Calculem A4 B
-2 0 1
A'B_(l -1 5)(

e Aixi doncs:

S PN (st I AN | Y B B e
3/2 -1/2 -8 17/ \=2 10 3/2 -1/2) \-6 7
10 2 10 2
52. Troba X si 34X =B, demaneraque: A=|0 1 1 B=|1 0 1
101 111
34X=B — X=%A‘1-B
Calculem A1 (lAl=-1%0 — existeix A™D:
a, Adj(A) ——— (Adj) ——— - (Adj)
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 10 2
0 -1 0] =0 -1 o] |1 =1 <1] =|-1 1 1]=4a1
2 1 1 2 -1 1 1 0 1 1 0 -1
Per tant:
10 2 10 2 120 /3 2/3 0
x=Lt{1 1 1|1t 0o 1l=L{1 1 0o|l={1/313 o0
3V1 0 aaf V11 1) 310411 0 -1/3 1/3

53. Resol l'equacio A X B =C si:

3 2 23)
4 3 12

@ Multiplica C per A~ per lesquerra i per B~ per la dreta.

11)

C=(1 1

o

-l

AXB=C — A'-A-X-B-B'=4'-C B! - Xx=41' C B!
Calculem A1 i1 B1(14Al=11 IBl=1 — existeixen A4 i B™b):

1 . '
TAT (Adj (D)

a, Adj (A)

N A I

o, — Adj(B)

(Adj (D)) ——

(3 —2)= =
(—4 3/°4

(Adj(B))) —— %(Adj B)

PR TR
e I A D
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54,

55.

, troba una matriu X de maneraque 4 XA = (

(2 3 1 1)
DonadaA—(1 > 2 3/

@& Multiplica dues vegades per A™, una vegada per lesquerra i una altra per la dreta.

Calculem A1 (1Al=1=0 — existeix A™b:

Adj(H ——— (Adj(WD)'

1 , '
TAT (Adj (D)

ay
3o =52 =53] -4 )
3 2 -3 2 -1 2 -1 2/
Per tant:
_(r 1) _ 71_(1 1)_ 71=(2 —3)‘(1 1)‘(2 —3)=
AXA(25) X=4 25A—12 2 3/ \-1 2

o P e e ey

Determina si les equacions segiients tenen solucio i troba-la si és possible:

11 2 2 -1 0 2 -1 0 11 2
a)| 3 0—1)X=0 1—2) b)|0 1—2)X=(3 0—1)
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
11 2 2 -1 0
3 0-1]x=|0 1—2)

12 3 3 0 -1

- -

A B

Com que |Al =0, no existeix A™!. L’equaci6 no té solucio.

2 -1 0 -1 1 2
(o0 1 2|x=(3 0 -1 )
3 0 -1 1 2 3
- -
A B

Com que |Al=4=0, existeix A7 il'equacio té solucio.

A-X=B — A' A4 - X=A41B — X=4'! B Trobem A

0, —— Adj(H ——— (AdjD) %(Adj(A))t
16 -3 1 6 -3 141 2 141 2
1 2 3| > (-1 23| |62 4] >L|6 2 4] =a
2 -4 2 2 4 2 -3 3 2 -3 3 2
Aixi doncs:

1412\ (-1 1 2 035

X=%—6—24-30—1=%422
-3 -3 2 1 2 3 -4 13
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Per tant:
. 0 3 5 0 3/4 5/4
X= 4 2 2=11 1/2 1/2
3

1 -1 1/4 3/4

IS

2 0 5)(x -3 4
56. Resollequacio: |1 1 2|y [+| 1 |=[—1
-11 1/\z 2 1

& Comque AX+B=C—>X=A"1(C-B).

2 0 5 X 7
11 =2/ (y =|-2] Calculem A7 (1AI=16=0 — existeix A™:
-11 1 z -1
—_— =
A - X = B

o, —— Adj(H) —— (Adj(D)

1 . !
if AT (Adj (D)

3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 =5
5 7 2| =15 7 2| =1 7 9| = 2|1 7 9|=41
-5 -9 2 - 9 2 2 =2 2 2 =2 2

Aixi doncs:

3 5 5\ [7 16 1
A-X=B — x=atlp="L1(1 7 ol |=2]=L]|x6]|={|=
161, 5 2/ \a1) 161 46 1

X
Y| =
z

57. Resol I'equacio:

Per tant,

—1); ésadir: x=1, y=-1, z=1
1

11 2 200 110
X(3 4 6)—(1 1 2)=(0 1 0)
4 2 9 201 01 2
11 2 200 110
Sigui A=|3 4 6|, B=(1 1 2|i C=|0 1 0] Aleshores:
4 29 2 01 01 2

X A-B=C = X-A=C+B — X-A-A'=(C+B)-A! —
— X=(C+B) - A

110 2 00 31 0
C+B=[0 1 0)+(1 1 2)=(1 2 2)
01 2 2 0 1 21 3
1 1 2
A=|3 4 6)—> lAl =1=0 — Existeix A7!
4 2 9
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Calculem A7

a, — Adj(dH) —— (Adj)) —— ﬁ(Adi(A))z
24 3 -10 24 -3 -10 24 -5 2 24 -5 2
501 2| -5 1 2|-|[31 0|—=|-31 0]|=4a"
-2 0 1 -2 0 1 -10 2 1 -10 2 1
Per tant:
310 24 -5 2 69 -14 -6
x=l1 2 2|3 1 O0f=(=2 1 0
2 1 3/ \-10 2 1 15 -3 -1
58. Hi ha algun valor de a per al qual aquest sistema tingui infinites solucions?
3x —2y—3z= 2
2x+ay—5z=—4
X+ y+2z= 2
3x—2y—-3z= 2 3 2 -3 2
2x+ay-5z=—41 A'=|2 a -5 | -4
x+ py+2z= 2 1 1 2 2
|
A
lAl=9a+27=0 — a=-3
e Si a =-3, queda:
3 203 2
A=|2 375 | 4
1 1 2 2
3 3 -2 2
Com que ‘ =-51i |2 -3 —4| =20, aleshores:
2 -3
1 1 2
ran (A =2 = ran (A) =3 — Elsistema és incompatible.
e Sia=-3 — ran(A) =ran(A) =3 — Compatible determinat.
Per tant, no existeix cap valor de a per al qual el sistema tingui infinites solucions.
Pagina 81

QUESTIONS TEORIQUES

59.

El rang de la matriu de coeficients d'un sistema homogeni de quatre equa-
cions i tres incognites és igual a 3. Que pots dir, de la seva solucié?

Com que el sistema és homogeni amb 3 incognites, tenim que ran (A = ran (A') =
= nre. d’incognites = 3. El sistema seria compatible determinat. Per tant, tindria
com a soluci6 tnica la solucio6 trivial (0, 0, 0).
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

En un sistema d’igual nombre d’equacions que d’incognites, el determinant
de la matriu de coeficients és igual a 0.

a) Pot ser compatible?
b) Pot tenir solucidé anica?

c) S’hi pot aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminat si ran (A = ran (A") < nre. d’incognites.

b) No, ja que com que ran (A < nre. d’incognites, el sistema no pot ser compati-
ble determinat.

©) Si, si és compatible, passant al 2n membre les incognites que calgui.

Quina condicié ha de complir una matriu quadrada per tenir inversa?

La condicio necessaria i suficient perque una matriu, A, quadrada tingui inversa és
que el seu determinant sigui diferent de zero, és a dir, Al = 0.

2_
Hi ha algun valor de a per al qual la matriu (“ “a 2)

1 no tingui inversa?

Si ha de tenir inversa 1Al =0
Al = a*> = (a* —2) = 2. Sempre és = 0 — Sigui quin sigui el valor de g, la ma-

(6l i~ 2) . ]
té inversa.

triu
Siguin A i B inverses una de l'altra. Si |4| =4, quantval |B|?

Si A i B sOn inverses I'una de l'altra, aleshores A - B= I Aixi:

_1 =

lA-Bl= 1Al - 1Bl=11l=1 — |Bl= 1
4l 4

El rang de la matriu de coeficients d’un sistema de tres equacions amb tres
incognites és igual a 1.

Quin rang, com a maxim, pot tenir la matriu ampliada?

Com a maxim, la matriu ampliada podra tenir rang 2.

Prova, sense desenvolupar, que aquests determinants son zero:

-8 25 40 5 5 5
a)|2/5 3 -2 b)| a b c
0 27 0 b+c a+c a+b

@ a) Hi ba dues linies proporcionals. b) Suma la 3a fila a la 2a.

a) La 1aila 3a columnes sén proporcionals (la 3a és -5 per la 1a).
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66.

67.

b) Sumem la 3a fila a la 2a:

5 5 5 5 5 5
a b c =|la+b+c a+b+c a+tb+c|=
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1
=5(a+b+o | 1 1 1 =0 (ja que té dues files iguals).

b+c a+c a+b

Prova, sense desenvolupar el determinant, que:
x x+1 x+2
x x+3 x+4
X x+5 x+6

=0

@ Resta la primera fila a la segona i a la tercera.

X x+1 x+2 X x+1 x+2

la
X XxX+3 x+4|= 2a-1la 0 2 2 =0,
X Xx+5 x+6 3a —1la 0 4 4
ja que les dues ultimes files son proporcionals.
Calcula el valor dels determinants segiients:
1 0 -1 2 1 -1 2 O
2 3 2 2 21 3 1
Dy 4 2 1 b3 1 4 3
3 1 5 3 21 7 0
1 2 3 4 -1 3 2 -1
2 1 2 1 2 -2 1 3
D1 2 4 5 Do 510 4
3 4 1 2 7 8 9 =2
Tl =ED2ere 4 2 1| +0+ DD |2
2 42 15 -3 3
3 1 5 -3
2 3 +2
+(=1D>- 2|2 4 2| =-43-21-2-(4)=-72
3 1 5
b) ; _11 ; (1) 1 -1 2 1 -1
=0+(-1D°-1-13 1 4|+CD-3(|2 1
5 1 4 5 2 1 7 2 1
2 1 7 0

+0=+18-3-(12) =-18.
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C)é f 2 f 1 2 1 2 3 4
=(1D2-1-12 4 s5|+C1D3-2102 4 5|+
12 45 i1 2 i1 2
3 4 1 2
2 3 4 2 3 4
+(=DF 1T 2 1| +ED31T 2 1 [ =21-2-(2)+(-16)-3(3) =0
4 1 2 2 4 5
@ _21 _52 f _51 -2 1 3 -3 2 -
- =1 (=D |5 10 4 |+C1D3-2]-5 10 4 |+
0 5 104 -8 9 -2 -8 9 2
7 8 9 =2
-3 2 -1
+0+(1>-7-12 1 3| ==(175-2(=287)-7(=77) =938
-5 10 4

68. Per a quins valors de a s’anul'la aquest determinant?

11 1 2 120 1
1 2 -3 8 01 1 a
Dy 121 1 Dli 0 34
1 -1 1 -2 0 1 -1 2
@ i ; _13 é 2 3 8 11 2
=D 1-[-1 -1 1|+CED3-1(-1 -1 1]+
a L -1 1 11 =2 11 =2
1 -1 1 =2
1 1 2 1 1 2
+(Dral2 3 8|+ 1|2 3 8|=-5-(O+a (8)-(15=-8a+16
101 =2 -1 -1 1

Igualem a zero: -8a + 16 =0 — a=2.

b)cl) _12 (1) ; 1 0 1 ) 1 -2 1
=0+CD4 11 =3 —1|+ED21(1 0 -1+
Lo =3 -1 0 -1 2 0o 1 2
0 1 -1 2
1 =2 0
+(=1°-all 0 3|=-8-6+a-1=a-14
0 1 -1

Igualem a zero: a—14=0 — a=14.
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a a a

69. Obtén d’acord amb a,b,c el valorde: |a +b a a

@& Resta la tercera columna a les dues primeres.

0 —C 0
b —C 0
a a+c a

a a a
a+b a a
a a+c a

la—-3a
= 2a-3a
3a

PER APROFUNDIR

70. a) Per a quin valor de a aquest sistema és compatible determinat?

x—2y =1
y+ z=a
X -3z =-1
y—z= 2

b) Pot ser compatible indeterminat?

x—2y =1 x—2y =1 1 -2 0 1
a) y+ z=a X —3z=-1 A= 1 0 -3|-1
x  —3z=-1 y— z= 2 o1 1] 2
y— z= 2 y+ z= 12 01 1 a
-
A
1 -2 0
1 0 3[=1=20 — ran(A =3 = nre. d’incognites
1 -1
FILES
120 1 » 120 1
P U R 02 32| 27272 )
lAT=1o 1 21 2| = 01 -1 2|11 2|=a-14=0
01 1 a| 4 01 1 a L1a
— a=14
Per iz {o Sia=14 — ran (A = ran(A) =3 — Compatible determinat
er tant, . .
eSia=14 — ran(A) =3 = ran(A") =4 — Incompatible

b) No, pel que hem vist en I'apartat anterior.

71. Calcula el valor d’aquest determinant i dona el resultat factoritzat:

3 x x x
X 3 x x
X x 3 x
xx x 3
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72.

3 X x Xx 3+3x x x X 1 x x x ”
X 3 x x 3+3x 3 Xx X 1 3 x x 2a-1a
¥ x 3 x|DHl3+3x x 3 x[5HC |1 x 3 x| smcn
X x x 3 3+3x x x 3 1 x x 3 4a—1a
1 x X X
03-x 0 0 3-x 0 0
(3 +3x) 0 0 3 _x 0 (§)(5+3X) 0 3—-x 0 =
0 0 0 3-x 0 0 3-x

=3 +30GB-2=31+x (x-3)3
(1) Sumem a la 1a columna les altres.
(2) Traiem (3 + 3x) factor comu, de la 1a columna.

(3) Desenvolupem per la 1a columna.

Discuteix els sistemes segiients segons els valors dels parametres que con-
tenen:

xXx—3y+z=a x—y+ z=2
a)! «x —-z=b b)J 2x+3y— 2z2=-8

x +tz=c 4x+ y+az=>b
a) x—3y+z=a 1 -3 1 a

X —z=bl A'=[1 0 -1 | b

X +z=c 1 0 1 c

[ ——
A

[Al=6=0 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites — El sistema és com-
patible determinat per a qualsevol valorde a, b ic

b) x— y+ z= 2 1 -1 1 2
2x+3y-2z=-81 A'=|2 3 -2 | -8
4x+ y+az=b 4 1 a b
N
A
l[Al=5a=0 — a=0
e Si a =0, queda:
1112} 1 -1 2
A'=2 3] 2| 8|, 5 |=520; |2 3 -8|=5b+20=0 — b=—4
41 01 0b 4 1 b
-
A

eSia=0ib=—4 — ran(A) =ran(A) = 2 < nre. d’incognites. El sistema
és compatible indeterminat.

eSia=0ib=—4 — ran(A =2 = ran (A" = 3. El sistema és incompa-
tible.

eSia=0 — ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. El sistema és com-
patible determinat, qualsevol que sigui el valor de b.
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