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Visio grafica dels limits

B Descriu analogament les branques segiients assenyalades amb punta de fletxa:

a)
oo =3
b) P
xﬁ”}rw f(x) no existeix
©)
d) i
S o0 = v
N
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e) |
lim = _
/‘/ \ S = e
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lim f(x) =+

X — —00

Iim f(x) =2

X — -0

”mw /(2 no existeix

X —>

lim f) =0

X —> +00

Ii = +oo
® Im e =+

iz =
@ MM ) =0

17 -
NS ’_)”Z,f(x) 5

17 =
@ [m fov =2



k)

lim fix) = -2

\ E x—2

D of

@ [fim_ fix) = +oo

X =T

7‘@ o/ A @ lm_ fix=0
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EXERCICIS PROPOSATS

1.Si u(x) =2 i v(x) - -3 quan x — +o, calcula’n el limit quan x — +oo de:

A u(x)+v(x) b) v (x)/u (x) c) 54 ™
d Vo (x) ulx) - vx) £) Vu (x)
7 - 2y = _ v _ =3
a) xl—lz/}zoo [u(X) " U(X)] 2t ( 3) ! b) X —> +o© M(.X') 2
o Z_z)nzoo 5u(0) = 52 = 25 @ Zinz Vo(x) no existeix
) xl_l’)nzw [u(x) : U(x)] =2.(=3)=-6 f) xl_l’)ﬂiw %/u(x) =2

2.8i u(x) >-1 i v(x) - 0 quan x — +», calcula’n el limit quan x — +x de:
Dulx)—vx) b)v(x)—u(x) v x)/u(x)
d) log, v (x) eulx) v(x) ) Vu x)

) lim [u(x) —vx]=-1-0=-1

X — +o0

b) Ilim [v(x)—ux]=0-(1=1

X — +00
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lim Y& _ 0 _
) xi"fw wlx) -1 0

A lim log,v(x) = ) i v(x) = 0"
X — +o0 no existeix si v(x) — 0~

e) Ilim [ulx) v]=-1-0=0

X —> +©

£ lim Yu(o =V-1 =-1

X —> +0©
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3. Indica quines de les expressions segiients son infinites (x%) quan x — +o:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5 c)-1,5*
d) log ,x e 1/(x3+1) £) Vx
g) 4 h) 47 i) —4*

) lim B3x5—Vx +1)=+0 — Si

X —> +00

b) lim 05¥=0 — No

X —> +0©

O lim (<15% =—0 — Si

X —> +00

d) lim log,x=+o — Si
X —> +©

e) lim 1
X —> +0 x3 +1

=0 — No

£) lim Vx =+0o — Si
X —> +®

g lim 4¥=+0 — §i
X —> +o©

h) lim 47%=0 — No

X —> +©

D lim —4¥=-0 —
X —> +0©

4. a) Ordena els ordres d’aquests infinits:
log,x Vx x% 3x5 15 4%
b) Tenint en compte el resultat anterior, calcula:

log,x 3x5 Va
lim 2 im —- lim —5
X — +w \/x X =+ x2 x—>+°°1’5

Unitat 6. Limits i continuitat



4% 15 3x° a2 Vx o log,x
2

by lm 1T
X —> +o0 \/x
lim 3 _ +00
X —> +o0
Vx
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5. Sabent que, quan x — +0, f(x) — +0o, g(x) = 4, b (x) = —o, u(x) — 0, assig-
na limit, sempre que puguis, quan x — +%, a les expressions segiients:

a)f(x)—hb(x) b) f () *) ) f(x)+b(x)
d) f(x)* e)f(x)-b(x) ) u () ™)

8 f(x)/b(x) h) [-h ()P ™ D g (x)? @

j) u (x)/b (x) K) f(x)/u (x) D b (x)/u (x)
m) g (x)/u (x) n) x +f(x) 0) f(x) &)
px +hb(x) Qb (x)P® Hx™~

) lim (f(00) — h(x)) = +%0 — (—®) = +00 + 0 = +00

b) lim f(x)f(x) = (+00)*® = +00

X —> +00o

o lim (f(x) + b(x)) =+w + (—») — Indeterminat
X — +©

A lim fl)* = 400" = 4o

X —> +00

e) lim (f(x) - h(x)=+w  (—0) = —o0

)  lim w0 =00 — Indeterminat

X — +00

g lim 7% = % — Indeterminat
X —> +00 -

h  lim [=h(O)PW = [+oo]=* = (

X —> +0o

D lm g(PW =4""=0

X —> +©

Dm0
_

X — +oo b(x)
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o SOt
ko fm ST

D lim PO _ ==
X —> +00 u(x) (O)

oy 80 _ 4
m) xliﬂioo ulx) O

n)  lim (x+ f(x) = +0 + (+%) = +

o) lim f0)"Y = (+0)"* =0

X —> +00

) Xl_z’)nzw (x+ h(x) = +% + (=) — Indeterminat

Q@  lim h()P® = (-0)"* — No existeix
X — +00

D lim x™=(+0)"" =0

X — +00
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6. Les funcions f, g, b i u son les de I'exercici proposat 5 (pagina anterior). Di-
gues quines de les funcions segiients son indeterminacions. En cada cas, si és
indeterminacio, digues de quin tipus, i, si no ho és, digues quin és el limit:

a)f(x) +b(x) b) f(x)/b (x) ) f(x)y P d) f(x)P )
e f(x) -u(x) £) u (x)?® 2 [g (x)/4Y' ™ h) g (x)/™)

a)  lim (f(x) + h(x) = +o + (-o). Indeterminat.

b) lim [ _ I® Indeterminat.
X — +00o b(x) — 0

O lim_fx P = (+00)** = +oo
X —> +00

d) lim f(x)h(x) = (+OO)_°° - 0

X —> +00

e lim f(x) - u(x) = (+0)° Indeterminat.
X — +too

D lim u(x)h(x) = 0® = +0

X —> +©

S )
g lim [%]fx = 1**. Indeterminat.

X —> +00

h)  lim g(x/™® = 4** = +o0

X —> +©

Unitat 6. Limits i continuitat
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7. Calcula els limits segiients:

4 4
a) lim 3xt—6x+1 b) lim 3xt—6x+1
x>+ 5x3 4+ 3x2 x = +0 _5x3 4 32
2 4
o tim 8% =3x d) lim 5% -6x+2
X — +0 x3+1 x — +00 3x4+x_1
4 4
Q) lim XXt by fim X Ox+1_
x—=+o 540 + 32 x =+ 5x3 + 3x2
2 4
o) lim 6x —3.X'=O ) im 5x —6X+2=2
x—>+0 3+ 1 X —> +00 5x4+x_1 3
8. Calcula:
a) Iim GX*D?(x—Dx b) lim Gx 1
x =i a3 (x +3)° x—+e x3-10x
x3-5x+3 TP
c) lim — 5 5. d) lim \/Sx——Sx
x — 4+ xX“-2x x — +® 3x
D gim BxXFD?e-Dx_ Oxt—3x3 —5x2—x  _
X — 400 x3_(x+5)3 x—>+mx3_(x3+9x2+27x+27)
- im 9964—3963—5362—x=_00

x40 9x2 + 27x — 27

by g BXFDX g, 906 rx_g
x—>+0 x3_10x x—>+e  x3—10x

) \/X3_5x+3
O lim \fH——— = 4w
X 4 x%-2x

4 lim V8 S5x _ Iim Vexd _ . 2x

X —> +0 3x X —> +0 3}(’ x—>+005
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9. Sense operar, digues el limit, quan x — +, de les expressions segiients:

a)(x2-V2x +1) b) (x2—2%) AVxZ+1 —Vx
d) 3% — 2% € 5% —Va® -2 f) Vx —logg x4

Unitat 6. Limits i continuitat



10.

11.

) lim (x2-V2x+1) =+ b) lim (x*—2%)=-o

X — +00 X —> +00

O lim (Va2+1-vVx)=+» &) lim (3% - 2%) = 4o
x—> +o X —> t®

e) lim (5%- Vxd = 2) =+ ) lim (\/; — logs xt) = +o0
X —> +© X —> +0

Calcula el limit, quan x — +o, de les expressions segiients:

3 3 3
x+2  x-2 222+1 2
2
C) 3x+5 _x —2 d)(x +5)x2_5x+1
2 X
X X2 +x
o) (52
2x +1 2x -3
2 lim (3x3+5 _4x3—x)= Iim (B3 + 5)(x—2) — (4ad — (x + 2) _
x>t X+ 2 x—2 X —> +00 (x+2)(x—2)

lim 3X =600 + 50— 10 — 4ot — 8% + o + 200 _

X —> +0oo x2_4
_ gy X140+ X2 Tx—10 |
X — 400 X2—4
by lim ( 0 —ﬁ)= i 20 -xQ@x?+ 1) g 200 200 —x
X — +o0 2x2+ 1 2 X —> +o0 2(2x2+ 1) X —> +%0 4x2+ 2
= ll’m =X =(
x>+ 4 + 2
o lim (3x+5_ﬁ)= im 3XH5x-2x7 44 _ g X2+ 5x+4 _
X —> +0oo 2 X X —> 4+ 2x X —> +oo 2—36'

d) lim (x+3)* 5%+ = (400)*® = +o0

X —> +o0
X +00
e lim (3“5) =(i) -
X —> +o© 2x+ 1 2
X2+ x +00
£ lim (’“—2) =(l) =0
X —> +o0 Z.X'—S 2
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Trobael Iim de les expressions segiients:

X — —00
5x4—6x+2 \/x3—5x—3

a)2t “O¥ T2 b) ——5——
x4+ x -1 x%—2x

Unitat 6. Limits i continuitat
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a) lim Sxt—OX+2 _ ypy SXT+Ox+2 5
X —> —© 5x4+x_1 X —> +© 3x4_x_1 3
3 3
by lim Vad —5x-3 _ Iim Va3 +5x+3
X — —© x2—2.x‘ x— +oo x2+2x

No existeix, ja que el radicand pren valors negatius quan x — —o.

12. Trobael Ilim de les expressions segiients:

X — —0
a) \/x2—5x+3 b) 3x3+5_4x3—x C)Sx
3x -2 x +2 x—2
2 2 [ 2
a) lim Vol —5x 43 lim Vol #5x 43 lim Va? lim X - 1
X —> —© 3.96'—2 X — +00 —3.%‘—2 x— +00 —3.%‘ X — +0© —3.96‘ 3

by lim 3x3+5_4x3—x)= lim (—3x3+5_—4x3_x=

X—=-0\ x + 2 X —2 xX—=+o\ _x + 2 -x =2

3x% —5x + 6x3 — 10 — 4t + x2 + 8x3 — 20 _

= lim
X — 4+ x2_4
~ ggm X LA A a2 - Tx 10 _
X — +0 x2_4
c) Ilim 3= [lim 3%= [im l=O
X —> —00 X — +®© x—>+°°3x
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13. Si lim f(x)=3 i lim g(x) =2, digues el valor del limit quan x tendeix a
x—1 x—1

1 de les funcions segiients:

. S &)
a)f(x)+g(x) b)f(x) - g (x) c 6]
d)f(x)E® e) Vg (x) £) 4f(x) —5g (x)

) liml (flo +g))=3+2=5
x—)

b) lz’ml (fo) gx))=3-2=6
S0 3

lim —— =
© x—=1 g 2

Unitat 6. Limits i continuitat



d) lim f(x)g(x) -32-9
x—1

e) Iim Vg(x) =2

x—1

f) lz’m1 (4/(0) = 5g(20) =12-10 =2

14. Si lim f(x)=11i lim g (x)=m, aleshores lim [f(x)+gx)]=1+m.

X —a X —a X —a

Enuncia les restants propietats dels limits de les operacions amb funcions
emprant-hi la notacié adequada.

Si Iim flx)=11i Ilim g(x) = m, aleshores:
X—>ad X—=>a

D lim [fQo + g0l =1+ m

X—>a

2) lim [f() — g(0] = [— m

X—>a

3) lim [f(x) gl=1-m

X—a

& 1im T L i om0,
m

xX—a g(x)

5)Si f(w) >0, lim [f(x)g(x)] = m
X—=>d

6)Si n éssenar,osi n ésparelli f(x) =0 — [lim Vi = Vi

X—=>a

7DSia>0 i flo>0, lmllog, f(x]=Ilog, !
X—=>ad

15. Si lim p(x)=+x, lim qx) =+, lim r(x)=3 i lim s (x) =0, digues, en els
x —=2

x —2 x =2 x —2
casos que sigui possible, el valor del lim de les funcions segiients:
x —2
(Recorda que les expressions (+x)/(+x), (+x) — (+»), (0) - (+), (DG,
(0)/(0) soOn indeterminacions.)

r () px)

a) 2p (x) + g (x) b) p (x) — 3q (x) 1) e d)p =
s&) ) _ -

© qx) £) q@) g s -p ) h) s (x)
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i i 3- s (x)
Dp @) )@ o 2205 D [T (sx)]
m) r (x)P &) n) 7 (x)4 @) 0) (" (3x ) )P ) ) (7' (3x) )—P @)

a) lz’m2 [2p(x) + g(x)] = +o0 + (+00) = +0
X —

b) lz’m2 [p(x0) — 3g(x)] = +00 — (+). Indeterminat.
x—)

C) lim @:i:o
x—=2 p(x) +®

|
=
3
—_

Il
—_

. p(x)
/ -
D xl—’;nz p(x) x—2

e) lim s _ 0 _ 0
x—2 q(x) +o

) lim @ = *® Indeterminat.
x—2 Q(X) +o0

Q) lz’m2 [s(x) - p(x0] = 0 - (+). Indeterminat.
X —

h)  lim s =03 =0

x—2

D lim p(a)™ = +003 = +oo
x—2

Do lim ()5 =30 =1

x—2

k) lim 3_7(96):3_3

= % Indeterminat.

x—=2 s(x) )
D lim (L’“))M 101
x—2 3

m) lim ()P = 37 = to0
x—2

n)  lim p(x0)=94 = 3-* = (
x—2

B PO
o) lim (V(SX)) = 1**. Indeterminat.
x—2

x—2

. —P(0
p) lim (%) Y 1%, Indeterminat.

Unitat 6. Limits i continuitat
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16. Calcula els limits segiients:

3_ 2 3_
a) lim X 22x *2x+5 b) lim Xrmox v 2 5x2+1
x—>-1 X2-6x-7 x > 4x3+2x%3x
Q) lim x—2x2+2x+5 - lim (x+ D% =3x+5) _
x=-1  x?_6x-7 x—=>-1  (x+ Dx-=7)
= i =3xS 9 9
x—=-1 x—7 -8 8

b) lim x3—5x+1 _ 45 15
x—4 x3+2_x2_3x 84 28

x2—5x+2_x3+2x+1)

17. cCalcula: lim (
x?%+2x x3+x

x—=0

_ 3 2 _ 3
ﬁm(xz 5x+2_x+2x+1)= h,m(x Sx+2  ad+2x+1)_
X2+ 2x X+ x x(x+2) x(x2 + 1)

P+ DO -5x+2) - (x+ 23 +2x+ D _

x—=0 x—=0

= [lim

x>0 x(x+2)(x*+ 1)
— Iim o5+ 20+ xP -5+ 2—at - 20 —x— 203 —dx—2 _
7xd + x?-10x _ . x(7x*+ x-10) _

x=0 x(x+2(x?+1) x—=0 x(x+2Dx*+ 1)

—Ix*+x-10 _ -10 _
im = =-5
x=0 (x+2)2+ 1 2-1
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

Limits quan x — * «©

18. Sabem que lim f(x)=+%x, lim g(x)=—x i lim b (x)=3.En quins dels

X — +© X — +© X — +©

casos segiients hi ha indeterminacio per a x — +o?

En els casos en queé no n’hi hagi, digues quin n’és el limit:

a)f(x)+g(x) b)g(x) + b (x)
o J&x) & S(x)
b (x) g )

Unitat 6. Limits i continuitat



) [b (x)]8™) DB-b&]-f(x)

) Iim (fl)+gx))= tm (f0))+ lim (gx)=+n+(-x) =
x— +oo X —> +0o X —> +0o
=+ — (+0) — Indeterminacio.

b lim (g(x) + b)) = Ilim gx)+ Ilim h(x)=—-0o+3=—0
X —> +00 X =+

X —> +00

f (9] +00

o lim ——=—=+®
x— +o0 h(X) 3
d)  lim & =% Indeterminacio.

x—>+0 @x) -

e lim [h(x0)8W =3 = 1 _ 0

X —> +o0 3+°°

) lim [3-h] f(x)=0:(+0) — Indeterminacio.

X — +o0

19. cCalcula els limits quan x — —x de les funcions segiients:

_2x+5 _10x-5
a)f(x) oy b) g (x) el
2 3
Ob(x)=3X"—4 d)i(x)= X2
2x +3 7 +5x3
D dim EFO o gy 22XY5

X—> —00 2—-Xx X —> +0o 2+ X

by i A0X=5 _ yp, A0x=5_
x—=>-w x2+1  x—+w x2+1
3% — 4 i

o) lim = lim
X —> —00 2x+3 X — +© —2x+3

— 00

O Iim X+ 2x ., =xd—2x

1
X —>—0 7+5x3 X — +0© 7—5x3 5

20. cCalcula els limits segiients comparant els exponents del numerador i del de-

nominador:
. V3x2+6x _ 5x%-7
Dt a1 DV w1
1+Vx 3x
c) lim d) lim ———
)x—>+oo 2x_3 )x—>+oo \/x3+2
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21.

22,

23.

_ VaxZ+ox . . Vix V3
N veere N vl
Z A2
_ S5x° -7
b)xl—lz/’?—w 'x+1 -
o lim 1+\/x=

X — +00 2x—3

A Iim —2X -

X — +© x3+2

Calcula aquests limits i observa quin és I'infinit d’ordre superior:

2
D lim @ —x by tim E01
X — +© X — +00 e
2
o) lim (Wx2+x —Vx +7) d) lim In(x%+1)
X — +0 x — 40 X

a) lim (e¥—x3) =+

X — +00

T S

X —> +00 e'x

0

o lim (Vx?+x —Vx+7) =+

X —> +00

d) lim

X — +0o

mx*+1) _
x

Calcula els limits segiients i representa’n graficament els resultats obtin-

guts:
a) lim (0,5°+1) b) lim 2x*1
X —>—00 X —>—x

\

a) Iim 05+ 1) = Ilim (0,5%+1) =+

X —> —00 X — +00
b) lim 2**l= lim 2**1=0 <
X —> —00 X —> +oo

Calcula el limit de les funcions segiients quan x — +o:

5x2—-2x +1 x+1

a)f(x)= (Zx—l)z b)g(x)=@
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[ x
Y YO REAEILS Dix)= >
V2x +1 2¥+1
2 _ 2 _
D lim Sx%—2x+1 _ lim Sx°—-2x+1 _ 5
x—=+o  (x—1)2 x—+o 4x% —4x+1 4
1
b lim S = e

x—+o log x

2, 2E 2 23

o) lim M= lim - =
x=dw (x4 ] xreapn x—re o V2

d)  lim

X — +oo 2.X'+ 1

= 400

Limits en un punt

24. Calcula els limits segiients:

2
a) lim _ 3x+6 b) lim X% +4x+3
x—>-2 x%+4x +4 x—>-3 x+3
4_ 2
o tim X1 d) Iim O%_ T15%
x —1 x2—1 x—0 x3—3x2
B 3x+6 0.
D m e ax+4 o indet .
st 3 3 [ M T T
lim —= Iim ==
x—> -2 (.X+ 2)2 x— -2 X+2 O 5
i -3 - +00
x—>-2t X+ 2 0*
b) lim M=Qindet.
x— -3 x+3 O
(x+ 1) (x+3)
lim ———————= Iim (¥xt1=-2
x—> -3 ‘X+5 x— -3
X -1 o,
o) xlz_r)nl e —Umdet.
2+ 1D -1 2 _
lim = lim (x*+1)=2
x—1 (.X'Z—l) x—1
2
d lim 5x+¢=gindet.
x—0 x3-3x* 0 lim 5x2+15 _ 15 _
fim X(5X2+15) o 5.X'2+15 =£ ™ x—0 x2_3x 0t
x—=0 x(x*-3x) x—-0 x*-3x 0 i X2+ 15 _(1)_5
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25.

26.

Si: lim p(x) = +x lim q(x)=-»
x —2 x —2
lim r(x)=3 lim s(x)=0,
x —2 x —2

digues, en els casos que sigui possible, el valor dels limits segiients:

o os(x) , )
a) xhi"z P b) xhi"z [s (x) - g (x)]
) lim [r(x)]a™ d) lim [p (x)—2q(x)]
x =2 x —2
D im0 -0

x—2 p(x) +0o0

b) lim [s(x) - gl =0 (—©) — Indeterminat.

x—2

o) lim [r(0]dY =3 =0

x—2

d lim [p(x) — 2q(x)] = +00 — 2 (—0) = +00 + (+00) = +00
x—2

Calcula:
2
a) lim (x +3—l) b) lim 2 - 1
x—=0\ a3 x x—=1l(x-1)2 x(x-1)
_ 2+3 ] _oxt+3—a? 3 3
a) lzm(x ——)= lim —— = [lim = = ——.
x—0 x5 X x—0 x3 x—=0 x3 ()
Trobem els limits laterals:
lim i=—<>O; lim i=+00.
x—=0" X3 x— 0" X
b lim 2 1 - g XD e 2x—xt 1
x—=1|(x-12 xx-1 x—=1 x(x-1)>2 x—=1 x(x—1)>
o x+1 2
= lim ———— ==
x—=1x(x=—1% O

Trobem els limits laterals:

_ x+ 1 - x+ 1
im —

= +oo; / — =4
x—1- x(x—1)2 x—1" x(x—1)>2

Unitat 6. Limits i continuitat



27. Calcula:

—1)2 2 _
a) lim & -1D° b) lim X-—7x+6
x —1 x_s x—1 x—l
2 _ 3_2..2
c) lz‘m‘%‘x2 d) h’mxz—sx
x —1 2x°—2x x—=0 X°"—X
0 im EZDI_0 g
x—1 X—=5 —4
2 _ _
b) Zimw= limw= lim (x —6) =-5
oox?+x-2 . (x+2x-1 _ . x+2_3
R v sy v s S el
3 _ 2 2 _ _
Q) g X030, X =3) o o xe=3) 0 _
x—0 X2—Xx x—0 x(x -1 x—=0 x-—1 -1
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Continvuitat

28. Esbrina si les funcions segiients son continues en x = 2:

_3x -2 six<2 _Jx%-1 six=<2
a)f(x)‘{6_x six=2 b)f(x)—{2x+1 six>2

Q) lim [0 = lim Bx-2) =4
e e f(x) éscontinuaa x =2,
£ li = f(2).
lim f(0) = Iim (6-x) =4 Jrane xTzf(X) @

x— 2" x— 2"
fQ)=6-2=4
b lim f(x0) = Lm (x*-1) =3 . .
x— 2" x— 2" (%) no és continua a x = 2,
ja que no existeix lim f(x).
x—2

lim f[(x)= lim QRx+1=5

x— 2" x— 2"

29. Estudia la continuitat de les dues funcions segiients:

2% six<2 1/x six<1

a)f(x)={4 six=>2 b)f(x)={2x—1 six=1
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a)f(x)={ix si x<2

si x=2

e Six=2 = Es continua, ja que esta formada per funcions continues.

e En x = 2:

lim [(x0) = lim 2¥=4
X — 27 Xx— 27
lim f(x) = f(2) < f(x) és continua en x = 2.
x—2

lim [0 = lim 4=4

x— 2" x— 2"

f2) =4

Per tant, f(x) és continua en tot R.

b) El domini de la funci6é és D =R —{0}.
eSix=0 i x=1 — Lafuncid és continua.

e En x = 0: Es discontinua, ja que f(x) no esta definida per a x = 0. A més,
lim f(x)=-0o i [im f(x) = +o. Hi ha una asimptota vertical en x = 0.
x— 0" x—0

e Enx=1: lim [(x0) = [ 1

x— 1" x— 1"

=1

J(x) és continuaen x=1,
lim f(x0 = lim Qx—1 =1 jaque lm flx)=f(D.
x— 1 x— 1 x—>1

fH=2-1-1=2-1=1

30. Estudia la continuitat i representa graficament la funcié f(x):

—-x2+5x siO0=x=<5

f(x)={x—5 si 5=x=<10

Els trossos son polinomis, per tant son continues.

lim f(x) = Iim (=x*+5x)=0
x—5 xX—5
funcid continua
lim (0= lim (x-5 =0

x— 5" x— 5%

o]

[©
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31. Estudia la continuitat de les funcions segiients, representa-les graficament i
digues quins en son els limits quan x — +© i x — —o0o,

1
af(x)=! x+1
x2-2x
1
Af=1 x+1
x% - 2x

six<0 3x_x2 six=<3

si 0<x<1 b)fx)=1 x -3 si 3<x<6
si 1<x 0 six=6

si x <0

si 0<x<1

si x=x

e Continuitat:

—Si x=0 i x=1 — Es continua, ja que esta formada per funcions continues.

—Enx=0 —| lim flxy= Ilim 1=1
x— 0" x—0
lim f(x) =1
lim flx)= lim (x+1)=1|x—0
x— 0" x— 0"

No existeix f(0).

Hi ha una discontinuitat evitable en x = 0.

lim f(x) =

x— 1"

Iim (x+1)=2

x—1"

—Enx=1 —1 lim f(x)= lim (x*-2x)=-1
x—1"

x—1*

J0)=-1

Discontinuitat de salt finit en x = 1.

e lim f(x)=

X — +0o

lim (x?% - 2x) = +o

X —> +o0

Il
—_

lim 1

X —> —00

lim f(x) =

X —> —00

e Grafica:

3x — &2 si x<3
x-3 si 3<x<6
0 si x=6

b) f(x) =
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e Continuitat:
—Six=3 i x=6 — Escontinua, ja que esta formada per funcions continues.

lim f(x)= lim 3x—-x%=0
x—>3"

x— 3"

Ii _
Enx=3 —{ lim f)= lim (x—3) Jim 20 = 3
x—3" x— 3t

J3) =0

— f(x) és continua en x = 3.

lim f(x) = lz’mg (x—3)

x— 6"

I
W

- Enx=6 — lim6f(x)= lim 0 =0
x— 06"

x— 6"
f6)=0
Discontinuitat de salt finit en x = 6.

e /im flxy= Ilim 0=0

X — +00 X —> +©

lim f(o= Ilim Qx—x?) =-

X — —0 X — -0

e Grafica:

32. Calcula el valor que ha de tenir k£ perqué les funcions segiients siguin con-
tinues:

x+1 six=<2
D)= 1p_x  six>2

x +k six=<0
D) =1x2_1 six>0

2x +k  si x <-1
) f(x) = Rx -2 six=-1

Com que so6n funcions polinomiques, només cal vigilar en el punt on s'uneixen els

trossos.

a lim (0= Iim [f(x
x—2* x— 2
2+1=k-2
k=5
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b) lim flx)= Ilim [f(x)
x—0" x—0"

0+k=0"-1
k=-1

o Ilim flo= Im f(x
x— -1 x—-1"

2(-D) + k= —k(-1) -2
k—=2=Fk-2

Sempre sera continua sigui quin sigui el valor de 4.

PER RESOLDRE

33. a) Calcula el limit de la funcié f(x) quan x - 0, x = 2, x — 3, x — +x,
X —> —oo:

F@) = x -3

x2-5x+6

b) Representa’n graficament els resultats obtinguts.

- x—3 _ xX-3
D f) X2 —-5x+6 (x—=3)(x-2)
; -3 _=1

CNEEE

_ . 1 _ 1
0= iy

Trobem els limits laterals:  /lim  f(x) = —o; [im [(x) = +oo
x—>2 x—2"

_ _ 1
lim f(x)= lim — =

lim fx0) =0, lim fx)=0

X — +o0 X —> —00

b)
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34. a) Calcula el limit de la funcié y = xzz——;x en aquells punts en qué no esta
definida. T
b) Troba’n el limit quan x — +% iquan x — —oo.
c) Representa la funcié amb la informacié que hi has obtingut.

d) Quins son els punts de discontinuitat de la funci6?
a) El domini de la funcié és: D =R - {0, 3}, ja que el denominador s’anul‘la a:

_ — - _ - /x=0
X2 —3x=0 x(x—3) O\x=3

x2-9 _ (x+3)(x-3)

YT T xx-3)
jim X3 3
x—=0 X (©)
Trobem els limits laterals:  [lim xX+3 =_o0: [im X+3 i
x— 0" X .X'_)O+ X
lim x+3 =£=2
x—=3 X 3
b tim X3 -1, m X3
X —> +o© X X— —© X
9]
2
\ """"" Ifmmmmmmmmmmmm e
1 2 3

d) La funcio6 és discontinua a x =0 (té€ una asimptota vertical) i a x =3 (no esta
definida; té una discontinuitat evitable).

35. Calcula el valor de k perqué cada una de les funcions segiients sigui con-

tinua:
4 2
x*-1 x“—-1
— si 1 — six<1
A f(x)=) x-1 T opre =] x-1 *
k six=1 k six=1

a) Si x= 1, la funcid és continua.

eSi x=1:
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p _ 41 B+t x+ Dx-1
lim (0 = lim = = lim =
x—>1f x—1 x—1 x—1 (x-1D

lim (B +x>+x+1) =4
x—1

F =k

Perque sigui continua, ha de ser k= 4.
b) Perque f(x) sigui continua a x= 1, ha de ser lim f(x) = f(D.
x—1

Perax=1, f(x) és continua (ja que esta formada per funcions continues).

Trobem k perque lim f(x) = f(1):
x—1

2
tim o = fim =L o gy D@D g o) =2
x—1" x—=1 x—1 x—1" (x-1 x— 1"
lim f0) = lim k= k
x—1* x—1"

S =k

Ha de ser k= 2.

36. Estudia la continuitat de cada una de les funcions segiients per als diferents
valors del parametre a:

a)f(x) = {:2

+ax si x <2 edx six<0
b) f(x) =
—x2 six>2 VS ) {

x+2a six>0

a) e A x= 2, lafuncio és continua.

e A x=2:
lim f(x)= lim (x*+ ax) =4+ 2a
x— 2" x—2"

Perque sigui continua, ha de ser:
lim f()= lim (a-x»=a-4 4+2a=ad—4 — a=-8
x—27 x—2%
f(2)=4+2a

Per tant, la funcio és continua si a = -8, i és discontinua (a x=2) si a=-8.

b) e A x= 0, la funci6 és continua.

e A x=0:
lim flx)= Ilim e™=1
x— 0" x— 0"
lim [0 = lim (x+2a)=2a Perque sigui continua, ha de ser:
x—0" x—0" 1
1=2a — a= —
SO =1 2

o . . 1 .. . P . 1
Per tant, la funcié és continua si a = > iés discontinua (a x=0) si a= >
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37.

x%—3x3 + 2x2
xt—x :

a) Calcula: lim f(x); lim f(x); lm f(x); lim f(x)
x—=0 x —=1

X — +x© X — =

Sigui la funcidé f(x) =

b) Quina és la funcid que coincideix amb f(x) excepteen x =0 ien x =1?

c) En quins punts no és continua f(x)?

_xt—3x3 4 2x7 | xH e —2(x = 1)
S x%—x x(x —1)

a) lim f(x) = lim [x(x-2)]=0
x—0 x—>0
lim f(x) = lim [x(x-2)]=-1
x—1 x—0

lim  f(x) = +o
X —> +0

lim  f(x) = +o

X —> —00
b) g(x) = x(x—2) = x* - 2x

o) En x =0 ien x =1.La funcid no esta definida en aquests valors (hi ha dis-
continuitats evitables).
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38.

Calcula el limit de les funcions segiients quan x — +o:

-t ] e[
I ) ) =(3x+4)x-1
o) h(x) (1,2 vl d)i(x) 2% 5

)  lim (u—ix)= lim (2x2—10x—3x(x+1))=

X —> +0 x+1 2 X —> +00 2(.X'+ 1)
2 _ _ 242 X2 _
= g 22X -10x-3x%-3x . ot -13x
X — 0 2_X'+ 2 X — +oo 2.x+ 2

17
b lim (2’”1) Togeo Loy

X —> +0oo x_S

2
o) lim (1,2’“— il) = +o0

X —> +o0 X +

x—1 +00
CD lim (3x+4) =(i) = 400

X —> +o© 2x + 5
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39. Donada la funcio:

lz+b six=<-1
x
S&x)=13x2+4 si-1<x<1

-~x3+8 six=1

calcula el valor de b perqué f(x) sigui continua en x =—1. Es continua en
x =17

iz+b si x=-—1
X

SO =913x2+4 s -1<x<1

—x3+8 si x=1

e Perque f(x) sigui continua en x = -1, s’ha de tenir que:

lim lf(x) aASEY)

X — —

lim f(x)=lim (Lz+b)=1+b

x—-1- x—-1-\x

lim f(x)= lim Bx?>+4)=7 Hadeser 1+ b=7;ésadir, b=06.
x—-1* x——1*
JED=1+b

e Vegem que la funci6 també és continua en x = 1:

lim f(x)= lim Gx?+4) =7
x— 1 x— 1" P ~
lim f(x) = f(D.
lim f(x)= lim (—x3+8)=7 p ¥~1
x—1* x—=1" f(x) és continua en x =1

S =7

40. Estudia la continuitat, representa i troba els limits pera x — +© i x — —»
de la funcio:

2x six<1
S =12 silsxs<2
x2+4x six>2

2% si x<1
S =12 si l=sx=2
-2+ 4x si x>2

e Continuitat:

—Six=1 i x=2 — Escontinua, ja que esta formada per funcions continues.
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lim f(x)= lim 2¥ =2

x—1" x— 1" Zimf(x)=j(1)
x—1
—Enx=1- xlin11+f(x) = xli,mrz =2 f(x) és continua
en x=1
S =2

lim flo)= lim 2 =2

x—2" x—2"

—Enx=2—1 lim f(x)= lim (—x?+ 4x) =4
x—> 2" x—>2"

S(2) =2

Discontinuitat de salt finit en x = 2.

o lim f(x)= lim (—x?+ 4x) = -

X — +00 X —> +o©

lim f(x)= lim 2¥=2""=0

X —> —00 X — —0

e Grafica:

0][1234\56

x2+2x+1 six<-1
41. Sigui f(x) =] 2x +2 si-l1sx=<2
—x2+ 8x six>2

Estudia’n la continuitat i representa-la graficament.

Tots els trossos son funcions polinomiques. Avaluem x=-1 i x=2.

En x=-1 Enx=2

lim f0L tm fo lim 0 lm fx)
x—-1" x—-1* x—> 2" x—2"
D2 +2-D+ 12201 +2 2.2+2% 22482
0=0 6= 12
Continua en x = -1 No continua en x = 2

Eltros 1 x%+ 2x+ 1 és una parabola concava amb el minim a x = =2 . -1, veér-
tex (-1, 0), definida de —© a —1. 2-1

El tros 2 2x+ 2 és una recta de pendent 2 que passa pel (0, 2), definida de 1 a 2.
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El tros 3 —a + 8x €s una parabola convexa amb el minim a x = 0 (0, 0), definida
de 2 a +o. Talla els eixos en (2V2,0), (-2V2,0)1i (0, 0).

e Grafica: \
\10 \
\ \
s
\
—10] -5 s 1o [ 15
5 |
|
o |
|
|
|

42. Estudia la continuitat de les funcions segiients i representa-les:

-2x +5 six<%
a) f(x)=12x 5| = 5
2x —5 six ==
2
x2-4 six=<-2
b f(x) = Ix2—4l ={ x%+4 si-2<x<2

x2-4 six=-2

2% six<o0
=xlxl =
S @) =xlx { x? six=0

) lz’m_f(x)=—2'%+5= 0
Yy Continua en x = %
lim (=2 5 5-0 També a la resta ja que s6n polinomis
X — 5 2
4\ /
NEAN
5 \
" \
/
Y,
2 |1 1 2y N
! “(5/2.0
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b lim ) =0

Xx—> =27

lim  f(x)=0 [ Continua en x = —2
x— 2%

lim  f(x)=0

x— 2

lim  f(x)=0
x— 2" )

Continua en x = 2

En la resta de punt també ho és ja que és un polinomi.
Es una parabola de vertex (0, —4) que creua els eixos en (=2, 0) i (2, 0).

El valor absolut passa a positiu tots els valors negatius.

—
—

\
\
\ s
\
\

o  lim (x»=0
x—0" Continua en x = 0
lim (x2)=0 La resta de punt també és continua ja que és polinomica.
x— 0"

~—

So6n dues branques de parabola connectada en x = 0.

W

iy

il

T~
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43. Una empresa ha establert per als seus empleats un incentiu (en centenars
d’euros) en relacié amb el valor x (en centenars d’euros) d’alléo que ha ve-
nut cadascun. Aquest incentiu segueix la funcio:

0,01x si0=x <100
S )=

_30x six > 100

2x + 2300

a) Estudia la continuitat de f(x). Indica si I'incentiu rebut per un empleat és
sensiblement diferent si el valor de les vendes és lleugerament superior o
inferior a 10 000 €.

b) Quina és la quantitat maxima que un empleat podria rebre com a incen-
tiu si les seves vendes fossis molt grans? Justifica la teva resposta.

a) Domini = [0, +%)
—Six= 100 — La funci6 és continua, ja que esta formada per funcions conti-

nues als intervals definits.

lim f(x)= hm 0,01lx=1 (100 <€)
x— 100~ x— 100~

—En x=100 — Iim f(x) = lim _ 30X
x— 100" x— 100" 2x + 2300

S(100) =1 (100 €)

=1,2 (120 ©)

Hi ha una discontinuitat de salt finit en x = 100.

Com que lim [f(x)= [im [f(x),'incentiu rebut per un empleat si és sen-
x— 100~ x— 100"

siblement diferent si el valor de les seves vendes és lleugerament superior o in-

ferior a 10000 € (x = 100).

b = Im —39%  _1551500€
) Jim S = 2300

44. Les conclusions d’un estudi estableixen que el nombre d’individus d’una de-
terminada poblacié d’'una espécie protegida vindra donat, durant els pro-
pers anys, per la funcio:

15000z + 10 000
2t +2

J® =

,essent ¢ el nombre d’anys transcorreguts. Es demana:

a) Dimensio6 actual de la poblacio.
b) Com evoluciona la dimensié de la poblacio entre els anys 4 i 9?

©) Si aquesta funcio fos valida indefinidament, s’estabilitzaria la dimensi6 de
la poblacio? Justifica la resposta.
a) f(0) = 5000 individus.

b) T.V.M. [4, 9] = f(99)—;4”(4) _ 7250;7000 _ % ~ 50

Augmenta en 250 individus, la qual cosa suposa un augment mitja de 50 per any.
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O lim f(h= lim 120002+ 10000 _ -5,
1= 4o t— +00 20+ 2

S’estabilitzaria en 7500 individus.

45. La profunditat de la capa de sorra d’una platja estara afectada per la cons-
trucciéo d’'una escullera. En una zona de la platja, aquesta profunditat vindra
donada per la funcio segiient:

2 +¢12 si O0st=<1
8t2-t-1
2t2

P@)=
sit>1

P és la profunditat en metres i ¢ el temps en anys des de I'inici de la cons-
truccid. Si la profunditat arribés a superar els 4 metres, s’hauria d’elevar 'al-
tura del passesig maritim.

a) Es P(#) una funcié continua?

b) Caldra elevar laltura del passeig amb el pas del temps, a causa de la pro-
funditat de la sorra?

c) Fes una grafica aproximada de P(?).

a) Eltros 1 és polindomic, per tant sera continua.

El tros 2 no estara definit en 22=0 — ¢=0. Com que 7= 0 esta en el do-
mini de definici6 del tros 1, no hi ha cap problema. Per acabar, cal avaluar = 1.

lim P(OL 1im P

1= 1" 11"
12 -1 =
S22 8 1P-1-1
212
3=3 Si, la funci6é és continua per a tot x.

b) En t=0 — PO)=2<4
En t=1 — P(1)=3<4

El tros 1 és una parabola concava amb vertexa 7= 0 a (0, 2), per tant en el tros
1 no hi haura problema.

Del tros 2, n’avaluem el limit quan ¢t — +o0

8rP—1-1_o

lim — indet.
[ —> 2t2 foe)
2 _
lim Br-f-1_ lim % = 4. La funcié no arribard mai a 4, i no caldra ele-
X —> ®© 2[2 X —> © 2%

var el passeig.
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46. S’ha investigat el temps (7, en minuts) que es triga a realitzar una prova
d’atletisme d’acord amb el temps d’entrenament dels esportistes (x, en
dies), i s’ha obtingut que:

300 g-.x=<30
x + 30

T(x) = 1125
_ 1125 L5 x>30
G-5x-15

a) Justifica que la funcié T és continua en tot el seu domini.

b) Per molt que s’entreni un esportista, sera capac de fer la prova en menys
d’1 minut? I en menys de 2?

300

, 0=x=<30
x+ 30
T(x) =
_ 125 45 xs30
(x—5)(x—-15)
a) e La funcio y = L(; és continua, excepte en x = —30; perd, com que nomes
X +

la considerem en 0 = x < 30, serd continua en l'interval (0, 30).

1125
(x=5)(x—-15)

e La funcid6 y= + 2 és continua, excepteen x =5 i en x = 15;

perd com que l'estem considerant per a x > 30, és continua en linterval
(30, +).

e Pertant, si x = 30 (x € [0, 30) U (30, +)), la funcié T(x) és continua.
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e Si x =30, tenim que:

lim T(x)= Iim 300 _

x— 30" x—30-x + 30
_ L 1125 _ T(x) és continua en x = 30.
/ T(x)= | ——— + 2| =

G o= e TS k= 15) °

7(30) =5

e Pertant, 7'(x) és continua en el seu domini.

b) 7(0) = 10 minuts; i, com major és el temps d’entrenament, menys triguen a rea-
litzar la prova. A més:

lim To= lim |— 1125 4o)-2

X —> +0© x— 4o\ (x = 5)(x—15)

Per tant, cap esportista no seria capa¢ de realitzar la prova en menys d’1 minut
ni en menys de 2 minuts.

47. Sha comprovat que les pérdues o guanys d’'una empresa s’ajusten a la fun-

2x — 4

cio y = > essent x els anys de vida de 'empresa (x = 0) i y les per-

dues o guanys en centenars de milers de €.
a) Representa la funcio.
b) En quin any deixa de tenir pérdues?

c) Estan limitats els seus beneficis? Si ho estan, quin n’és el limit?

a)
% 1 O O IO N O B
1# /
B 23 45 6
2
2x—4 _ _ L I
b) T3 0 = 2x-4=0 = x=2(lafuncio és creixent).
X
Deixa de tenir perdues el 2." any (x = 2).
c) lim 2x—4

> =2 — 200000 €.

x— +o0 X+

El benefici esta limitat a 200 000 €.
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48. Un comerciant ven un producte determinat. Per cada unitat de producte co-
bra la quantitat de 5 €. No obstant aix0, si se li n’encarreguen més de 10 uni-
tats, disminueix el preu per unitat, i per cada x unitats cobra:

5x si 0<x <10

cCx)=1"__
{\/axz +500 si x > 10

a) Troba a de manera que el preu varii de forma continua en variar el
nombre d’unitats que es comprin.

b) A quant tendeix el preu d’una unitat quan es compren “moltissimes”
unitats?
C(x)
ot

& El preu d’'una unitat és

a) lim Clx)= Ilim (5x) =50

x— 10" x— 10~

lim C(x) = [lim Vax*+ 500 = V100a + 500
x— 10" x—10*
C(10) =50

Perque sigui continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 — 100a + 500 = 2500 — 100a = 2000 — a =20

by sim SO g, Yaxrr500 o V20624500 L se 4o e
x—+0 X x — +o0 X X — +% X
QUESTIONS TEORIQUES
.. .. x2-4
49. Sigui la funcio f(x) = >

El segon membre de la igualtat manca de sentit quan x = 2. Com elegim el
valor de f(2) perque la funcié f sigui continua en aquest punt?

_ p 2 _ 4 o (x=2D(x+2) p
lim Qo = lim = = lim ~=——"2_ 22 = [im (x+2)=4
x—>2f x—=>2 X—2 x—2 (x—2) x—2

Perque [ sigui continua a x =2, hem d’elegir f(2) = 4.

50. Expressa simbolicament cada una d’aquestes frases i fes-ne una representa-
cio grafica de cada cas:

a) Podem aconseguir que f(x) sigui major que qualsevol nombre K, per
gran que sigui, donant a x valors tan grans com calgui.

b) Si pretenem que els valors de g(x) estiguin tan proxims a 1 com vul-
guem, haurem de donar a x valors suficientment grans.

c) Podem aconseguir que h(x) sigui major que un nombre K, per gran
que sigui, donant a x valors suficientment proxims a 2.
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52.

a) Ilim f(x) =+

X —> +00

AN
b) lim g0 =1 11 SO
X —> +00
‘ N
o) lim h(x) =+ .
2

x—2 |

D’una funcié g se sap que és continua en l'interval tancat [0, 1] i que per a
0<x =<1 és:

2
g(x)=u
Quant val g (0)?
2
lim g(x) = lim KX gy XX*D oy (x+1)=1.
x— 0" x— 0" X x— 0" X x— 0"

Aixi doncs, g(0) = 1.

Escriu una definicié per a cada una d’aquestes expressions i fes una repre-
sentacio de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=-x
©) lim f(x)=+x d) lim f(x)=-x
x =2 x — 2"

a) Podem aconseguir que f(x) estigui tan proxim a 3 com vulguem només donant
a x valors prou «grans i negatius».

b) Podem aconseguir que f(x) sigui tan «negatiu» com vulguem només prenent x
tan gran com calgui.

¢) Podem aconseguir que f(x) prengui valors tan grans com vulguem només do-
nant x valors tan proxims a 2 (perd menors que 2) com calgui.

d) Podem aconseguir que f(x) prengui valors tan «grans i negatius» com vulguem
només donant a x valors tan proxims a 2 (perd majors que 2) com calgui.
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53. Siuna funcié no esta definida en x =3, pot passar que lim f(x)=5?
x—3

Pot ser continua la funcio en x = 3?

Si, pot ser que  /im f(x) =5, per exemple:
x—>3

és tal que lim x=3x+2)

5; i f(x) no esta definida
. 3 S0

_ (x=3)x+2)
Sl = TS

en x=3.

No obstant aixo, f{x) no pot ser continua en x =3 (ja que no existeix f(3)).

54. D’una funcid continua, f, sabem que f(x)<0 si x <2 i f(x)>0 si x> 2.
Podem assegurar que no té limit en x = 2? Posa’n exemples.

No ho podem assegurar.

Cas 1

S <0  six<2

f(x%) = x-2 compleix que {f(x) >0 sixa>?2

Sicalculem lIim f(x)= lim (x-2)=0
X2 x—2*

En aquest cas existeix el limit.
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CAs 2

— |

S <0 six<2

[l = 1 5 compleix que {

x— >0 six>2
Sicalculem lim f(x) = lim _1 _1
x—2 x—=2 x—2 0
lim  f(x) = —o
x— 27
A lim f(x)
lim [f(x) = +o x—>2
x— 27

No existeix el limit.

Pagina 155

55. Dibuixa, en cada cas, la grafica d’'una funcié f(x) que compleix:

a) lim f(x)=-3 i lirrt2+f(x)=3

x =27

b) lim f(x)=-2 i f(2)=1

x —>2

Pot ser f una funcié continua en algun dels dos casos?

a) Per exemple:

f(x)={ 3 six>2

-3 six<2

Unitat 6. Limits i continuitat
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57.

b) \ | Per exemple:

[S¥]

~_

Mai poden ser continues, ja que incompleixen:

a) limits laterals iguals

lim f(x) = lim [(x)

xX—=a x—=a*

b) imatge = limit

Sl = Iim f(x

X —=a

Sigui P un polinomi: P(x) =ax? +bx +c

Prova que P(x) —P(0) té limit en 0 i calcula’n el valor.
x

2 —
iim PO =PO) _ o ax” bx+c—c _ lim
x—0 X x—0 X x—=0 X

= [lim (ax+ b)=b

x—0

Calcula sobre la grafica d’aquesta funcio:

a) lim f(x)

X —> %00

b) lim f(x)

x —>-1
c) lim f(x)
x — 2"

d) lim2+ S(x)

Unitat 6. Limits i continuitat

an + bx _

_ | xt—dx+2
\ f F {1

lim

x—0

six=2
six=2

x(ax + b) _

X



a lim f(0)=3

X —> *00

b) lim [f(x) = -

x— -1

o lim f(x) =+
x— 2"

A lim f(x) = -

x— 2"

58. Troba, observant la grafica d’aquesta funcio, els limits segiients:

Y

~
N
~
N
N
N
N
N

4%
R
.
N
[ et S N N S S
N
R
N
>

a) lim f(x)

X — +©

b) lim f(x)

X —> =%
c) lim f(x)
x — 27

d lim f(x)

x — 2"

e) lim f(x)

x — =2

) lim +f’(x)

x —> -2

A lim f(x) =+

X — +0

b) lim f(x) =-—x

X —> —0

o lim f(x)=-

x— 2"

d lim f(x) =+

x— 2"

e) Ilim f(x)=-
x— -2

) lim  f(x) =+
x— =2"
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59. Calcula a pertal que lim —~—% = 1
x—>ax2—aq? 6
im X=a -1
X—d x2—a2 6
lim M=gindet.
x—>a x%-a? 0
lim —X=2 - im 1 1 _1 a=3

x—=a (x+a)(x—-—a) x—a x+a 2a

60. Estudia la continuitat de les funcions segiients, definint-les préviament en

intervals:
a)y=1—|x| b)y=|x—3|—x c)y=|x_1|
Dy =x|x-3| e)y=|x2—1| Dy =|x-2|+|x|

a) Es continua en IR, ja que és la diferéncia de dues funcions continues.
1+x si x<0

=1-1x| = .

Y | %] 1-x si x=0

b) Es continua en IR, ja que és la diferéncia de dues funcions continues.

—2x+ 3 si x<3
yE|x=3-x=7 4 si x=3
©) Es continua en R — {1}.
1 six<1
1 —x+1
y: =
|x=1] 1 six>1
—-x+1
d)y=x|x—3|

El valor absolut no actua quan x -3 >0 — x >3, en canvi, el valor absolut
actua (canviant de signe) quan x -3 <0 — x <3.

Aixi, la funci6 ens queda:

x-(B-x six<3 3x—x% si x<3
YZlx-(x=3) si x=3 Y= 1x2-3x si x=3

Els trossos son polinomics (paraboles), per tant, mirarem només x = 3.

im y= ILim Bx-x»=0

x—=3 x—=3 Es continua.
lim y= Iim (x*-3x=0
x— 3" x— 3"
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62.

e) Es continua en R.

xr-1 si x<-—1
yE|x =1 =4 x2+1  si-lsxs1
xr-1 si x>1

f) Es continua en R, ja que és la diferéncia de dues funcions continues.

—2x + 2 si x<0
yE|x=-2) x| = 2 si 0=sx=2
2x — 2 six>2

Estudia la continuitat de la funcio segiient:
x six=-1
f(x)={|x—2| si -1<x

El valor absolut no actua quan x—2>0 — x<2;en canvi, el valor absolut
actua (canviant de signe) quan x—2<0 — x<2.

Aix0 ens permet transformar la funci6é en:

X si x=-1
floy=12-x si-1<x<2
xX—2 six>2

Els tres trossos son polinomics, la funci6 sera continua en ells. Avaluem:

x=-1 x=2

lim [0 L iim f0 im0 L im fo
x——1" x—-1* x— 2 x— 2"
1=2-(-D 2-2%2-2
-1=3 0=0
No és continua en x = -1 Es continua en x = 2

La funcioé f(x) no és continua ja que en x=-1 no &s continua.

. - ‘s x
Estudia la continuitat de la funcio: y = 2x + 1x] en x = 0.
x
Quin tipus de discontinuitat té?
En x =0, lafuncioé no esta definida; per tant, és discontinua. Com que:

[ 2x—=1 si x<0
= ) , aleshores:
2x+1 si x>0

lim Qx—-1)=-1; [lim Qx+1)=1
x—0" x—=0*

Aixi doncs, hi ha una discontinuitat de salt (finit) en x = 0.
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63. Domnada la funcio f(x) = %II’ justificaque lim f(x)=1i lim f(x)=-1.

X — 400 X ==

—X .
m si x=<0
x:
S0 N

X +

si x>0

lim f(x) = lim —X— =1

X — 40 x—+0 X+ 1

- - X

lim fo= Ilim =-1
xX——© x—-0o X+1

64. Calcula:

a) lim (Vx2+3x —x)

X — 40

b) lim Vx?+2 —Vx%2-4

x = -

. 1
c) hm 2:
x =+ VX% +4x —x

& Multiplica i divideix per Vx? + 3x + x

(Va2 + 35— ) (Va2 + 3x + x)

) Iim (Vx?+3x —x) = [lim
X — 4+ X —> 400 \/x2+3x+x
o x?+3x—x? 3 3x
= = [lim =
x—>+w\/x2+3x_x x—>+oo\/x2+3x+x
3x 3x 3 3
lim = lim —= [lim == ==
x—>+oo\/x2 x— +0 Xt X —> +00 2X 2

b lim (Vx?+2-Vx?—4)= lim (Vx?+2 -Vx*-4)=

X—> - X —> +00

lim (\/x2+2—\/x2—4)(\/x2+2+\/x2—4)= lim X2 +2-(x?-4) _
x> 400 VaZ +2+Vx2—4 x>0\ x2 4 2 +Vx2 — 4

IR S kil S 0 -0
xsro Va2 + 2+ Va2 -4  x—+o Va2 + 2+ Va2 -4

o lim — L (Vo + doc+ =
x—oro Va2 + 4x—x  x—+o (VaZ + 4o — x)(Va? + 4x + x)

Va2 + dx+ x _ lim Va2 + dx+ x _

= lim
X —> +oo xz +4.X'—x2 X —> +0 4.X
2
_ + _ X—X _ 2x _ 2 1
= lim m= im =—= = Ilim === =~
Xx— +®© 496‘ x—> +o© 4.96‘ x—>+oo4x 4 2
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Calcula els limits segiients:

a) lim 1-V3-x b) lim Vx+9-3
x —2 x—2 x—0 xz
a) lim 1-V3-x lim (1—\/3—x)(1+\/3_x)=
x—2 x—2 x—2 (X—Z)(l +\/3_x)
- 75 1-(3-x _ 7 1-3+x _
x=2 (x-201+V3-x) x=2(x-2)(1+V3-x)
p x—2 p 1 1
= [lim — = [im =
x=2 (-2 +V3-x) x=21+V3-x 1+1
by gim YX*9=3 _ Vot 9-3)(Vx+9+3) _
x=0 A x=0 K (Vx+9+3)

= [lim _X*¥9-9 _
x=0 x2(Vx+9 +3)

X

= Iim ———=__ =
x>0 2(Vx+9+3)
1 1

- m—— -
x—0 x(\/x+9+3) (O)

Trobem els limits laterals:

lim 7;=—00’ lim ; = 400
x>0 x(Va+9+3) x>0 x(Va+9 +3)
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