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Tangents a una corba

/'

B Troba, mirant la grafica i les rectes tragades, f'(3), f'(9) i f'(14).

13) = 0; f1(9) = % F(14) =1

B Digues uns altres tres punts en qué la derivada sigui positiva.

La derivada també és positivaen x=-4, x=-2, x=0...
B Digues un altre punt en que la derivada sigui zero.

La derivada també és zero en x = 11.

B Digues uns altres dos punts en queé la derivada sigui negativa.

La derivada també és negativaen x=4, x=15...

B Digues un interval [a, b] en el qual es compleixi que “si x €[a, b], llavors

fr (x) > 0”.
Per exemple, en l'interval [-5, 2] es compleix que, si x € [-5, 2], aleshores f(x) > 0.

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié
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Funcio derivada

B Continua escrivint les raons

per les quals g (x) és una fun-
cio el comportament de la
qual respon al de la derivada

de f(x).

e En linterval (a, b), f(x) és
decreixent. Per tant, la seva de-
rivada és negativa. Es el que li
passaa g(x) en (a, b).

e Laderivadade fa b és0: f(b)
=0. [ també és g(b) = 0.

e En general:

g = (0 =0 on flx) té

tangent horitzontal.

g = () >0 on f(x) és creixent.
g(x0) = f(x) <0 on f(x) és decreixent.

Les grafiques A, B i C son les
funcions derivades de les
grafiques 1, 2 i 3, pero en un
altre ordre. Respon raonada-
ment quina és la de cadas-
cuna.

DB
2)A
3)C
La derivada sanulla en els
punts de tangent horitzontal, és
positiva on la funci6 és crei-

xent, i €s negativa on la funci6
decreix.

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié
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EXERCICIS PROPOSATS

1. fx)= {9262__3‘;,’ i i ; Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = lim (2-3x)=-4
x—>2" x—2
lim f(x)= lim (x*-3)=1
x> 2 x— 2
La funcio no és continua en x =2, ja que: /lim_f(x) = lim f(x).
x—>2 x—>2

Per tant, tampoc no és derivable en x = 2.

2. f)= {;;_3:” z i ; Es derivable en x, = 2?

lim f(x) = lim (2-3x) =-4
x—2" x—>2"

lim  f(x) = ll’m+(x2 -8)=-4
x—>2 x—2

La funcio és continua, ja que: lim_f(x) = lim f(x) = f(2) = 4
x—=2 x—=2

3 six<?2

f’(x)={2x six>2
S =32 12" =4

Per tant, f(x) no és derivable en x = 2.
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3. Calcula la derivada de cada una de les funcions segiients:

_ 1-

a) f(x) = % b)f(x) = \/ 1 +';
. 1—x _1-1gx

S ) =In 1+x DS &) = 1+igx

1-i1gx VolE®
e)f(x) = 1+ig x f)f(x)=In Ve
g f(x)=vV3*+1 h) f(x) = log (sin x - cos x)?
i) f(x) =sin®>x +cos*x +x f(x) =sinVx +1-cos Vx — 1
K) f(x) = 752+ D Df(x) = sin(3x5—2Vx +V2x)
m)f(x)=Vsinx +x%+1 n)f(x)=cos2%/x +(3-x)2

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



(1 + x)? (1 + x)? (1 + x)?

a)f,(x)=—l-(l+x)—(l—x)'l=—1—x—1+x_ —2

b) Utilitzem el resultat obtingut a a):

1 =2 -1
S = —— =
2\/1 —x A+ VA -0+ 03
1+x
©) Utilitzem el resultat obtingut a a):
f/(x) - 1 . -2 — —2(1 + .x) — -2
1-x (A+x? A-x00+x% 1-x°
1+x

D’una altra manera: Si agafem logaritmes préviament:

S =1 -x -In(+x. Derivem:

X 1+x 1- a2 1- a2

f/(x)=1_1 1 =—1—.x—1+.x_ -2

d) f(x) = -+ l‘gz DA +tgx)—A-tgx) - (A + tgz X _

(1 + 1g x)?
_Q+g? 01 —gx—1+4gad _ —2(1 + 1g*> %)
(1 + 1g x)? (1 + 1g x)?
D’una altra manera: Si tenim en compte el resultat obtingut a a):
-2 -2 -2(1 + 1g* )
()= —=—  Dligad = ——=— (1 +1g2x) = ———2= =
4 (1 + g x)? s (1 + 1g x)? s (1 + 1g 22
e) Tenint en compte el que hem obtingut a d):
— 2 _ 2
0 = 1 =21 +1g Zx) _ (1 + tg* X)
2\/1—tgx (1+19x) VA - 1g 01 + 1g %3
1+1gx

També podriem haver arribat a aquest resultat utilitzant el que hem obtingut a b).
£) f(2) = In Vel8x = [y elig® /2 = 18X
2

oy - 1+ 1% x
JEEY) —
g)f(x) _ \/W _ 3(x+ 1/2

f’(x) =3(x+1)/2 . % In3= 17;3 .\/3x+1

h) f(x) = log (sin x - cos x)* = 2[log (sin x) + log (cos x)]

2 2

f1(x0) =2 cosx 1 =sinx 1 |_ 2  cos”x—sin
’ sinx In10 cosx In10 In 10 SIN X COSX

X
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2 2

X _ 4 cos 2x 4

_ 4 | cos*x—sin
n10  2sinx- cosx n10 sin2x 10 - 1g2x

D’una altra manera:

J(x0) = log (sin x - cos x)* = 2 log ( sin Zx)
1 cos 2x 4
7 =2. ) _
S n10  sin2x n10 - 1g 2x
2

2

D) f(x) =sin? x+ cos? x+x=1+x

S0 =1
D fi(0 = cosVx+1-cosVax—1 + sinVax+ 1 - (=sinVx—1) _
2Vx+ 1 2Vx-—1
_ cosVx+1-cosVx—1 _ sinVx+1-sinVx-1
2Vx+ 1 2Vx—1

k) f1(o0) = 752+ D 1y 7 - D(sin (o2 + 1)) = 7572+ D [ 7 2x - cos(a® + 1)

D /(20 = cos (3x5 — 2Vx +V2x ) - (15x4 - % + V2 )
X

3V a2
)00 =~ (o 2y - LI
2Vsinx+ x2+1 N sina s 2t 1

n) f'(x) = 2cos Va+ (G -n2 - [—Sin %/m] . 1%;( 2(3(_3 x) ')(2_)1) -
x+(3-x

_ 2cosVx+ (B3 -x02sinVx+ (3 -x% 2x=5) _
3V (x + (3 - x02)?

_ (5-2% sin(2Vx+ (3 - x?)
3V (x + (3 — x)2)2

4. Troba les derivades 1a, 2a i 3a de les funcions segiients:

a)y =x> b)y =x cos x Ay =sin’x +cos’x +x

a) y=x
y/= S.XA; y//= 20.%'3; y///= 6096‘2

b) y=x cosx

y'=cosx—xsinx

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



Y= —=Sinx— S$inx— X cos X = —28in X — X cos X

Y= -2c0s x — cos x + x Sin x =—-3cos x + x Sin x

Q) y=sin*x+cos? x+x=1+x

y/= 1, y//= 0; y///= 0

——
5. Calcula f'(1) essent: f(x) = \/.a: @ ot
2V3x2
S0 = —‘/;@ i X2 31/3_. w3 et 3F et a0 _ Vo . et x13/30
2V3x2 2. 31/) . XZ/S 2 —2
S0 = Vo-el 13 x-17/30 = 13V9 - ¢ 1
3 30 60 V7
15*. 4
Per tant: f'(1) = 13\/6%

6. Calcula f'(n/6) essent: f(x) = (cos? 3x —sin? 3x) - sin 6x

J(0 = (cos? 3x — sin® 3x) - sin 6x = cos 6x - sin 6x = sin 12x

S = % = 6cos 12x
Per tant: f’(%) =06 cos HTR =6-cos2m)=6-1=6

7. Calcula f'(0) essent: f(x)=In Vx*+x +1 — % -(2x +1)?
3

S =mVx?+x+1 L oxrr=Lt a1 e+ 12
V3 2 V3

f'(X)=l'&—;-2-(2x+l)~2= 2x + 1 _8.X'i4=
2 x+x+l V3 2x% + 2x+ 2 V3

_ 2V 3+ V3 - (1623 + 2452 + 24+ 8) _
V3 (2x2 + 2x+2)

_ —16x3 = 24x2 + (V3 - 24)x + V3-8
V3 (2x? +2x+2)

Per tant: f'(0) = V3 —8
2V3

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié
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2
8. Estudia la derivabilitat en x, =3 de la funci6: f(x) = x°—3x, x=3
sx - 9’ X > 3

e Continuitat en Xy = 3:
lim f(x) = lim (x*-3x) =0 | lim f(0) =f(3)=0
x—=3 x—3 x—3

lz’myf(x) = lz’m5 (Bx—9) =0 | Pertant, f{x) éscontinua en x, = 3.
X — X —

e Derivabilitat en x, = 3:

lim f'(x) = lim Qx-3)=3=/f(3)
x—=3 x=3 Les derivades laterals existeixen

lim +f/(x) = lz’m+(3) =3 =f/(3+) i coincideixen.

Per tant, f(x) és derivable en X, =3. Amés, f1(3) = 3.

2 <
9. Calcula m i n perqueé f(x) sigui derivable en R: f(x) = {x -mx +5, x=0

-2 +m, x>0

e Si x=0, lafuncio és continua i derivable, ja que esta formada per dos polinomis.

e Continuitat en x = 0:

lim f(x) = lim (x>=mx+5)=5
x—=0 x—0

P _ - 2 _
xlin%+f(x) xlz_)m()( X+ =n deser: n=5
SO =5
e Derivabilitat en x = 0:
lim fi(x) = lim Qx—-m) =-m= f'(0)
x—=0 x—=0

lz’rn()+f’(x) _ lme+ (<22 = 0 = (0% hadeser: —-m=0 — m=0
X = X =

Per tant, f(x) és derivable en IR pera m=0 i n=>5.

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié

Perque f(x) sigui continua en x=0, ha

Perque sigui derivable en x = 0,
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

Definicié de derivada

10. Troba la taxa de variacio mitjana (TVM) de les funcions segiients en els in-
tervals: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]
a)f(x)=x2+1 b)f(x)=7x -5 Afx)=3 df(x) =2
En quines és constant la TVM? Quin tipus de funcions son?

a) flo) =x%+1
En [-3, 1] — TVM = (‘1); ) 4

En [0, 2] — TVM = =2

(OIENIO)]
2
En[2,5] = TVM =LL(5); 2 _,

fA+h)—f _ h*+2h
h h

En([l,1+h] — TVM = =h+2

b) (o) = 7x =5 _
En[-3,-1] — TVM = (_D; =3 7

En [0, 2] — TVM = (2)£ © _,
En[2,5] — TVM = '(5); 2) _7
En(l,1+h] — TvM= L0 -fO _7h_
h h

o) flx)=3
En[-3,-1] = TVM = (_1); =3 -0
En[0,2] — TVM = (2)5 0 _ o
En[2,5] — TVM = (5); ) -0

En[l,1+h] - TVM = (1+h;— @ _

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



11.

12.

13.

d) fl) = 2
En [-3, -1] — TVM = ;L(‘D; =3 - %

En [0, 21 — TVM = '(2); () =%

En (2, 5] — TvM =L =@ _ 29
3 3

Enll,1+h — Tvm=L0rD=/D _2-®’-1
’ h h

La funcid b) flx) = 7x— 5 és una funci6 afi i la TVM és constant.

La funcio ¢) flx) = 3 és una funci6 constant i la TVM és 0 (constant).

Troba la TMV de la funcié f(x) = —-x2 + 5x —3 en l'interval [2, 2 + h] i, amb
el resultat obtingut, calcula f7(2).
Sl =% +5x-3en(2,2+h]

[+ -f@ _-h2+h _
h h

(2= lim (-h+1)=1
h—=0

Utilitzant la definicio de derivada, calcula f'(3) en les funcions segiients:

a)f(x) = 3"2' 2

Af)=(x-52  df@x)=21X

X

b)f(x)=x%*-4

a) ['(3) = lim B +h)-f3 = lim (3h/7) _3
h—0 h h—0 h 7

b) f1(3) = lim f@+h)—f3) _ lim h2+6h=6
: h—0 h h—o h

O f3) = tim LW =B _ 4, W2=dh
: h—0 h h—-0 h

d f13) = hl[m fG+h)—f3) _ lim —2h
-0

- =2
h h—09h+3h* 9

Calcula la funci6 derivada de les funcions segiients, utilitzant la definicio:

af@=321 pr@=sio1 @=L Ofe)=a-x

D [0 = lim LETW =[Oy, SH2_ 5
h—0 h h—=0 9 2

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



14.

15.

16.

17.

b) 1o = lim (x+ ) = f0 _ ypp 3h2=6xh _
h =0

h h—-o0 h
() = lim LX) =FCO g _
S = lim h ho0(x—2) (x+h-2) h
= lim -1 -

h—=0(x—-2) - (x+h-=2) (x—2)2

2
D o = fim LD =/ _ g h*+2xh-h _,
) [0 hz—7>n0 0 hz_r)no—h x

Calcula, aplicant la definici6é de derivada, f'(2), f'(-1) i f'(x), si f(x) = 'le

S0 = blim LD _ gy L 1
-0

h h—0x2+xh  x?
per tant,

L =4ipD =1,

Comprova, utilitzant la definici6 de derivada, que la funci6 f(x) = Vx no té
derivadaen x = 0.

S0 = bl;‘m O+hH =[O0 _ lim ﬁ = lim b 00; NO existeix.
-0

h h—=0h  h—0yx

Troba la taxa de variacié mitjana de la funcié f(x) = e* en linterval [2;
2,001] i comprova que el seu valor és molt proper a e?.

S@-= iim [Geg + D) = flxg) _ 1y LQ+0.00D=fQ) _ 539 2
b h=0 0,001

2x -3 six <2

x—1 six =2’ troba f'(1) i f'(3) utilitzant la definicio

Donada f(x) = {

de derivada.

}0(1)_ hm (1 +b]z_ (1) — h’ M% =2

POy= i E3EDID Ly 3rh122
h—0

h—0 b

Regles de derivacié

18.

Calcula la derivada de les funcions segiients:

x2-3 x+1 32 4
= b =_* 7 - = d 0,5— —
Dy x%+3 )y (2 -x)? Y x +Vx )y ( ’ 10)

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



19.

20.

21.

_2x(?+3) - —3)2x _ 2x3 + 6x—2x0 + 6x _  12x

Dy (22 + 3)? (2 + 3)2 (2 + 3)2
Q-+ (x+ D 2Q-x) _ _x+4
b) y (2 — 04 (2 — 23
6x~(x+\/;)—5x2-(1+ — ) _
o y'= 2Vx = 93f+6x2~£x
(x+ V) W (x+ V)
dy= = (0,5—i)3 -=2. (o,s-ﬁ)3
10 10 5 10

Troba la derivada d’aquestes funcions:

_ x3 _ x2+13 _ 1
Dy (x + 1)? by ( x ) Ay sin x
a)yl=3x2'(X+1)2—x3'2~(x+1)=x2~(x+3)

(x+ D4 (x+1)3

2 2 o — (x2 2 2 .2
b)y,=3,(x+1).2xx (x +1)=3,(x +1).x 1

X _xz x .XZ
) yl= ZCOSX
Y sin? x
d) y'= cos® x+sintx - 1

cos® x cos? x

Deriva les funcions segiients:

a)y =e¥(x -1) b)y=M Ay = V2~
ex

D=4 (x—D+ e 1= et (da-3)

dy = sin x

COSs X

dDy=m2x-1)

Py ==2-A-0-e"-A-20% "2 A-0-U0-x*_ «’+4x-3
e2x eX eX
oy 2¥ -2 _2°"'- 2
2V 27 Vo
dy'=
Y 2x-1

Deriva aquestes funcions:

Ay =In(x2-1) b)y=InV1i-x Ay = l';;c
2x
a) pl= =4
7 x* -1

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié

d)y =sin? x?



22,

23.

b) y=InVl—x =ln(1—x)1/2=%ln(1—x)

s T |
1-% 2-2x
) yi= 1x-eX—nx-e¥_ Vx—Inx _1-x-Inx

y’=l
2

o2 e~ x-er
d) y'=2x- 2" sinx* cos x*=4x- sin x> - cos x*
Calcula la derivada d’aquestes funcions:
112
a)y =sin x cos’x b)y=_SX
1+cos?x
Ay =e***1 dy =cos3(2x +1)

2

a) y'= cosd x—2 - sin® x- cos x

b) y'= 2sinx- cosx- (1 + cos® X) +sin® x-2cosx - sinx — Asin x - cos x
(1 + cos? x)? (1 + cos? x)?

Q) y'=2x-e¥*!

d)y'=-2-3-cos?’Qx+ 1) sinQQx+ 1) = =6 - cos’QRx + 1) sin(Rx + 1)

Deriva les funcions segiients:
1 " A+ 2% Y
a)y=log2; b)y = Vsin x?2 c)y=\/1_2x Dy =Vx +Vx

a) y=log, 1-log, x

- 11
Y x In2
2x - cos x?
b)y'=—F——-
3V sin x>
2-(1-2x0+0+2% -2 4
) (1 -2x7° (1 -2x)? 2
o) y'= = = =
1+ 2x 1+ 2x \/1+2x
2. . 1 =22 - = =%
\/1—2x 2\/1_2x (-2 1-2x
B 2
V(1 - 2x)3(1 + 2x)
1+ _ _
)y 2Vx _ 2Vx+1 2Vx+1

2 - Vx+ vV - 4\/;~\/x+\/§= 4 Vxr+ xvVx

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



24. Troba la derivada de:

a)y = VxVx by = ln\/xoi 1 Ay = In(sinVe*) dy =

@ b) Aplica les propietats dels logaritmes abans de derivar.
3
4V

b) y= % (mx—In(x+1)

) y=Vxd - y'=

/=l.(l_ 1 )= 1

Vo X T x+1) 2a%+ox

o yim e¥2 . cos Ve*
2 sinVe®
x+1-x+1

) y= (x—-12 1
2‘\/x—1 Vix-1 - (x+ 1>

x+ 1
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Continuitat i derivabilitat

x -1
x+1

25. Estudia la continuitat i derivabilitat de les funcions segiients en els punts

que s’indiquen, i representa-les.

a)f(x)={3x_1 six<l . ooq

x2+x six=1

b) f(x) = {_xz SIx<0 hx=0

x%2 six=0

c)f(x)={2x_1 six<3 enx =3

x%2-4 six=3

d)f(x)={3x_2 s =2 enx =2
3x +1 six>2

a) Continuitaten x = 1:

lim f(x) = lim 3x—1) =2
x—1 x—1

xliml+f(x) = xli_’)’ll (a? + %) = 2 J(x) és continua en x=1.

SO =2

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



Derivabilitat en x = 1:

lim fi(x)= lim 3=3=f(1)
x—1" x—1 Les derivades laterals existeixen
i coincideixen.

xlimff’(x) = xlz’_)ml Qx+1=3=,0a%
Per tant, f(x) és derivable en x=1. A més, f'(1) = 3.
Aixi flx) és continua i derivable en tot IR.
J(0)=3
S 3)=2-3+1=7
a) La funcio és continua, perque xliml_f(x) = xlirrll+f(x) =f(=2

S0 = dim A =122 gy 3h g
h—0 h h—=0 h

S = fim A+ 1+b+2 — ppy (p+3)=3
h—0 h h—0

Per tant, és derivable en x =1

—
I
n
=

b) La funci6 és continua, perque fim f(x) = lim f(x) = f(0) =0
x—0" x— 0"

SO = lim =P = lim —bh=0
h—0 )  h—0

£ = lim 2 = 1im h=0

h—=0p b—0

Per tant, és derivable en x = 0 II yE¥

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



©) La funci6 és continua, perque lim3 Sl = lz’m3 S =3 =5
X3 x— 3"

LGy = lim 23ED =15y, 2b
bh—0 h h—=0 b

F3 = lim BB =45 _ lim ph+6-=6
h—0 b h—0

d) La funci6é no és continua, perque  lim f(x) = lz’m2 f(x0) = f(2)
x—2" x—2*

Per tant, no és derivable.

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



26. Comprova que f(x) és continua perd no derivable en x = 2.
) = {ln(x—l) six<2

3x -6 six=2

e Continuitat en x = 2:
lim f(x)= lim n(x-1D=m1=0
x—>2" x—2
lim f(x)= lim 3x-6)=0 f és continua en x = 2.
x—2 x—2

S(2)=0

e Derivabilitat en x = 2:

lim fi0 = lim — 1= p@o
x—=>2 x—=2x-1 Les derivades laterals existeixen,
lim fi() = lim 3 =3= (2% perd no coincideixen.
x—=2" x—2

J(x) no és derivable en x = 2.

27. Considera la funci6 segiient:
0 six<o0

SJ@)=1x% si0=x<1
x six=1

a) Estudia’n la continuitat.

b) Estudia’n la derivabilitat.

Continuitat:

eSi x=0 ix=1 — Escontinua,ja que esta formada per funcions continues.

e En x =0:

lim 0 =0

lim_ f(x)
x—=0 x—0

, , lim_f(x) = f(0). Aixi doncs, la funcio6 és continua
xlir%f(x) = Xlz_r)noxz =0 x—=0 en x=0
f0)=0

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



28.

29.

*En x =1:

lim f(x) = lim x2 =1
x—=1 x—1

lim+f(x) = [lim x =1
x—1 x—1

S =1

en x=1.

La funcio és continua en R.

Derivabilitat:

eSix=01ix=1 — Lafuncioésderivable. La seva derivada és, en aquests punts:

0 si x<O0
fo=12x si 0<x<1
1 si x>1

e En x =0:

f10D) =0 =/(0%. Pertant, f(x) ésderivableen x=0; i f(0)=0.

*En x =1:
S =2=f(1") =1. Pertant, f(x) no és derivable en x=1.
La funcio és derivable en IR —{1}. La seva derivada és:

0 si x<O0
So=12x si 0=sx<1
1 si x>1

Prova que la funcio f(x) = |x + 1| no és derivable en x =—1.

S'(-17) =-11 (-1 =1, per tant, no és derivable en x = —1.

Estudia la continuitat i derivabilitat de la funcio:
x2+2x—-1 siax=1

Sx) = .
x+1 six=1

En x = 1: La funci6 és continua, perque esta formada per dues funcions continues.

Enx=1:

La funci6 és continua, perqué xlimr Sl = xlimf Sl =f(1)=2
Derivabilitat:

Si x = 1: La funci6 és derivable:

2x+ 2 si x<1
1 si x>1

S0 = {

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié

lfm1 S0 = f(1). Aixi doncs, la funci6 és continua
X —



Six=1:
S A =4

per tant, no és derivable en x = 1.

Sran=1

estudia’n la continuitat i la deri-

30. Donada la funcio f(x) = {e_x si x=0
1-x si x>0

vabilitat.

Continuitat:

*En x =0 — Lafuncio és continua, ja que esta formada per dues funcions con-
tinues.

e En x =0:
lim flo) = Iim e* =1
x—=>0 x—0

h’mof(x) = f(0). Per tant, la funci6 és conti-
X —

xlifii()+f(9€) = xlf_f)ﬂo 1-w=1 nua en x=0.

Fo=1
La funcio és continua en tot R.
Derivabilitat:

eSi x =0 — Lafuncio és derivable. A més:

F1(0) = {—e‘x si x<0

-1 si x>0

e En x =0:
S0 =-1= /(0%

Aixi doncs, f(x) és derivable en x=0 i f'(0) =-1. La funci6 és derivable en
tot IR. La seva derivada seria:

F1(x) = - si x<0
’ -1 si x=0
31. En quins punts no son derivables les funcions segiients:
a) f(x) = |x* -4 b) f(x) = |2x - 3|
A Enx=2ix=-2.
b) Primerament cal mirar si és continua.

flx) = |2x = 3| €s continua ja que és una funci6 polinomica (el valor absolut no-
més en pot canviar el signe).
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Per veure si és o no derivable caldra convertir el valor absolut:

El valor absolut no actua  si 2x—3>0 — x>

El valor absolut actua $i 2x—3>0 — «x<

(Sl S O (S

Aixi podem escriure la funcié com:
_|2x-3 si x=3/2
S {S—Zx si x<3/2

3\ i - I -
13)- o o= s, s o

La derivem:

o — | 2 si x>3/2
S0 {—2 si x<3/2

La funcio sera derivable excepte en x = é, on:
3 3°
2)==2=2=p(2
r3)-2e2rl3)
3

No és derivable en x= E

PER RESOLDRE

32,

33.

Donada f(x)=]3%—1 six=<2
4 {x2+1 six>2

a) Calcula f'(1) i f'(3).
b) Comprova que f'(27) = f'(2).

2x si o x>2

0 = {3 si x<2

a)Comquel<2 — f(1)=3
Comque3>2 — f(3)=2-3=6

b) f1(2) =3 =4 = /(29

Aqui sota tenim la grafica d’'una funcié y = f(x).

S'ED, @ ifG

En quins punts no és derivable?

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié
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S D =05 /(1) =0; f(3) =2

No és derivableen x=0 nien x= 2.

34. Quants punts que no tinguin derivada hi ha en la funcié y = |.1nc2 +6x + 82

36— 32 % =2
2t Gra8o0 > yo —0%V30-32  6xVi_—6x2_ _— %

2 2 2 T~ x=-4
X +6x+8 si x<—-4 2x+ 6 si x<-4
y={-x?-6x-8 si -4d=x=-2 y'=12x-6 si—4<x<-2
X2+ 6x+8 six>-2 2x+ 6 si x>-2

La funcio és continua, ja que és el valor absolut d’una funcid continua.
En x=-4 — p'(-4)=-2=yp/(-4") =2
En x=-2 — yp/(=27)=-2=y/(-2")=2

La funcié no és derivable en x=-4 nien x=-2; ésadir, en (-4, 0) i en (=2, 0).
So6n dos punts “angulosos”.

35. Calcula a i b perque la funcio segiient sigui derivable en tot R:

2 .
ax“+3x six<2
Sf@)=]ax 3 st
xX%—bx—4 six>2
Perque sigui derivable, en primer lloc, ha de ser continua.
eSi x =2 — Lafuncio6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

e En x = 2:

lim f(x) = lim (ax*+3x)=4a+6
x—=2 x—2

lim  f(x) = lim (x? - bx—4)=-2b
x—2 x—2

f(2) =4a+6

Perqué sigui continua, ha de ser 4a + 6 = —2b, és a dir, 2a + 3 = b, o bé
b=-2a-3.

Derivabilitat:

eSi x =2 — lafuncio és derivable. A més:

, _ |2ax+3 si x<2
S {Zx—b siox>2

e En x =2:

f’(Z:) =da+3 } Perque sigui derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, és a dir,
S@=4=b | p=_4a+1.
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Tenint en compte les dues condicions obtingudes:

=2a-3 | 2a-3=-4a+1 — 2a=4 — a=2
=—4a+1 =7

Per tant, perqué f(x) sigui derivable entot IR, hadeser a=2 i b=-7.

36. Observa les grafiques de les funcions segiients i indica en quins punts no
son derivables.

a) b) <)
\

\
\ L

‘\\

Ui

\
)
X

Alguna d’aquestes és derivable en tot R?

a) No és derivable en x=-1 (té un punt “angul6s”) ni en x =2 (no esta definida
la funcio).

b) Es derivable en tot IR.

¢) No és derivable en x=0 (té un punt “angul6s”).

37. Lafuncio f(x) esta definida per:

x3—-x six=0
x)=
S @) {ax+b six>0

Calcula a i b perqueé f sigui continua i derivable.
Continuitat:

*En x =0 — La funci6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

e En x =0:

lim f(x) = lim (x®=x)=0
x—=>0 x—0

lim _f(x) = lim (ax+ b) = b ; Perque sigui continua ha de ser b=0
x—=0" x—0

SO =0
Derivabilitat:

eSi x =0 — La funci6 és derivable. A més:

0 = {3x2—1 si x<0
a

si x>0
*En x =0:

;283 =-1 } Perque sigui derivable, ha de ser a = —1.
o ' =a

Aixi doncs, f(x) sera continua i derivablesi a=-1 i b=0.
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38.

La funcio f(x) esta definida de la manera segiient:

e”~, x=<0
S&x)=11, 0<x<3
—x2+3x +2, x =3

Estudia’n la continuitat i derivabilitat.
Si x=01ix =3, lafuncié és continua i derivable.
Continuitaten x = 0:

lim f(x) = lim =1

x—>0 x—0

lim f(x) = lim 1 =1¢ f(x) éscontinua en x = 0.
x—0 x—0 :

SO =1
Continuitat en x = 3:
lim flx)= lim 1=1
x—3 x—3
i i Els limits per la dreta i per I'esquerra no
lemyf (x) = xh_t”% (=% +3x+2) =2 | coincideixen. La funcié no és continua en

x=3.
J(3) =2
Derivabilitat en x = 0:

lim fi(x) = lim e*=1= f(0)
x=0 x =07 Les derivades laterals existeixen, perd no
lim f(x) = lim 0 =0 = f(0") coincideixen.

x— 0

x—0

Sf(x) no és derivable en x = 0.

Derivabilitat en x = 3:

Com que f(x) no és continua en x =3, f(x) no és derivable en x = 3.
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39.

Esbrina per quins valors de x és f'(x) = 0 en cadascuna de les funcions se-
glients:
3 _
a) f(x) = w b)f(x) = x4 + 242
Of@) =1 Df@) =e* (x -1
x“+1

_ 3xt—8x3

Dy 12
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1243 — 242
12

= x5 — 27

f/(x) =
I = — 2 — = < v y=0
F120 =0 xe(x—=2)=0<_ x=2 — y=-(4/3)

f‘/<0 I f/<0 I fr>o

~_ 1 ~_ 3 _—

Hi ha un minim en (2, %)

b) f1(x) = 4x3 — 6x?
/ i . , ~ _ — x=0 — Y= 0
f1x0) =0 x*(4x—6) = 0 <_ x=3/2 — y=-(27/16)
f1<0 f'<0 J'>0

\0\ /

Hi ha un minim en (é, ﬁ)
27 16

II[SYE =

O S = 2

(x? + 1?

f(x)=0 — 2x=0 — x=0 — y=1

20 <0

/ ’ \

Hi ha un maxim en (0, 1).

D) =e(x-—1) +e¥=e(x-1+1) = xe¥
fo=0 — xe*=0 — x=0 (aque e*=0 peratot x)
y=-1

fr/< 0 I /‘/f> 0

~_ 0 _—

Hi ha un minim en (0, —1).
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40. Troba els punts en qué el pendent de la recta tangent és igual a 0 en cada
una de les funcions segiients:

A fG) = X2 ;

Of(x) = —‘3" &) f(x) = ”‘Zx—”

D fon =
iy = 2x (=D —(x*+ D) 2x
S (X2 - 1)?

=0 = 2x3-2x-2x3-2x=0 — x=0

Jf(0) = — = —1; Per tant, en (0, —1) el pendent de la tangent val 0.

b) flx) =

xc—1

2. (2 3.

fip =X T Do 2 3pd 352 oxi= g
(x% — 1)?

- xXx2-3)=0 - x=0,x=V3ix=-V3

— 33 V3
f(0)=%=0;f(\/5)=—f( V3) = == 5 S

3. -3V3

Per tant, en (0, 0), (\/7 3\/3) (

) el pendent de la tangent val 0.

) f(x) = 2x2_ ;)x

fip = 8= Q-0 - =30 (D _,
(2 — x)?

— 8x—4x2—6+3x+2x?-3x=0 = x?-4x+3=0 = x=1;x=3
1) = =L - 1. -9 __
S 1 1; f3) 5 9

Per tant, en (1, =1 i (3, -9) el pendent de la tangent val 0.

D) flao = X1

X

10 = 2x - x—(x*+ 1) _

0 = 2x2-x*-1=0 - x=1;x=-1
xz
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1) = ‘1—2 =2, f-1) = i—f -2

Per tant, en (1, 2) i (-1, —=2) el pendent de la tangent val 0.

41. Esbrina si en les funcions segiients existeixen punts en els quals f'(x) = 0.

_2x-3 _ bx
a) f(x) = 1 b) f(x) = 241
O f(x)=In(x +1) d)f(x)=10—-(x — 2)4
a) No n’existeix cap ja que [f'(x) = Trorrl imai f'(x)=0
i 0 —6x%

b=

6-6x%*=0

x=1lix=-1
¢) No n’existeix cap ja que f(x) = . 1 1 imai f(x)=0

d) f(x) = —4x3 + 24x2 - 48 + 32 =0

x=2

42. Les funcions segiients tenen alguns punts en qué la derivada no existeix.
Troba’ls en cada cas.

a)f(x) =Vx b)f(x) = Vx +2 Af(x)=VxZ-1
DFEI=|x-3] )= ‘4"2‘5‘ 0/ = |x2 - 2x]
a)x=0

b) x < -2

o) -l=sx=<+1

d)x=3

-5
e)x y
Dx=0ix=2
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43. Aquesta és la grafica d’una funcié y =f(x).

Ifz 2 | 4

Estudia’n la continuitat i derivabilitat.

Es una funcié continua en els intervals (=, 3), (3, +) i discontinua en x = 3. Es
derivable en els intervals (=, 0), (0, 3) i (3, +), i no derivable en x = 0 i x = 3.

2 .
44. Considera la funci6: f(x) = { Yoo vkm  stxs1
X +nx six>1

Calcula els valors de m i n perqué f sigui derivable en tot R.

Perque sigui derivable, en primer lloc ha de ser continua.
e Si x =1, lafunci6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.
e En x =1:

lim f(x) = lim (x> =5x+m) =—4+m
x—1" x—1

lim f(x) = lim (—x*+ nx) = -1+ n
x—1 x—1
SO =—4+m
Perqueé sigui continua en x =1, hade ser: —4 + m=—-1+n; ésadir: m=n+3.
Derivabilitat:
e Si x =1, lafunci6 és derivable. A més:

f’(x)={ 2x=5 si x<1

2x+n si x>1
e En x =1:

(1) =-3 Perque sigui derivable en x=1, hadeser -3=-2+n, ésa
fQAH =-2+n | dir, n=-1

Per tant, la funci6 sera derivable en tot IR si m =2 i n=-1. En aquest cas,
la derivada seria:

2x—5 si x<1
"(x) =
S0 {—Zx—l si x=1

Unitat 7. Derivades. Técniques de derivacié



45. Estudia la continuitat i derivabilitat de la funcio:

F@) = xZ2+2x -1 six=<1
x+1 six=1

Existeix algun punt en el qual f'(x) = 0?
Representa-la graficament.

Continuitat:

e En x = 1: La funci6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.
*En x =1:

lim f(o = lim (x*+2x-1) =2
x—=1 x—1

lim _fx) = lim (x+1) =2 xlz’_)ml S0 = f(1). Pertant, la funci6 és
x—1 x—1 continua en x= 1.

A1) =2
La funcio és continua en tot IR.
Derivabilitat:

e Si x = 1: La funcio és derivable. A més:

2x+ 2 si x<1
"(x) =
S {1 si x>1

*En x =1:
SAD =4= 09 =1
La funci6 no és derivable en x = 1.
Per tant, la funcio és derivable en IR —{1}.
Punts en els quals f'(x) = 0:
SO =2x+2 si x<1
26+2=0 — x=-1
f=1si x>1 — f()=0 si x>1

Per tant, la derivada s’anul-la a x=-1.

Grafica de f(x):

Vi
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46. Troba a i b perque la funcié f(x) sigui continua:
2x +ta six<-1
SJ&)=lax+b si-1=sx<0
3x2+2 si 0=sx

Estudia la derivabilitat de f per als valors de a i b obtinguts.

eSi x =—1 i x = 0: La funciod és continua, ja que esta formada per polinomis.
*En x =-1:

lim flx)= lim Qx+a)=-2+a

x—-1" x—-1
lim f(x) = lim (ax+ b =—-a+b Perque sigui continua, ha de ser
x—-1"" x—-1 2+a=-a+b ésadir: b=2a-2.
D =-a+b

*En x =0:
lim f(x)= lim (ax+ b) =b
x—>0 x—0
lz’mo+ S0 = lz’mO (3x% +2) = 2 ¢ Perqueé sigui continua, ha de ser b= 2.
X — X —
fo) =2
Aixi doncs, f(x) sera continuasi a=2 i b=2.

Per a aquests valors, queda:

2x+2  si x<-1
fo=12x+2 si -1=x<0; ésadin
3x2+2 si 0=sx

_|2x+2  si x<O0
f<x>_{5x2+2 si x=20

Derivabilitat:

e Si x = 0: Esderivable. A més:

2 si x<0
6x si x>0

FCo = {

*En x =0:
S0 =2=f1(0)=0
La funcid no és derivable en x = 0.

Per tant, és derivable en IR —{0}.
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47.

48.

49.

Calcula f'(0) si

eX +e™
S =Y ST
@ Aplica les propietats dels logaritmes abans de derivar.

Qx —-De*+ (2x - 3)e™
Qx+De¥+ Q2x + De™

S0 =-1

FACOE

Troba el pendent de la recta tangent a les corbes segiients en els punts in-
dicats.

. T
a)y =sinx cos x en x=Z
b)y=xInx en x=e
x2 .
Ay ="— en x=0ienx=1
ex
d) ex*-1 en x-=1

a) [1(x) = —sin® x + cos® x

L.
7(%)-o
b) fl(x) = Inx + 1
fe=2

Lo 2x  Inx — X
)10 = In*x
S@=0if =21

d) f1(x) = 2x - e~ 1
S =2

Aquestes grafiques representen les funcions derivades de les funcions f,g,b 1 j:

/! 5 ! \ J

il

5 5
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a) Quines d’aquestes funcions tenen punts en queé f'(x) = 0?

b) Quina d’aquestes grafiques és la funcio derivada d’una funcié polindmica
de primer grau?

¢) Quina d’aquestes correspon a una funcioé polindomica de segon grau?

a) Els punts de tangent horitzontal son els punts en els quals s’anul-la la derivada.
/ té un punt de tangent horitzontal en x = -2, ja que [f'(=2) =0.

J té dos punts de tangent horitzontal en x =1 ien x = 3, ja que
J'(D =j'(3)=0.

g i b notenen cap punt de tangent horitzontal.

b) La derivada d’'una funcio polinomica de primer grau €s una funcioé constant. Per
tant, és g’

¢) La derivada d’'una funcio polinomica de segon grau és una funcio polinomica de
primer grau. Per tant, és f".
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QUESTIONS TEORIQUES

50. Una funcio polinomica de tercer grau, quants punts de derivada nul-la pot
tenir?

En pot tenir un o cap?

La derivada d’una funci6 polinomica de tercer grau és una funcié polinomica de se-
gon grau.

Aixi doncs, pot haver-hi dos punts, un punt o cap punt amb derivada nul‘la.

Per exemple:

— 43 _ s i - 2 _ - _— X
S = x° - 3x S(x) = 3x%=3=0<___ e 1 } Dos punts
flo=x3 = f(0=3x>=0 — x=0 — Unpunt

Sl =x3+3x — f(0)=3x*>+3=0 peratot x — Cap punt
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51. Justifica que una funcié polinomica de segon grau té sempre un punt de tan-
gent horitzontal.

La seva derivada €s una funcié polinomica de primer grau, que s’anul-la sempre en
un punt.

52. Siuna funcié té un punt angulds en x = a, qué podem dir de [’ (a)?

Que f'(a) no existeix, perque f(x) no és derivable en x = a.

53. Sigui f una funcio de la qual sabem que:
f@) = tim fCDfD __,

b—0 h
29 = tim S -f2) _
@ hh—lnw h !

Es f derivable en x = 2?

No, cal que f'(27) = f'(2").

54. Lafuncioé f(x)=Vx —3 éscontinuaen x =3 i f'(3) = +x.
Com és la recta tangent a f en x = 3?

La tangent és vertical.

2
55. Donada la funcié f(x) = x?’ troba f'(x) i f''(x) aplicant dues vegades la de-
finicio de derivada.

@ Tingues en compte que

1 = 7 f,(x + h) _f,(x)
S0 = fim

(x+ b2 _ x*

F0 = lim — 22— gy 22Xt b,
h—0 2 h—0 2
£ = lim XED=X gy 12
h—0 h h—0

PER APROFUNDIR

2 .
56. Sigui la funcio: = _|=" six=<0
igui la funcio: f(x) = x |x| {xz q o
a) Troba f’(x).
b) Troba f''(x).

c) Representa f' i f".
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D) () = {—Zx si x<0

2x si x=0

En x=0 existeix la derivada, ja que f(x) és continua, i, a més, f'(00) = f/(0").

b) /() = {‘2 st x<0

2 si x>0
En x=0 no existeix la segona derivada, ja que f"(07) = f"(0").

<)

S0 S0

12 12

57. Prova que la funcio f(x) =x + |x —3| no és derivable en x = 3.

f(x)={x—x+5 six<3}={ 3 six<3

X+x—3 si x=3 2x—3 six=3

2 81 x>3

F1(20) = {O si x<3

f1(3) = 0= f(3%) = 2. Per tant, la funcié no és derivable en x = 3.

58. Calcula la derivada d’ordre n de la funcio f(x) = e .
f’(x) - 292x
f”(x) — 492x — 2282x
f///(x) — 8€2x — 2382)6

f”(x) - Zne.ZX
Ho demostrem per induccio:
Pera n=1, n=2, n=3, velem que es compleix.

Suposem que és cert pera n—1; ésa dir, que /7~ 1(x) = 2"~ 1e?¥, aleshores, de-
rivant, tenim que: f"(x) = 2 - 2"~ 1?¥ = 27¢2X Per tant, I'expressio obtinguda és
certa per a tot 7.
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59.

60.

61.

Donada la funcié f(x) =e* +In(1-x), comprova que f'(0)=0 i f7(0)=0.
Sera també [ (0) = 0?

1

f/(X)=€'X—m - f/(0)=1—1=0
f”(x)=ex—(1 1 G /M0 =1-1=0
— X
S = et A 2 5 M@ =1-2=-1x0
— X

Quina d’aquestes grafiques representa la funcié f ila seva derivada f'? Jus-
tifica la teva resposta.

a) b) <)

a) La funcio és una recta que té pendent 3. Per tant, la seva derivada és y = 3. Ai-
xi doncs, aquesta grafica si representa una funcio i la seva derivada.

b)En x =0, la funcio té un maxim; la derivada s’anul-la. La recta hauria de passar
per (0, 0).

No representa, per tant, una funcio i la seva derivada.

¢ En x =1, la funci6 té un maxim; la derivada s’anul‘la, i hauria de passar per
(1, 0). Aquesta tampoc no representa una funcio i la seva derivada.

Per tant, només la primera és valida.

La funci6 f(x) =x3 +ax? +bx +c verificaque f(1) =1, /(D=0 i f"(A)=0.
Calcula a,bic.

S0 =x3+ax? + bx+ ¢
JI(x0) = 3x> + 2ax+ b

S(x) = 6x+2a

fL=1 — 1+a+b+c=1 a=-3

f(H=0 — 3+2a+b=0 b=3 J(x0) = x% = 3x% + 3x
S =0 — 6+2a=0 c=0
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62.

63.

64.

65.

Determina el valor de 2 que fa que la funcioé f(x) =
un punt en el qual es verifiqui f'(x) = 0.

eX » . .
ingui només
x2+k
(Xt + k) —2xe* _ (x2-2x+ ke~
"(x) = =
J (X% + k)2 (% + k)2

_2+V4—4k
2

S(0=0 — x*-2x+k=0 —

Perque hi hagi una sola soluci6, ha de ser 4 —4k=0; ésadir, k=1.

Calcula a, b i ¢ perqué es compleixi que la funcié f(x) = ax? + bx +c pas-
si pel punt (0, 3) i verifiqui (1) =-2 i f'(2)=0.

fOH=3 - c=3

fDH=-2 — J2a+b=-2 a=1

f2=0 — |4a+b=0 b=—-4
S0 =x?—4x+3
Troba els punts de la funcié y = en que el pendent de la recta tangent
és igual a 2.

,_2x-1D-2x"1 2x-2-2x _ -2

(x = 1? (x—1? (x—D?
y=-2
—2 x=0

— =2 1=(x-D?2
(x—1)? ~ =1 = {x=2
Troba a i b perqueé la funcié f(x) sigui continua:

2x +a si x<-1
S&)=lax+b si-1=x<0
3x2+2 si 0=x

Per als valors de a i b obtinguts, estudia la derivabilitat de f.

eSi x =—1 i & = 0: La funciod és continua, ja que esta formada per polinomis.
*En x =-1:

lim flx)= lim Qx+a)=-2+a

x—>-1" x—-1
lim f(x)= lim (ax+b) =—-a+b Perque sigui continua, ha de ser
x—>-1" x—-1 2+a=-a+b ésadir: b=2a-2.
S =-a+b
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e En x =0:

lim f(x) = lim (ax+ b) =b
x—=0 x—0

lz’mO+ S0 = lz’mo (3x? +2) = 2 ¢ Perqué sigui continua, ha de ser b = 2.
X — X —

SO =2
Aixi doncs, f(x) sera continuasi a=2 i b=2.

Per a aquests valors, queda:

2x+ 2  si o x<-1
=1 2x+2 si -1=x<0; ésadin
3x2+2 si 0=x

2x + 2 si x<0
xX) =
S {3x2+2 si x=0

Derivabilitat:

e Si x = 0: Esderivable. A més:

G0 = {2 si x<0

6x si x>0
*En x =0:
S0 =2=f(0)=0
La funci6 no és derivable en x = 0.
Per tant, és derivable en IR —{0}.

1
66. Hi ha algun punt en qué f(x) = T+ix| MO sigui derivable? Justifica la teva

|* |
resposta.
1 six=0
1+x
S = 1
six<0
1-x

Es comprova que és continua en tot IR, ja que els punts que anul-len el denomina-
dor s6n del domini de P'altre tros.

-1 .
——  six>0
1+ x)?
G0 = ( )
(11—)2 six<0
- X

Si x = 0 sera derivable.
Si x=0
1O =-1=1=/f(0)

J(x) no és derivable en x=0
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