IN/NEEM APLICACIONS
- DE LES DERIVADES
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Relacio del creixement amb el signe de la primera derivada

B Analitza la corba segiient:

[ decreix / creix [ decreix [ creix  f decreix

f/<0 f/>0 f/<0 f/>0 f/<0
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Relacio de la curvatura amb el signe de la segona derivada

B Descriu el tram CD iels trams DE, EF i FG segients:

‘
|
J convexa ! f concava

Lol

3 /' decreixent i f creixent
S
flco 0

CD — [ convexa — [’ decreixent — ["<0
DE — [ concava — [’ creixent — [">0
EF — [ convexa — [’ decreixent — ["<0(

FG — [ concava — [’ creixent — [f">0
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B Dibuixa la grafica d’una funcio, f, que compleixi les condicions segiients:
e La funcio esta definida en [0, 7].
e Només pren valors positius.
e Passa pels punts (0, 1), (3, 1) i (7, 1).
e En l'interval (1, 2), la funci6 és convexa.
e En l'interval (2, 4), f" > 0.
e En linterval (4, 6), f' és decreixent.

e En linterval (6, 7), f és concava.
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EXERCICIS PROPOSATS

1. Troba les rectes tangents a la corba:

5x3 + 7x2 - 16x
x -2

y =
en els punts d’abscisses 0, 1, 3.

Calculem la derivada de la funcio:

(157 + 14x = 16) (x— 2) — (5o + 722 — 16x)  _ 10x3 — 23x — 28x + 32

Y (3= 2)? (x— 2)?

Ordenades dels punts:
2(0) =0; »(=4; p3) =150

e Recta tangent en (0, 0): »'(0) =8
y=38x

e Recta tangent en (1, 4): (1) =-9
Y=4-9(x-1)=-9x+ 13

e Recta tangent en (3, 150): y'(3) =11
y=150 + 11(x—3) = 11x+ 117
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2. Troba les equacions de les rectes tangents a la corba:
y=x3—4x+3
que siguin paral-leles a la bisectriu dels quadrants segon i quart.

Y =3x2—4=—lipertant x=11ix=—1; aixi, les rectes son y = —x + 2 i y = —x + 5.
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3. Donada la funcié y =x3—-3x2—-9x + 5, esbrina:
a) On creix. b) On decreix.
Y'=3x"—6x-9=3(x*-2x-3) =3(x-3)(x+ 1)
a)x<-1 — yp'>0 — [ éscreixenten (-, —1)
x>3 — yp'>0 — [ éscreixenten (3, +)

b)-1<x<3 — y'<0 — [ ésdecreixenten (-1, 3)
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4. Comprova que la funcié y = x3/(x — 2)?> té només dos punts singulars, en
x=0ien x=06.

Descobreix de quin tipus és cada un d’aquests estudiant-ne el signe de la deri-
vada.

L 3xP(x=2P —2(x-2)x% _ XPx-2)(B3(x—-2)-2x) _

y

(x-2)* (x—2)*
_ XP0Bx-6-2x0 _ x*(x-06)
(x=2) (x=2)
x=0

y=0 = -6 =0<__ Ny

£1(=0,01) > 0

F(0,01)> 0 } En x=0 hiha un punt d’inflexio.

J1(5,99) <0
16,01) >0

} En x =6 hiha un minim relatiu.

5. a) Troba tots els punts singulars (abscissa i ordenada) de la funcié y = 3x4+

+ 4x3. Mitjangant una representacioé adequada, descobreix de quin tipus és
cada un d’aquests.

b) Idem pera y =x%+ 8x3 + 22x2 + 24x + 9.

a) p'=-12x3 + 12x% = 12x%*(—x + 1)
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x=0 — Punt(0,0)

P'=0 < x=1 — Punt(l, 1) } Dos punts singulars.

Els dos punts son en l'interval [-1; 1,5], on la

1
funcio és derivable.

Ameés, f(-1)=-7 i f(1,5=-1,7. ! \
e En (0, 0) hiha un punt d’inflexio.

e En (1, 1) hi ha un maxim relatiu.

b) y'=4x3 + 24x% + 44x + 24 = 4(x+ D(x+ 2)(x+3)

x=-1 — Punt(-1,0)

y'=0 \ x=-2 — Punt(-2, 1D Tres punts singulars.
x=-3 — Punt(=3,0)

Els tres punts son en el mateix interval [-4, 0], K
on la funci6 és derivable.
A més, f(=4) = f(0)=9.
e Hi ha un minim relatiu en (=3, 0), un mad-
xim relatiu en (=2, 1) iun minim relatiu
en (-1, 0).
1
—4 3 -2 -1
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6. Estudia la curvatura de la funci6: y = 3x4—8x3+5
S0 = 12x3 — 24x%;  f(x0) = 36x% — 48x
x=0 — Punt(0,5)
S =0 — 12xB3x-4) =0
\ X = % —  Punt (%, —%)

(.fw(x) = 72x—48; f"(0) = 0; [ (%) - O)

4 121

Els 5 (0,5 i |2, 2=
spunts(,S)l(s, >

) son punts d’inflexio.
e La funcio és concava en (-, 0) U (%, +°0), ja que f"(x) > 0.

e La funci6 és convexa en l'interval (O, %), ja que ["(x)<0.
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7. Estudia la curvatura de la funcio: y =x3 - 6x2 + 9x

S0 =3x% —12x+ 9;  f"(x) = 6x— 12
fx=0 — 6x-12=0 — x=2 — Punt(2,2)
(/70 = 6 f7(2) = 0)

El punt (2, 2) és un punt d’'inflexio.

e La funcio6 és convexa en (-, 2), ja que ["(x) <O0.

e La funci6 és concava en (2, +%), ja que ["(x) > 0.
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8. Troba el nombre positiu la suma del qual amb vint-i-cinc vegades el seu invers
sigui minima.
Anomenem Xx el nombre que busquem. Ha de ser x> 0. Hem de minimitzar la funcio:

)
S =x+ ~

0— x=5 — f(5=10

x2 T~ x=-5 (noval, ja que x>0)
(Com que lim f(x) =+, [lim [(x) =+, ila funcid és continua en (0, +%); hi
x—=0" X — +0

ha un minimen x=5.)

Aixi doncs, el nombre buscat és x = 5. El minim és 10.

9. De tots els triangles rectangles els catets dels quals sumen 10 cm, troba les di-
mensions d’aquell que tingui ’area maxima.

x+y=10 — ypy=10-x
: x-y _x (10— _ 10x-x?

Area = , 0<x<10
¥ 2 2 2
Hem de maximitzar la funcio:
2
ol : f(x)=1OxT—x7 0<x<10
f’(x)=—10_2x=5—x=0 - x=5 — y=10-5=5

2
S(O)=0; fQ10) =0; f(5) = %; i [ éscontinua. Pertant, a x =5 hi ha el maxim|.

Els catets mesuren 5 cm cada un. L'area mixima és de 12,5 cm?.
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10. Entre tots els rectangles de perimetre 12 m, quin és el que té la diagonal

menor?
d=V(6-x?+x*, 0<x<6
Hem de minimitzar la funcio:
d,’ _ .
0=% f0 =VG -+ %, 0<x<6
o 206-m+2x _ —12+4x _ —6+2x
‘ S0 = = =
x 2V(6 -2+ a2 2V(6-20%+x2 V(6 -2+ x2

S(»=0 — -6+2x=0 — x=3
(f(0)=6; f(6)=6; f(3)=V18 =3V2 = 424; i f(x) éscontinua. Pertant, a x =3
hi ha un minim).

El rectangle amb la diagonal menor és el quadrat de costat 3 m.

11. Determina les dimensions que ha de tenir un recipient cilindric de volum
igual a 6,28 litres perqué pugui construir-se amb la menor quantitat possible
de llauna.

Suposem el recipient amb dues tapes:

@

2nr R
area total = 2mrh + 2mr? =

=2nrth +»
,
V=06,28 =628 dm3
Comque V=m 7”7 -h=314-72-h=628 — h=_6&=l=h
31412 42

Aixi doncs: Area total = 27 r(% + r) = 2n(£ + 72)
r
Hem de trobar el minim de la funcio6:
2
() = Zn(— + 72), r>0
r

-2 +27°

f’(r)=2n(—%+2r)=2n( 2 )=0 — 2+29=0 — r=V1-=1

(Com que [lim f(r) =+, [im [f(3) =+, i [ éscontinuaen (0,+%); a r=1
r—0°

r—> +o0

hi ha un minim.)
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Fl cilindre tindra un radi d’1 dm i una altura de 2 dm.
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

Recta tangent
12. Troba I'equacio de la recta tangent a les corbes segiients en els punts I'abs-
cissa dels quals s’indica:

1 — 3x2
2

en x =1

ay =
b)y =(0,3x —0,01x)? en x =10

Ay=Vx+12 en x =-3

d)y=';ig en x =3
e)y=e* en x=0

fy =sinxcosx en x =

NME!

gQy=Iln(x+1) en x=0

hy=xlnx en x =e

a)y=-3x—4

b) y=0,1x+ 1,8

X, 7
DY=5*3

—Sx 7
dy=22% + L
VY=g
e)y=x+1

-1
Dy 5
gy=x
hyy=2x-e
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13. Escriu I’equacio de la tangent a la corba y = x?2 + 4x + 1, que és paral-lelaala
recta 4x —2y +5=0.

Calculem el pendent de la recta 4x— 2y + 5 = 0:
4x-2Y+5=0—=>y=2x+ % — Pendent 2.
Y =2x+4=2—=x=-1

La recta tangent té pendent 2 i passa per (-1, —2):

=-2+2 - (x+1=2x—>y=2x

14. Troba les tangents a la corba y = xz—xl paral-leles a la recta que passa per

(0, 0) i per (1, -2).

Busquem el pendent de la recta que passa per (0, 0) i (1, -2).

17=(1,—2) m‘7=%=—2=ml—;
Busquem el pendent de la recta tangent a la corba.
m = fi(x) = 2(x -1 —=2x-1 _ 2x-2-2x _ 2
(x—1)? (x—1? (x—1)?
Igualem:
2= =2 (x—1)2
(x—1?
x=2 x=0

Hi ha dues possibles solucions:

Six=0 Si x =2
JOR f2 = =d
P—0=-2(x-0) y—4=-2x-2)
y=-2x 2x+y-8=0

15. Escriu les equacions de les tangents a la funcié y = 4x —x? en els punts de
tall amb I’eix d’abscisses.

Els punts de tall son (0, 0) i (4, 0).
___— »'(0) =4 pendent en (0, 0)

42
Y T y'(4) = -4 pendent en (4, 0)

Rectes tangents:
En (0,0) — y=4x
En (4,0) = y=—4 -(x—4) =—-4x+16
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16. Troba els punts de tangent horitzontal en les funcions segiients i escriu l'e-
quacio de la tangent en aquests punts:

ay=x3-2x2+x

b)y =%+ x2
Ay = G
x%+1

x=1/3 = y=4/27
x=0 —= =0

b)y/=—4x5+2x=x~(—4x2+2)=0\ x=+2/2 = y=1/4
x==2/2 — y=1/4

6-(x2+1)=6x-2x /x=1—>y=3

‘= =0 - 6x*+6=0

C)y (x2+1)2 X \ x=-1 — y=_3
_Qx=5 x-(2-5x+4D-1_, o5 ,_,_— X2 ry=-1

d y'= g =0 X% =4 =0<_

x=-2 — y=-9

17. Escriu I'equacié de la tangent a la corba f(x) = e2~* en el punt en qué talla
I'eix d’ordenades.

Com que és una exponencial, talla en 'eix d’ordenades (i mai en 'eix d’abcisses).
Busquem on talla

x=0 — f(0)=¢& — enelpunt(0, &)

Busquem el pendent de la recta tangent a la corba en aquest punt:

S0 = r (D) =—e7

J(0) = =&

La recta tangent és y— & =—-X(x-0) — & -x+y—-e&=0

18. Determina el punt de la corba f(x) = x> — 5x + 8 en queé la tangent és pa-
ral-lela a la bisectriu del primer i tercer quadrant. Escriu I'’equacié de l'es-
mentada tangent.

La bisectriu del 1r i 3r quadrant t&é m = 1

Sfix) =2x-5

m=1=f(x)=2x-5 — 1=2x-5 — x=3
f(3)=3-5-3+8=2 — punt(3,2)

Eq. recta tangent:

y=-2=1-(x-3) — x-y-1=0
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Maxims i minims. Punts d’inflexié

19. Troba els maxims, minims i punts d’inflexi6 de les funcions segiients:

3 —
a)y =x3-3x2+9x + 22 by =X0X=9) (31"; 8) Ay =x%_2a3
dy =x%+2x2 eoy=—1 Dy=e*(x-1)
x2+1

a) [1(x) =3x> - 12x+ 9

_4+V16-12
oo 2xVI6-12

S0 =0 — 3(x*-4x+3)=0 — >

4i2/‘x=5 - y=0
2 T~ x=1 — y=4

Signe de la derivada:

S50 <0 50

Hi ha un minim en (3, 0) iun maximen (1, 4).
Punts d’inflexio:
S =6x-12=0 — x=2 — ypy=2
Com que f(x) <0 pera x<2 i f(x)>0 pera x>2, elpunt (2,2) ésun

punt d’inflexio.

_ 3x*—8a3
b) y 1

1243 — 2452
12

[0 = = a3 — 22
x=0 — »=0

/ = — 2 — = <
S0 =0 xo(x=2) = 0<_ x=2 — y=-(4/3)

<0 <0 fr0
\1\5/

Hi ha un minim en (2, _3—4)

x=0 — =0

11, - _ = — _ = —
S0 = 3x% — 4dx =0 xBx-H =0 _,s _ ¥ = —(64/81)

[0 fr<0 f>0
NI N
L o)

Hi ha un punt d’inflexié en (0, 0) iun altre en (g, S
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o) f1(x) = 4x3 — 6x7

=0 = y=0
FD=0 = REx—6)=0=" Y

T~ x=3/2 — y=-(27/16)
f'<0 . f'<0 . f'>0
\ 0 \ % /

3 —27)

Hi ha un minim en =, ——
27 16

=0 — =0
e ) _ ol — X y
S0 = 12x% = 12x = 12x(x— 1) 0\x=1 - y=-1

Y />0
NN N/

Hi ha un punt d’inflexié en (0, 0) iun altre en (1, -1).

—_

d) f1(x) = 4x3 — 4x
S()=0 — 4x(x’+1D=0 — x=0 — »p=0

S0 />0

\6/

Hi ha un minim en (0, 0).

J(x) =12x* + 4= 0 peratot x

No hi ha punts d’inflexio.

’ _ —2X
NP Te
f)=0 — —2x=0 — x=0 — p=1

/>0 . /<0
T

/ ’ \

Hi ha un maxim en (0, 1).

20+ D%+ 2x- 203+ D - 2x _ 2(xF+ D +8x% | 6x* -2

f (x) = (xz + 1)4 = (xz + 1)3 (xz + 1)3

1,3
V3 3
f//>0 . fH<0 f//>0

NUE VAN

V3
3

=0 > x=i/L - SN
S =0 X i-\/3 + Y=

Hi ha un punt d’inflexi6 en (— , %) iun altre en (‘/?, %)
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) fllx) =e(x—1) +e¥=eX(x—-1+1) =xe~
f=0 — xe*=0 — x=0 (jaque e¥=0 peratot x)
=1
f"<0 . f">0

~—_ 0 _—

Hi ha un minim en (0, —1).

S0 = eX+ xe¥ = e*(1 + x)

ff=0 — x=-1 — y=_—ez

Y
Y

Hi ha un punt d’inflexi6 en (—1, i)
e

20. Estudia els intervals de creixement i decreixement de les funcions segiients
i digues si tenen maxims o minims:

1 2x —3 x2 x2-1
= = = d =
a)y 2 b)y x+1 Ay x2+1 )y X
a)y= L pomini=R - (-2, 2}
x2—4
Sl = —=2X 0 - x=0
(x? —4)?
Signe de la derivada:
/>0 . S>0 . J'<0 . J'<0

T T ~—_
La funci6:  creix en (=%, —2) U (=2, 0)

decreix en (0, 2) U (2, +©)

té un maxim en (O, %)

_ 2x-3 R
b)y= 71 Domini =R —{-1}

fr(x)=2(X+1)—(2x—3)=2x+2—2x+3= 5
(x+ 1)? (x+ 1)? (x+ 1)?

f(x) >0 peratot x=—1.

Per tant, la funcio és creixent en (-, —1) U (-1, +0).

No té maxims ni minims.
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X2

Domini = IR

Ay=
Y x2+1
) = 2x(x* + D =2x-x* _ 220 +2x-2x3 _  2x

(xz + 1)2 (.XZ + 1)2 (xz + 1)2

flx>0 — 2x=0 — x=0
Signe de la derivada:

<00
\ 0 /

La funci6:  decreix en (-, 0)

creix en (0, +)

té un minim en (0, 0)

2
dy= szl. Domini = R —{0}

) = 2x-x—(x* -1 _ 2x*-x*+1 _ x*+1

X2 x2 X2
f'(x0) = 0 peratot x=0.

J(x) >0 peratot x=0.
La funcio és creixent en (=, 0) U (0, +o0).

No té maxims ni minims.

21. Troba els intervals de creixement i els maxims i minims de les funcions se-

glents:
Dy = 222—_x3x Y- x(?x_—lg)(gc_—zz) D= xz(: -3)
a)y= 83X _ 8-3X  pomini= R —-{0, 2}

x(x=2)  x2_2x

) = 3(?—2x0) - (8-3x) - 2x—2) _ 3x*+06x—16x+ 16 + 6x* — 6x _

(x% — 2x)? (x?% — 2x)?
_ 3x*-16x+16
(5% = 2x)?
0 =0 = 32 16x+16=0 — x- 16“/2656‘192 - 1“6‘/64 -
_16+8 __— x=4
6 T~ x=4/3
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Signe de la derivada:

/>0 L0 <o /<0 />0

/ ’ / é\é \ ! /

La funci6:  és creixent en (-, 0) U (O, %) U (4, +)
és decreixent en (%, 2) ue, 4
té un maxim en (i, —2)
3 2

té un minim en (4, —%)

2
b y=2 1 Domini =R -1{-1, 1}
2
x =1

) = 2x(x* =D - (P + 1D 2x _ 2x3 —2x-2x3-2x _  —4x

(x? = 1)? (x? = 1)? (x? - 1)?

fx)=0 — —-4x=0 — x=0
Signe de la derivada:

f>0 . f>0 . f'<0 . f'<0

///4 //”6\\\41\\\

La funci6:  és creixent en (-, —=1) U (=1, 0)

és decreixent en (0, 1) U (1, +)

té un maxim en (0, —1)

3
O y=—2" Domini=R —{-1, 1}
x—1

S0 = 3072 =D =3 -2 _ 3t =32 —2xt _ xf-3x2 | X?-3)

(o = 1)? (%= 172 P12 (21
x=0
SO =0 = x2-3)=0<— x=-V3
\ x=V3

Signe de la derivada:

S0 f1<0 f'<0 o f'<0 . f<0 f1>0
///_g\\d~\\‘é~\\*i\\
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La funcié:  és creixent en (=, —V3) U (V3, +x)

és decreixent en (=V3, -1 U (-1, DU, V3)

té un maxim en (—\/g, —%)
té un minim en (\/5, %)

té un punt d’inflexié en (0, 0)

2
dy= % Domini =R — {2}

£ = (4x—=3)- Q-2 -Q2x*-3x) - (-1 _ 8x—4x*—06+3x+2x*-3x _
' (2 — x)? (2 — x)?
2x*+8x-6 _ 2(x? - 4x + 3)

(2 — x)? (2 — x)?

F)=0 — x2—4x+3=0 — x=4i\/16—12= 4 + V4

2 2
_ 4 + 2 _— x=3
2 T~ x=1
Signe de la derivada:
S'<0 , S0 />0 f'<0

La funcid:  és creixent en (1, 2) U (2, 3)
és decreixent en (-, 1) U (3, +o)
té un minim en (1, -1)

té un maxim en (3, -9)

_ (x-Dx-2)
x(x =3 (x -4

La funci6:  és creixent en (1,6, 3,4)

ey Domini = R

és decreixent en (-, —1,6) U (3,4, +)
té un maxim en (3,4, —4,1)

té un minim en (1,6, —0,04)

_ 8  _ 3
X(x-3) % —3x?

. Domini =R —1{0, 3}

100 = —8(x* —6x) _ —8x(Bx-6) _ —8Gx-0)

XA (x—3)2 x(x—3)2 X3 (x—3)2

fw=0 — 3x-6=0 — x=2
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Signe de la derivada:
J'<0 , JS'>0 . J'=<0 . J'<0

\0 / 2\5\

La funci6:  és creixent en (0, 2)

és decreixent en (—, 0) U (2, 3) U (3, +0)

té un maxim en (2, -2)

22. Estudia la concavitat, la convexitat i els punts d’inflexi6 de les funcions se-

guents:
a)y=x3-3x+4 b)y =x%— 6x2 Ay =(x-2)*
dy=xe* e)y=;:x1 Dy=Im(x+1)
a) y=x3—3x+ 4. Domini=IR

S0 =3x% = 3; f(x) = 6x

f0=0 — 6x=0 — x=0

Signe de f"(x):

SISO >0

N\
La funcid:  és convexa en (-, 0)

és concava en (0, +)

té un punt d’inflexié en (0, 4)

b) y = x* — 6x2. Domini =R
S0 = 4x3 —12x; [0 = 12x% — 12

x=-1
[i)=0 = 12(2-1=0<_ o

Signe de f"(x):
S0 . Jr<o oS>0
N2 N

La funci6é:  és concava en (o, —1) U (1, +%)

és convexa en (=1, 1)

té un punt d’'inflexié en (-1, —5) iun altre en (1,-5)
o) y=(x-2)* Domini=R

100 = 4(x—2)%; fM(x) =12(x—2)?
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f(x)=0 — x=2
S"(x)>0 pera x=2
Per tant, la funcié és concava. No té punts d’inflexio.
d) y = xe* Domini=R
S =e“+xe*=>10+xe% ffo=e"+(1+xe"=Q2+xe"
fM(x)=0 — x=-2 (e¥*=0 peratot x

Signe de f"(x0):
f//< 0 . f”) 0

Y

La funci6:  és convexa en (-, —-2)

és concava en (=2, +0)

té un punt d’inflexié en (—2, —%)
e

_2-X L
e y= P Domini = R —{-1}
f/(x)=—l(x+1)—(2—x)=—x—1—2+x= -3
(x+1)? (x+ 1? (x+1)?
M) = O
S0 e

JS"(x) =0 peratot x.
Signe de f"(x):

SIS0 0
N\

La funci6:  és convexa en (-, —1)

és concava en (=1, +)

no té punts d’'inflexi6

) y=In(x+ 1. Domini= (-1, +®)

o1
S0 = x+1

1, - -1
S0 e

S"(x) <0 pera x€(-1, +o)

Per tant, la funci6 és convexa en (=1, +).
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23. Estudia si les funcions segiients tenen maxims, minims o punts d’inflexio

en el punt d’abscissa x = 1:
aAy=1+x-1)
Ay=3-(x-1°

a) [0 = 3(x— D3

[>0 S0

/ ! /

Hi ha un punt d’inflexié en x = 1.

b) f1(x0) = 4(x— 1)

j‘/< 0 I f‘/> 0

\i/

Hi ha un minim en x = 1.

o) f1(x) = —6(x—1)%

f>0 . /<0

/ ! \

Hi ha un maxim en x= 1.
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b)y=2+(-1*

S0 =6(x—1)

‘frr< 0 I l/'H> 0

R

F1(x0) = 12(x - 1)?

f//> 0 I f//> 0

NN

S0 = =30(x— D

10 <o

NN

24. Una discoteca obre a les 10 de la nit i tanca quan han marxat tots els seus
clients. La funcié que representa el nombre de clients en relacié al nombre

d’hores que esta oberta, , és:

N(@@) = 80t — 1022,

a) A quina hora el nombre de clients és maxim? Quants clients hi ha en

aquell moment?

b) A quina hora tancara la discoteca?

a) N'(H) = 80 — 20t
N@® =0=80-20t —

Nombre de clients quan ¢ = 4

Unitat 8. Aplicacions de les derivades

t=4 — Ales dues de la matinada

— N(4)=80"4-10 - 4% =160 clients.



25.

26.

b) Tanca quan han marxat tots els clients, és a dir, quan N@#) =0

0 =80t— 107
=0 aix0O és quan obre
— = —
#80-109 =0 T~ 80-10t=0 t=8 — A les sis del mati

Una franquicia de botigues de moda ha estimat que els seus beneficis setma-
nals (en milers d’euros) depenen del nombre de botigues en funcionament
(n) d’acord amb I'expressio:

B(n) =-8n3 + 60n2—-96n
Determina raonadament:

a) El nombre de botigues que han de tenir per maximitzar els beneficis set-
manals.

b) Els valors d’aquests beneficis maxims.

a) B'(n) = —24n* — 120 - 96
n=1
B = 0 = —24n* — 1201 - 96 <_ Y
Amb la segona derivada veurem si son maxims o minims:
B"(n) = —-48n + 120
B"(1)>0 — mn=1¢ésun minim
B"(4) <0 — n=4ésun maxim

El nombre de botigues ha de ser 4.

b) B(4) = -8 - 43 + 60 - 42 - 96 - 4 = 64.

Els beneficis setmanals seran de 64.000 €.

El cost total de produccioé de x unitats d’'un producte és:

C(x)=%x2+6x+192

Es defineix la funcidé cost mitja o cost per unitat com Cm(x) = ﬂ
x

Quantes unitats han de produir per tal que el cost per unitat sigui minim?

1

El cost per unitat Cm(x) = 3 x+6+ 122

X

Unitat 8. Aplicacions de les derivades



27.

28.

Volem que sigui minim:

C'm(x) = L % =0
X
%=—1x22 - x2=576 — x =24

Cal produir 24 unitats.

Una empresa vol produir c(2) = 200 + 10¢ unitats d’un producte per vendre
aun preu p(t) =200 —2¢ euros per unitat, essent ¢ el nombre de dies trans-
correguts des de I'inici de la produccio.

a) Calcula els ingressos si ¢ = 10.
b) Escriu, depenent de ¢, la funcio de benefici.
(0 <t <60)

c) Determina quan els ingressos soOn maxims.

Enunciat: canviar benefici per ingressos

a) Ingressos = unitat - preu per unitat

___ c(10) =300

Sit=10<__ p(10) = 160 } Ingressos = 300 - 160 = 48000 euros

b) I(t) = (200 + 108 - (200 — 2¢) = =202 + 1600 + 40000 = K?)
o) I = —40t + 1600 = 0
1 =40

Al cap de 40 dies d’iniciar la produccio.

Es vol fabricar una capsa de volum maxim que sigui el doble de llarga que
d’ampla i en la qual, a més, la suma de Pamplada més la llargada més l’alca-
da sigui igual a un metre.

Calcula quant ha de mesurar la capsa i quin volum tindra.

Volum maxim: V=a-b-h

Ens demanen que

2a=0b —
a+b+h=1 — hbh=1l—-a-b=1-a-2a=1-3a
V)= a-2a-(1-3a)
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V(a) = 2a® — 6a’®
Vi) = 4a— 18a> ) ,
a=0 no té sentit

V@) =0 = 4a—-18a2 < 2 4
T 4—-18a=0 — a=§m b=—m b=gm

PER RESOLDRE
29. Prova que larecta y = —x éstangenta y =x3 —6x?% + 8x. Troba el punt de
tangeéncia i estudia si aquesta recta talla la corba en un altre punt diferent
que el de tangéncia.
Les dues rectes es tallen en dos punts:
=-x
} — (0, 0); (3, -3)
y=x—06x%+8x
El pendent de la recta tangenta y=x3 —6x?+8x a x=01ix =3 val:
y=x3-6x?+8x — perax =0,el pendentval 8
— perax =3, el pendent val -1
Per tant, (3, —3) correspon al punt de tangéncia amb la recta y = —x (que té pendent
—1)1(0, 0) a un altre punt de tall entre totes dues funcions.
30. Troba I'’equacio de la recta tangent a la corba y = 4x3 - 12x2% - 10 en el seu

punt d’inflexio.
e Trobem el seu punt d’inflexio:

0 = 12x% — 4x;, f(x) = 24x— 4

U0 =24x—4=0 — x= %
Sfr<o 0
N 5\
Hi ha un punt d’inflexi6 en (%, —%)

e Pendent de la recta tangent en aquest punt: f’(%) = —%

e Equaci6 de la recta tangent:
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31. Determina la parabola y = ax? + bx +c que és tangentalarecta y = 2x —3
en el punt A(2, 1) i que passa pel punt B(5, -2).

y=—x>+6x-7

32. Lacorba y =x3 +ax? +bx +c tallaI'’eix d’abscisses en x =—1 i té un punt
d’inflexio en (2, 1). Calcula a,b i c.
y=x3+ax*+ bx+c
S =3x%+ 2ax+ b
S"(x) = 6x+ 2a

D=0 - —1+a-b+c=0 a-b+c=1 a=-6

f2)=1 — 8+4a+2b+c=1 4a+2b+c=-7 b=

f12)=0 — 12+2a=0 a=-6 c=

33. Dela funcio f(x) = ax3 + bx sabem que passa per (1, 1) i en aquest punt té
tangent paral-lela a la recta 3x +y = 0.

a) Troba a i b.

b) Determina’n els extrems relatius i els intervals de creixement i decreixe-
ment.

a) f(x) = ax3 + bx;  f(x) =3ax*+ b
=1 — a+b=1

S =-3 — 3a+b=-3

a=-2 B 5
b=3 S0 = =2x3 + 3x

b) f(x) = —6x% + 3

fo=0 — B3QRx*-1=0

/\
Sy

Signe de la derivada:

S'<0 . />0 A
La funcio:  és decreixent en (—00, —%) U (%, +oo)
€s creixent en (—%, %)
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34.

35.

36.

37.

té un minim en (—%, —\/E)
) - 2 =
té un maxim en - V2

De la funcio f(x) =x? +ax +b se’n sap que:
—Té un minim en x = 2.
— La seva grafica passa pel punt (2, 2).

Tenint en compte aquestes dades, quant val la funcié en x = 1?

fo =x*+ax+b
S =2x+a — [(Q)=4+a=0 — a=-4
f2)=4-8+b=2 — b=6
= f(x)=x?-4x+6
S =3

Calcula p i q de manera que la corba y = x2 + px + q contingui el punt
(-2, 1) i presenti un minim en x =-3.

y=x*+px+q

Y=2x+p = Y(B3)=-6+p=0 = p=6

f(2)=-8+¢g=1 — ¢g=9

= y=x2+6x+9

Estudia els intervals de creixement i de concavitat de les funcions segiients:
3x
1+x2

a) f(x) = b)f(x) = x4 + 8x3 + 18x2-10

a) creix en (=1, 1) i decreix en (-0, —1) U (1, +©). A més, és cOncava en els
intervals (=V3, 0) U (V3, +) i convexa en (o, —=V3) U (0, V3).

b) f(x) decreix en (-, 0) i creix en (0, +©). A més, és concava en els intervals
(=00, —=3) U (-1, +) i convexa en l'interval (-3, —1).

Comprova i justifica que la funcioé f(x) =e3* és sempre decreixent i cOncava.

JSO'= =3 e f(0" =9 - e Com que e¥ sempre serd positiu, f(x)' < 0 i
S(0" > 0. Per tant, sempre és decreixent i concava.

Unitat 8. Aplicacions de les derivades
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38.

39.

40.

Observant la grafica de la funcié f’, derivada de f, digues:
a) Quins son els intervals de creixement i decreixement de f.
b) Té f maxim o minim?
2 /!
2
2 4
L2
a) / creix en l'interval (-, 2) i decreix en l'interval (2, +o0).
b) Té un maxim en x =2, quan /' =0
Aquesta és la grafica de la funci6 derivada de f(x).
2
i)
Explica si f(x) t€ maxims, minims o punts d’inflexiéen x =1, x =3 i x =5.
La funci6é f(x) presenta un minim en x = 1 (f(20)' = 0) i un maxim en x = 5 (f(x)'
=0). A x =3 la funcio presenta un punt d’inflexio, ja que f(x)'" = 0 (el pendent de
la derivada de f(x)' sera 0).
Donada la funcié
f(x)={x2+2x—1 s%xsl
x +1 six>1
a) Troba’'n la funci6 derivada.

b) Té f algun punt en el qual f'(x) = 0?

c) Estudia el creixement i decreixement de f.

d) Escriu I’equacio de la recta tangenta f en x = 0.
» f(xy{fx* 2
b) per x = -1

©) f(x) decreix a l'interval (oo, —1) i creix als intervals (-1, 1) U (1, +)
d)y=2x-1
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41.

42.

43.

44.

Aquesta és la grafica d’una funcié y =f(x).

a) Indica el signe que tindra f’ en els intervals (-, 2), (-2, 1) i (1, +©).
b) En quins punts la grafica de f' tallara I'eix OX?

a) [ sera positiva als intervals (-0, —2) U (1, +), i negativa a I'interval (=2, 1).

b) /" tallara l'eix OX en x=-2ix=1.

Escriu I'equacio de la recta tangent a la corba y = 2x3 —24x2 + 72x —15 en el
seu punt d’inflexio.

Punt d’inflexi6 en x = 4. Aixi, y = —24x + 113

Donada la corba y = x%— 4x3

a) Quina és la funcié que ens dona el pendent de la recta tangent en un punt
qualsevol?

b) Troba el punt en queé el pendent de la recta tangent és maxim.

a) f(x) = 4x3 — 12x7

b) f(x)' = 0; Hi ha un pendent minim a x = 0 i x = 2; no hi ha cap pendent maxim.

Una fira ramadera és oberta al public des de les 10 hores fins a les 20 hores. Se
sap que el nombre de visitants diaris ve donat per:

N@)=-20A-t)>+B, 10=t=<20

Si sabem que a les 17 hores s’arriba al nombre maxim de 1500 visitants, de-
termina el valor de 4 i de B.

L’enunciat diu que: N(17) = 1500
ique NV'(17) = 0, ja que és un maxim.

N'(D =-20(4A-0 - (-1) = 404 — 40t

N(A7)=1500  __  [-20(A4-17)*+ B=1500
N'(17)=0 404-40-17=0 — A=17 — B=1500
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45. El nombre de vehicles que ha passat un dia determinat pel peatge d’una auto-
pista ve donat per la funcio:

—3\2
(t—3 +2  si 0<t<9
NQ@) = 2
10-("315) si 9<t=24
en qué N indica el nombre de vehicles i ¢ el temps transcorregut en hores

des de les 0.00 h.

a) Entre quines hores va augmentar el nombre de vehicles que passava per
lautopista?

b) A quina hora va passar el major nombre de vehicles? Quants en van passar?

(1_5)2+2 si 0=i=<9
N =
10—(1‘_315)2 si 9st=<24
Ho arreglem.
lt2—%t+3 si 0=t=<9
9 3
NO=1"q ) 10
_§[Z+—3—t—15 si 9=t=<24
2, 2 si 0<t=9
9 3
ND=1"5 1o
_§z+? si 9=t=<24
4

Comprovem que N'(9%) = N'(9) = g

a) Demanen quan N'(#) > 0, que vol dir quan N() creix.
Per al primer tros: ét— 2 >0 — %t>% - >3
Com que el primer tros esta definit entre 0 = ¢ = 9, podem dir que N(#) creix si
3 <t<9o,el que és el mateix, t€ (3, 9).
&>0 — _2t>_& —_— £t<& — t<15
9 3 9 3
Com que el segon tros esta definit entre 9 < ¢ < 24, podem dir que N(?) creix si
9 <1< 150, el que és el mateix, 1€ (9, 15).

Per al segon tros: —%t +

Ajustant els dos trossos obtenim que N(#) creix si ¢ € (3, 15).

b) Per al primer tros: N'() =0 — %t— =0 — =3

2
3
1

Per al segon tros: N'() =0 — —%l— ?O =0 — =15
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Si fem la primera derivada veiem que N"(3) = 2 0 — minim.

Si fem la segona derivada veiem que N'(15) = 2 < 0 — maxim.

N(15) = 10.

El maxim de vehicles el trobem a les 15 h. Van passar 10 vehicles.

46. Volem construir el marc per a una finestra rectangular de 6 m? de superfi-
cie. El metre lineal de tram horitzontal costa 2,5 € i el de tram vertical 3 €.

a) Calcula les dimensions de la finestra perque el cost del marc sigui minim.

b) Quin sera aquest cost minim?

6 m2 y

X

Cost=2,5-2x+3-2y=5x+06y

C=5x+ﬁ
X
' 5_ﬁ=0 x=%z2,68m—)y=\/gz2,24m
x? 5
(Cu - E; Cu(@) >0 = x= % €s minim
e 5 5
&5

b C=5- 22 +6V5 =12V5 ~26,83 €

47. Es vol construir un recipient conic la generatriu del qual mesuri 10 cm i que
tingui capacitat maxima. Quin n’ha de ser el radi de la base?
h*+ R* =100 — K?=100-h?
Volum = - mk?h = L7100 - h?h = L 7(100h - h3)
3 3 3
Hem de maximitzar la funcié volum:

fh) = %n(lOOh _h3)

Fih) = %n(lOO —3h?)
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F)=0 — 100-3h2=0 — h=14/2%

3
(considerem l'arrel positiva, ja que h = 0).
S'(h) >0 alesquerrade h = 1(3)—0 i fi(h) <0 aladretade h= 1(3)—0

100
3

Per tant, en h = hi ha un mﬁxim).

Aixi doncs, el radi de la base sera:

R2=1oo—h2=1oo_£30=2(5>0 o pe 220 o

Un article ha estat 8 anys en el mercat. El seu preu P(¢), en milers d’euros,
estava relacionat amb el temps, #, en anys, que aquest feia que era al mer-
cat, mitjancant la funcio:

_[4t2+4 si0=<t<2
P® {—(5/2)t+25 si2<t=<8

a) Estudia el creixement i decreixement de P(t).
b) Quin va ser el preu maxim que va aconseguir l'article?

©) Quina va ser la taxa de variacié mitjana del preu durant els darrers 6 anys?

8x
a) P(x)' { 52

El preu ha crescut fins al segon any (0, 2), i ha disminuit a partir d’aquest (2, 8).
b) 20000 €, al segon any (¢ = 2)
¢) —2500 €/any
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49.

La funci6 f té derivades primera isegonaiés f'(a)=0 i f"(a)=0.
Pot presentar f un maxim relatiu en el punt a?

En cas afirmatiu, posa’n un exemple.

Si pot presentar un maxim. Per exemple:
f(x) =—x% en x=0 éstal que:
S'>0 : S'<0 S0 = —4x3 S0 = —12x2
/ 0 \ Per tant: f/(0) =0 i f(0) =0

En (0, 0) hi ha un maxim relatiu.
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50. Una funcio f és decreixent en el punt a i derivable en aquest.

51.

52.

53.

a) Pot ser f'(a) > 0?

b) Pot ser f'(a) = 0?

c) Pot ser f'(a) < 0?

Raona les teves respostes.

a) El pendent d’'una funcié decreixent mai no sera positiu; per tant, mai no podra
ser f(x)' > 0.

b) Si. En aquest cas trobariem un punt d’inflexié en x = 0.

©) Si. El pendent de la tangent d’'una funci6é decreixent é€s menor que 1 (f(x)' < 1).

Considera la funcio |x | (valor absolut de x):
a) Presenta un minim relatiu en cap punt?
b) En quins punts és derivable?

Raona les teves respostes.

a) No en presenta cap.

b) Es derivable en I'interval (=, 0) U (0, +), ja que no és derivable en x = 0.

Comprova si existeix algun valor de a per al qual la funcio f(x) =a ln x + x3
tingui un punt d’inflexiéo en x = 1.
Si punt d’inflexio —  f"(x) =0
[ = a+ +3a2
x

S0 = =5 +6x
X

Si punt d’inflexien x=1 — (1) =0

§?+6-1=o - a=6

D’una funcidé f sabem que f'(a) =0, f"(a) =0 i f"(a) =5. Podem assegu-
rar que f té maxim, minim o punt d’inflexié en x =a?

[ té un punt d’inflexié en x = a.

Vegem per que:

f"a)=5>0 — [" éscreixenten x= d.

Com que, d’altra banda, f"(a) = 0, tenim que /f"(x) < 0 a l'esquerra de a i
f"(x) >0 alaseva dreta. Es a dir, f(x) canvia de convexa a concava en x = d.

Per tant, hi ha un punt d’inflexié en x= a.
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55.

56.

57.

Si f'(a) = 0, quina d’aquestes proposicions és certa?

a)f té un maxim o un minim en el punt d’abscissa x =a.

b)f té una inflexid en x =a.

o) f té enel punt x =a tangent paral-lela a 'eix OX.

Si f'(a) = 0, només podem assegurar que [ té en x= a tangent horitzontal (pa-
ral-lela a 'eix OX).

Podria tenir un maxim, un minim o un punt d’inflexié en x = a.

Per tant, només és certa la proposicio o).

D’una funcié f(x) se sap que:
SO =f3)=0; f'(2=0; f"(2)>0
Qué pots dir sobre la grafica d’aquesta funcio?

Es tracta d'una parabola amb un minim en x = 2, que talla I'eix OXenx =11 x = 3.

La representacio grafica de la funci6 derivada d’una funci6é f, és una recta
que passa pels punts (2, 0) i (0, 2).

Utilitzant la grafica de la derivada:

a) Estudia el creixement i decreixement de la funcio f.
b) Estudia si la funcié f té maxim o minim.

a) fcreix en l'interval (-, 2) i decreix en I'interval (2, +o0).

b) Té un maxim en x = 2, quan /' = 0

Si la grafica de la derivada de g és una parabola que talla I'eix OX en
(0, 0) i (4, 0) i té per vertex (2, 1), queé pots dir del creixement i decreixe-
ment de g?

Determina si la funcidé g presenta maxims o minims.

a) La funcio g creix en l'interval (0, 4) i decreix en els intervals (=, 0) U (4, +).

b) La funci6 presenta un minim en x = 0 i un maxim en x = 4, a més d'un punt d’in-
flexio en x = 2.
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58.

59.

Estudia l'existéncia de maxims i minims relatius i absoluts de la funcio
¥ = |x?—4|. Comprova que té dos punts d’inflexio.

X2—4  si x<=2

SO =d_x2+4 si 2=x=2

X2 —4  siox>2

2x  si o x<-=-2
S0 =1-2x si -2<x<2

2x  si x> 2

En x=-2 no és derivable, ja que [(-27) = —4 = f(-2") = 4.
En x =2 no és derivable, ja que [f/(27) = -4 = f'(2%) = 4.

e La derivada s’anul-la en x= 0.

e Signe de la derivada: £1<0 10 <0 150
\ ) / 0 \ 2 /

e La funci6 té un maxim relatiu en (0, 4).

No té maxim absolut ( /im f(x) = lim [f(x) = +%).

X — +00 X —> —®©

e T¢ un minim relatiu en (=2, 0) iun altre en (2, 0). En aquests punts, el minim
també és absolut, atés que f(x) = 0 per a tot x.

2 st x<-2
S =1-2 si 2<x<2
2 six>2
La funci6 f(x) és concava si f"(x) > 0.
Aix0 passa si x € (=, —=2) U (2, +0)
La funcid6 f(x) és convexa si f"(x) < 0.
Aix0O passa si x € (=2, 2)

En els punts x=-2 i x =2 canvia la curvatura de la funci6; per tant, tenim 2
punts d’'inflexi6 en x=-2 i x=2.

Estudia els intervals de creixement i els maxims i minims de la funcié dona-
da per y = |x? + 2x — 3|. Té punts d’inflexi6?

2+V4+12 2+4 __—
2 = — = =
=50 v 2 7 T~ x=3
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X2 +2x—3 sl x<-=3
S =1_x2_2x+3 si 3=<x=<1

X2 +2x-3 si x>1

2x + 2 si x<-3
[l =1-2x-2 si 3<x<1
2x + 2 si x>1

En x=-3 no és derivable, ja que f'(-3) =—4 = fI(-3") = 4.
En x=1 no és derivable, ja que f/(17) =—4 = f/(1*) = 4.
e Vegem on s’anul‘la la derivada:
2x+2=0 — x=-1
Perdo f(x) =2x+2 pera x<-3 i x> 1.
2x-2=0 — x=-1 i f(x)=-2x-2 pera -3<x<1

Per tant, f'(x) s’anulla en x=-1.
e Signe de la derivada: <0 £150 £1<0 £1>0

e La funci6:  és creixent en (=3, -1) U (1, +)

és decreixent en (-, —=3) U (-1, 1)

té un maxim en (-1, —4)

té un minim en (=3, 0) iun altre en (1, 0).
2 si x<-3

[ =1-2 si 3<x<1

2 six>1

La funci6 f(x) és concavasi f"(x) > 0.

Aix0 passa si x € (=, —3) U (1, +o0)

La funcidé f(x) és convexa si f"(x) < 0.

Aix0O passa si x € (=3, 1)

En els punts x=-3 i x=1 canvia la curvatura de la funci6; per tant, tenim 2
punts d'inflexid en x=-3 i x=1.

Unitat 8. Aplicacions de les derivades



60. Volem fer un envas amb forma de prisma regular de base quadrada i capaci-

61.

tat 80 cm3. Per a la tapa i la superficie lateral usem un determinat material,
pero per a la base hem d’utilitzar un material un 50% més car.

Troba les dimensions d’aquest envas perque el preu en sigui el menor possible.

V=a’- h=80 calcomplirho — b= 8—(2)
a

La funcio6 a optimitzar és el cost.

h Cost = preu - superficie utilitzada
s Anomenarem p el preu de la tapa i la superficie lateral.
P — '/; Aixi, la base tindra un preu de p + % p=15p
a

Cost = preu base - § . + preu tapa - Sapa * PrEu lateral - S, ...

Cost=15p-a®+p-a*+p-4-a-h

Cost=p-1,5&tz+p-a2+p'4a(8—(2)) - /o=8—2
a a

Cost=p - (2,5@2 + ﬁ)
a

El preu és un valor que no sabem, perd que esta fixat. Aixo s’anomena parametre, i
el derivem com si fos un nombre:

Cost’ = p - (5@2 _ 320 )

e
Cost’ =0
20
p- (5@2 - 3&1_2) =0
54 =320
a3 = 64

a=4cm — hbh=20cm

Es vol construir una pista d’entrenament que consta d’un rectangle i de dos
semicercles adossats a dos costats oposats del rectangle. Si volem que el pe-
rimetre d’aquesta pista sigui de 200 m, troba les dimensions que fan maxi-
ma larea de la regio rectangular.

Unitat 8. Aplicacions de les derivades



62.

Perimetre de la pista = 2x + mt - y = 200

Aillem y = 200 - 2x
7

. _ 942
Area del rectangle = x -y =x - 200 = 2x _ 200x = 2x

T T
Derivem
A’:@_4_‘x=0—>x=50m—>y=mm
T T T

A= —%; A"(50) <0 = x=50és maxim]|.

Dos pals de 12 i 18 m d’altura disten entre si 30 m. Es vol col-locar un cable
que uneixi un punt del terra entre els dos pals amb els extrems d’aquests. On
cal situar el punt del terra perqué la longitud total del cable sigui minima?

18 cm 12 cm

30 cm

La longitud de la linia vermella ha de ser minima. Per Pitagores:

L=V18% + x% + V122 + (30 — x)?
L=V324 +x% + V144 + 900 — 60x + x?%

L=Vx*+324 + Vxr—060x+ 1044

Derivem per igualar a zero:

= 2x N 2x — 60
2V + 324 2Vx2—60x + 1044
' X . x—30
Va2 +324  Vax?-060x + 1044
L'=0
X B —(x=30)

Va2 + 324 VaZ—60x + 1044

Elevem al quadrat:
x?  _ x?2—60x + 900
x?+324  x?—60x + 1044

Unitat 8. Aplicacions de les derivades



180x% — 19440x + 291600 = 0

x =18
x =90

Cal situar-lo a 18 m del pal de 18 mia 12 m del pal de 12 m.

63. Es vol construir un diposit de llauté amb forma de cilindre d’area total 54 cm?.
Determina el radi de la base i I’altura del cilindre perqué el volum sigui ma-

xim.

Unitat 8. Aplicacions de les derivades

La funci6 que volem optimitzar és el volum:

V=nr:—h

54 —2mrt _ 27
2nr nr

Cal complir A = 2mrh =2mr? =54 — h = —r

2
V(r) = mr? (—7 - r) =27r—mr
nr

V() =27 — 312

Vi(r) =0=27-3r
9

r=3cm — hbh=—-3cm.
7T






