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m Resol els sistemes segiients i calcula el determinant de cada matriu de coeficients:
) 2x+3y=29 5x-3y= 8 4x+ y=17
Y35 - y=5 ) -10x + 6y =-16 9 5x+2y=19
) 9x —6y=7 ) 18x +24y=06 f) 3x +11y=128
—6x + 4y =11 € 15x +20y=5 8x— 7y= 46
2x+3y=29 2 3 5
a) 35— ye 5} 3 _1 =-11=20 Solucié: x=4, y=7
5X—3_)/= 8 5 -3 L 8 3
—10x+6y=—16} 10 ¢ =0 Solucié: x = §+§7u, y=A
4x+ y=17 4 1‘ .
) 5x+2y=19} 59 =320 Solucié: x=5, y=-3
—6y= 9 -6
_Zi+ 4i=171} 6 4" 0 Sistema incompatible
18x+24y=06 18 24 B 1 4
e 15x+20y=5} 15 20 =0 Solucid: x = g—gk, y=A
f) 8x— 7y- 46} g _7 =-109=0 Solucié: x = 109 y= 109
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1 Sigui A és una matriu 2 X 2. Justifica si aquestes afirmacions sén certes o falses:
a) Perqué |A| = 0 és necessari que els seus quatre elements siguin 0.
b) Si els dos elements de la segona columna de A s6n 0, llavors |A4]| = 0.

c) Si les dues files de A coincideixen, llavors |4| = 0.

b d
d) Si Z d = —15, aleshores Z b = 15.
L |m 3 m 30
e) Si 7‘ =43, aleshores n 70 = 430.
10
a) Fals, 1 0‘ =0

b) Cert, perque en els dos sumands del determinant apareix algun element de la segona fila.

a11 412
C) Cert: A=< > e |A|=ﬂ11ﬂ12—6111ﬂ12=0
411 412
d)C -’Cd‘—b d = —(ad - cb)=—|” ‘— 15)-15
)Cert: | I=cb-ad=—(ad ~cb)=~ = |==(-15)=
m 30 m 3
e) Cert: ‘ ‘=70m—30n=10(7m—3n)=10‘ ‘:10-43=430
n 70 n 7

& Calcula el valor dels determinants segiients i digues per qué alguns sén zero:

13 6 13 6 10
Vg 2 l’)‘4-2 911 0
d 7 -2 3 11 ¢ ’—140 7
7 2 |21 77 ) 60 -3
13 6
a) 4 9 =2
13 6
b) 4 2 =_50
10
) 1 0‘ =0, perque té una columna de zeros.
7 =2 .
d) 7 =0, perque té les dues files iguals.
3 11 . ) .
e) 21 77| 7 0, perque les files son proporcionals: (1a) - 7 = (2a).
-140 7 .
f) 0 -3|° 0, perque les columnes sén proporcionals: (2a) - (-20) = (1a).
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l
3 Siguin A = (n ';') i |4] =-13. Calcula:

27l D7 70 9 Al a5 o
a) 7; i‘=—i Z‘ =—(-13) =13

b) 7ln Z‘=7-‘i Z‘ 7.(-13) =91

c)I3A|=’§i 33:‘= : -‘1 Z‘=9-(—13)=—117

d)‘i’; ;i :3.5."; i‘:(_n.w.’i ’;‘ _(15) - (£13) = 195
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4 Calcula els determinants segiients:

51 4
03
96

a) 6
8
514
6
8

03
96

a)

=-114

90
-11
0 2
9 0
-11
0 2

b)

b)

— O W = O W

S Troba el valor d'aquests determinants:

04 -1
a1l 21
301
04 -1
a) (1 21
301
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6 Donats els determinants

=14

10 47 59
0 10 91
0 0 10

10 47 59

0 10 91|=1000
0 0 10

b)

b)

549
819
369

54 1
81 7
36-3

54 20
81 8
3 6 18

B= C-=

justifica si les afirmacions segiients sén certes o falses:

a) A =0 perque la tercera columna és suma de les dues primeres.

b) B=0 perque la tercera columna és diferencia de les dues primeres.

¢) C=0 perque la tercera columna és producte de les dues primeres.

a) Cert per la propietat 9 dels determinants. Si una matriu té una linia que és combinacié lineal de les
altres paral-leles, aleshores el seu determinant és zero.

b) Cert per la propietat 9 dels determinants. Si una matriu té una linia que és combinacié lineal de les
altres paral-leles, aleshores el seu determinant és zero.

c) Fals, perque el producte de dues linies no és una combinacié lineal d'aquestes.

7 Justifica, sense desenvolupar, aquestes igualtats:

3 -17
0 00O
111 4

a)

=0

4 1 7 7 4 1
b)j2 9 1 (=0 (2 9 7|=0
-8 -2 -14 27 94 71

a) Té una fila de zeros (propietat 2).

b) La 3a fila és proporcional a la 1a:
(3a) = (=2) - (1a) (propietat 6)
¢) La 3a fila és combinacié lineal de les dues primeres:

(3a) = (1a) + 10 - (2a) (propietat 9)
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xy z
8 Sabent que |5 0 3|=1, calcula sense desenvolupar els determinants segiients:
111
3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
a5 0 3 b1 0 3/5 ©|[2x+5 2y 2z+3
1 11 1 1 1 x+1 y+1 z+1
3x 3y 3z Xy 2z
a)|5 0 3(=3|503=3-1=3
1 1 1 111
5x 5y 5z J
b)|1 0 3/5/=5-L]503/=1.1=1
5
1 1 1 111
x ¥ z xJy =z
o [2x+5 2y 2z+3|=(50 3| =1
x+1 y+1 z+1 111
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9 Troba dos menors d'ordre dos i dos menors d'ordre tres de la matriu M.

Menors d'ordre dos; per exemple:

2 3 -15
we|sa | 2302 S|
N 4617711 517
41 [1 5
0 0 3 4
Menors d'ordre tres; per exemple:
2 3 -1|5
4 6 2|7 2 3 -1 -126
M=15]-1 2]6 4 6 2|=68 |1 1 5|(=21
411 15 5 -1 2 0 3 4
00 3 4

10 Troba el menor complementari i I'adjunt dels elements 2,5, 433 i a4; d'aquesta matriu:

0246
2-135
4=111 23
4.6 57
235
Opp=|123]==2 A,=D"*2 g, =-1-(-2)=2
457
026
O3=|2 =1 5| =108; As3=(-1)®*? . 035=1-108 = 108
4 6 7
026
Oy3= |2 =1 5[ =16; Agz= D4+ . 05=-1.16=-16
113
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11 Calcula el determinant segiient aplicant la regla de Sarrus i desenvolupant-lo per cada una de les
files i per cada una de les columnes:

3 7 -1

52 6
9 8 4

Comprova que s'obté el mateix resultat en els set casos.

Aplicant la regla de Sarrus:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

=3.2.44(5)-8-(C1)+7-6-9-(-1)-2-9-6-8-3-7-(=5) -4 =456

Desenvolupant per la 1a fila:

3 7 -
526

’—56 ’—52
9 8 4

=3 ‘ 3 =3-(-40)-7-(-74)—1-(-58) =-120 + 518 + 58 = 456

Desenvolupant per la 2a fila:

3 7 -
-5 2 6
9 8 4

3 -1 37
+2 _6‘98 =5.36+2-21-6-(-39) =180 + 42 + 234 = 456

5‘7—1
9 4

Desenvolupant per la 3a fila:

3 7 -
526

‘3—1
9 8 4

9‘ +4‘ =9-44-8-13+4-41=396-104 + 164 = 456

Desenvolupant per la 1a columna:

3 7 -
—526
8 4

-1
3‘ 8 4 +9‘ ‘=3-(—40)+5-36+9-44:—120+180+396:456

Desenvolupant per la 2a columna:

3 7 -
-5 2 6
9 8 4

- 3 -1
4 —8‘_5 6‘=—7'(—74)+2-21—8-13:518+42—104:456

= +2
=75 425

Desenvolupant per la 3a columna:

-1
—526
9 8 4

37 3 7
8 +4‘_5 2 =—1.(-58)=6-(=39) +4-41 =58 + 234 + 164 = 456




BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Unitat 3. Resolucié de sistemes
per mitja de determinants

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

12 Calcula aquests determinants:

70 -3 4 31-13
40 4 7 14-14
V376 9 Dlos 2 s
1019 20 0 2
0 -3 4
Zo 437 734
@ _ - _7. -
a) 37 6 9| 714 4 7|=-7-290=-2030
10 1 9 119
(1) Desenvolupant per la 2a columna.
?;_12 1-13 31 -1
by s 5 59—2 4 -1 4|+2|1 4 —1|=-2.28+2-28=0
20 0 2 3 25 03 2

(1) Desenvolupant per la 4a fila.

També podriem haver observat que la 4a columna és igual a la suma de les altres tres; i, per tant,
el determinant val zero.
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13 Calcula el rang de les matrius segiients:

1 230-14 4 215 3 1 001-1 21 0 -1
3-101 1 2 2 326 5 1-1210 51-3 -7

4=l4 13106 B le 53128 “=lo o001 D=\72 35 3
7 321 8 12 10 6 23 16 11000 10 2 2
1 2130 -1 4

4 3-1.01 1 2

413106
70 3218

Agafem el menor d'ordre 2: 3 11" —7 # 0. Les dues primeres files son linealment independents.

La 3a fila és la suma de les dues primeres, i la 4a fila és lasuma dela2aila3a — rn (4) = 2.
4 201 5 3
2 326 5
6 5 312 8
12 10 6 23 16,

42
Agafem el menor d'ordre 2: ‘ )3 ‘ =8 = 0. Les dues primeres files son linealment independents.

42 5
Agafem menors d'ordre 3: [2 3 6 | =820 — Les 3 primeres files s6n linealment independents.
65 12
4 215 4 2 5 3
, 2 326 2 3 6 5
Agafem menors d'ordre 4: 6 5 3 12 = 0; 6 5 12 8 =0 — ran (B) = 3.
12 10 6 23 12 10 23 16
1 0011 -1
1 -1:2:1 0
“looloo 1
1 1000
1 -1
Agafem el menor d'ordre 2: ‘1 0 ‘ =1 # 0. Les dues primeres files sén linealment independents.
0 01 -1
01 -1 121 0 01 -1
Comque |2 1 0 =‘2 1‘:—2¢0i 000 117 2 1 0, aleshores ran (C) = 4.
00 1 1 00 0 00 1
210 -1
5.1i-3 7
P=l723 -8
10 2 2
21
Agafem el menor d'ordre 2: ‘5 1‘ = -3 = 0. Les dues primeres files s6n linealment independents.
210
Comque |5 1 -3| =-9 = 0ila3afila és la suma de les dues primeres, aleshores ran (D) = 3.
10 2
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14 Esbrina si aquests sistemes s6n compatibles o incompatibles:

3x-2y=5 dx+ 5y=7 x+3y-z=1 x+3y-z=1
a)| x+3y=-2 b) 2x—- y=0 c) 12x +z=2 d) 12x +z3=2

2x— y=3 7x+ 11y =4 2y-z=0 2y—-z=5
a) 3x-2y= 5 3 -2 3-25

x+3y=-2¢p A=(1 3| A'=|1 3 -2

26— y= 3 2 -1 213

3-2

|l 3 ‘:ll: 0 = ran(A)=2

El sistema és compatible.
|A'|=0 — ran(A")=2

b) 4x+ 5y=7 4 5 4 517
2x— y=0p A=|2-1| A'=|2-10
7x+11ly=4 7 11 7 11 4

|A'|=147 20 — ran(A") =3 2z ran(A) = 2
El sistema és incompatible.

) x+3y-z=1 13 -1 1 3 -1
2¢ +z=2p A=[2 0 1] A'={2 0 1
2y—2z=0 0 2 -1 0 2 -1

S N =

Calculem el rang de A:
‘ 13

) O‘:—G::O i|A]=0 > mn(d) =2

Calculem el rang de A":
131

2 0} 2|=0 (perquela laila 3a columna sén iguals) — ran(A’) =2 = ran(A)

Com que la 4a columna de A’ ila la sén iguals, necessariament 7an(A') = ran(A); és a dir, el
sistema és compatible.

d) x+3y-2-1 13 -1 13 -11
2x +z=2y A=12 0 1] A'=(2 0 1|2
2y—z=5 02 -1 02 -15

Sabem que 7an(A) = 2 (veure l'apartat anterior).

Calculem el rang de A"

1 31
2 0 21=-3020 — ran(A") =3 = ran(4)
025

El sistema és incompatible.
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18 Resol per mitja de la regla de Cramer:
x—3y+5z=-24 x+ y-z=2
a) {2x— y+4z=-8 b){ x— y+z-8
r+y =9 2x+3y =10
a) x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z=-8 ¢ |[A|=]2 -1 4|=-1=0
X+ =9 1 1 0
24 -3 5 1 24 5 1 -3 —24
|A|=|-8 -1 4|=-7; |A)|=|2 -8 4|=-2; |4s=[2 -1 -8]=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Per tant: x=7, y=2, z2=-5

b) x+ y—z=2 1 1 -1
x— y+z=8 ¢ |[A|=|1 -1 1[=-6
2x+3y =10 2 3 0
2 1 -1 1 2 -1 1 1 2
|A|=|8 -1 1[=-30;|4,=][1 8 1|=0;|de|=|1 -1 8|=-18
10 3 0 2 10 0 2 3 10
Per tant: x=5, y=0, 2=3
16 Resol aplicant la regla de Cramer:
2x-5y+3z=4 3x—4y- z=4
a)y x—2y+ z=3 b) y+ 2=6
S5¢+ y+7z=11 2x+5y+7z=-1
a) 2x—5y+3z=4 2 5 3
x=2y+ z=3 ¢ |[A|=]1 -2 1|=13
Sx+ y+7z=11 5 1 7
4 -5 3 2 4 3 2 -5 4
|A. =13 -2 1|=65 |4y|=|1 3 1|=0; |4z]=|1 -2 3 |=-26
11 1 7 5 11 7 5 1 11
Per tant: x=5, y=0, 2=-2
b) 3x—4y— z=4 3 —4 -1
y+ z=6 ¢ |[A|={0 1 1[=0
2x+5y+7z=-1 2.5 7

Per tant, ran (A) < 3.

Com que hi ha menors d'ordre 2 diferents de zero, ran (A4) = 2.

3 —4 -1 4
A=10 1 1 6| > mn@d)=3
2 5 7 -1

Per tant, aquest sistema és incompatible.
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17 Resol els sistemes d'equacions segiients:
x— y+3z=1
a)13x— y+2z=3
-2y+7z=0
[ x- y+3z=1
b) \3x— y+2z=3
-2y+7z=10
a) x— y+3z=1 1 -1 3 I -1 31
3x— y+22z=3p A=|3 -1 2| A=(3 -1 2 3
-2y+7z=0 027 0 -2 710

Calculem el rang de A:

1 -1

0 =2201i|A]=0 > mnd)=2

Calculem el rang de A":

1 -1 1
3 -1 3|=0 (lalaila3acolumnasén iguals) — ran(Ad’) =2
0 -2 0

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 2a equacié:

x_y+3z=1}x—y=l—3z - x=y+1—3z=1+§
-2y+72=0 2y=-7z — y=%
Solucions: x=1+MA, y=7A, z=2\
b) x-— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 31
3x— y+2z=3 ¢ A=|3 -1 2| A'=(3 -1 2 3
-2y+7z=10 0 27 0 -2 710
Sabem, per l'apartat a), que 7an(A4) = 2.
Calculem el rang de A":
1 -1 1
3 -1 3[=20=20 — man(A)=3=mn(d)
0 -2 10

El sistema és incompatible.
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18 Resol aquests sistemes:

x+§+ziz 3x+4y =4
a) . w24 b) §x+§y=f3
5x-y+2=06 XY=
a) x+y =3 1 1 0 1 1 0|3
y+2=5 (011 , |0 1T 15
X +z=4 A= 1 0 1 A_l 0 1|4
S5x—y+2=0 5 -1 1 5 -1 1|6
1 10
Comque [0 1 1{=220 — mn(d)=3
1 01

Calculem el rang de A"
|[A']|=0 = rman(A') =3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de I'Gltima equacid i aplicar la regla de Cramer:

310 1 30 113
511 0 51 015
401 o (L4 1] 4 |1 04] ¢_
S S B e B e Rk
Solucié: x=1, y=2, z=3
b) 3x+4y=4 3 4 3 44
2x+6y=23 A=|2 6] A'=[2 6 23
2x+3y=1 -2 3 -2 31

Com que |A'| =-309 # 0, aleshores ran(A') = 3 = ran(A4).

El sistema és incompatible.
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19 Resol els sistemes d'equacions segiients:
’3x—5y+z=0 (x - y— 2=0
a)) x-2y+2=0 b)ix+ y+32=0
| x+y =0 X—5y-92=0
x+1ly—4z=0 5 0
2x+ 4y+ 2=0 rry+oz -
c) d)3x-y -2t=0
x+ y-—-2z=0 P
2% 16y +52=0 Xoyr mo Es
) 3x—5y+2=0 3 -5 1
x=2y+2z=0p |Al=|1 -2 1{=-520 — rn(A) = 3 = nre. d'incognites
X+ y =0 1 1 0
El sistema només té la solucié trivial: x=0, y=0, =0
b)x— y— z=0 1 -1 -1
x+ y+3z=0¢ |[A|=|1 1 3[=0
x=5y-9z=0 I -5 -9
1 —
Seleccionem el menor 11 =220 = ran(d) =2

Podem suprimir la 3a equacid i passar la z al segon membre:

Xx—y=z | x=—2
x+y=-3z| y=-2z

Solucions: x=-\, y=-2A, z=1A
o x+11y—4z=0

1 11 -4
2x+ 4y+ z2=0 B )
-2 4 1 |=-18 — ran(A) = 3 = nre. d'incognites
x+ y—2z=0 5

2x—16y + 5z =0

El sistema només té la solucié trivial: x=0, y=0, z2=0

d) x+y+5z =0 1 150
3x—y -2t=0¢y A=|3 -1 0 =2
x—y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0[/=-1420 — mn(d) =3
1 -1 1

Per resoldre'l, passem la # al 2n membre:

x+y+5z=0

3x—y =2t

X—y+ z=t
0 1 5 1 5

2t -1 0 3 2t 0 3 -1 2¢
1 1

t_ll_—7t_i__ t _7;__t‘_1—lt_0_
14 —14 207 14 14 2 % v v

X =

Solucions: x=\, y=-\, z=0, t=2A
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20 Resol aquests sistemes:

x—-2y+3z=0
X y+ z=0
A x-3y+22=0
(—x + 5y =0
[(x - 2y + 32 = 0
b) y+ z=20
x -3 +2z =0
X + 5y + 32 =0
x + 3z =0
) | y - t=0
I x+ ¥y +2t=0
2x+2y+3z+ t=0
[ x + 3z =0
- t=0
d) ‘
x + y + 2t =0
2x + 2y + 32 + 9 = 0
a) x—2y+3z=0 1 -2 3
7+ z=0 - 0 1 1
x—3y+2z=0 11 -3 2
—x + 5y =0 -1 5 0
Calculem el rang de A:
| 1 —253 1 —253
0 1 =1=20; |0 1:1(=0;{0 1.1|=0
1 -3 2 -1 5 0

Per tant, ran(A) = 2. El sistema és compatible indeterminat.
Per resoldre'l, podem prescindir de les dues tltimes equacions i passar la z al segon membre:

x—2y=-3z| x=-3z+2y=-3z2-2z=-5z
y=-z | y=-2
Solucions: x=-5\, y=-\, z=LA

b) x-2y+32=0

y+ 2=0
x=3y+2z=0
—x+5y+3z=0

El menor associat a les 1a, 2a i 4a equacions és:

1 -2 3
0 1 1|=320 — ran(A) =3 = nre. d'incognites
-1 5 3

El sistema té solucié tnica, que és la solucié trivial perqué és homogeni.

Solucié: x=0, y=0, z=0
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) X +3z =0 1 03 0
y —t=0]  [o10 1|
X+ y +2t=0 A= 110 2 » [4]=0
2x+2y+3z+ t=0 22 3 1
1 0 3
01 0[=-320 — rman(A) =3 < nre. d'incognites
1 10

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié i passar la ¢
al segon membre:

—X

x— 3z=0 z:?:%:t

Y =t y=t
X+ =-2t| x=-2t—y=-2t—-1t=-3¢

Solucions: x=-3\, y=A, z=A, t=1A

d =x +3z =0 1 03 O
¥ - t=0 B 01 0 -1 ~ L L
X+ y £ 2520 |A| = 110 2 =240 — ran(A) = 4 = nre. d'incognites
2x+2y+3z+9t=0 223 9

El sistema té solucié unica, que és la solucié trivial perqué és homogeni.

Solucié: x=0, y=0, 2=0, t=0
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21 Discuteix i resol:
x+ y+az=0 x+ y=kFk
a)jax— y =-1 b)ykx— y=13
x+4y+6z2=0 5x +3y =16
Q) x+ y+az=0 1 1 « 1 1 4|0
ax—y =-1t A=|a -1 0|]; A'=|la -1 0] -1
x+4y+06z=0 1 4 6 1 4 6|0
=2
2 B 54425496 5:+y/121 5111 “
|A| =4a*-5a-6=0 — a= S =g g <ﬂ:%
* Si a=2, queda:
1 1:2/0 1
A'=(2 -1, 0 -1 Agafem el menor: ) _1’ =320 > ran(d) =2
1 4 6|0
| —
A
1 1:0
2—1 -11=320 = ran(A') =3 = ran(A) — Elsistema és incompatible.
1 4 0
e Si a:—%, queda:
1 1:-3/4 0 1
A'=|-3/4 —15 0 | -1]| Agafem el menor: =l .0 > ran(A) = 2
,,,,,,,,,,,,, -3/4 -1 4
1 4 6 |0
| S —
A
1 10
—3/4—1—1 =320 — man(A') =3 =ran(A) — Elsistema és incompatible.
1 4 0
*Siaz2ia=-3/4 — ran(A) = ran(A’) = nre. d'incognites = 3, el sistema és compatible determinat. El resolem:
0 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
0 4 6|  (-44 1 0 6 -6

44’ —54-6 _442—54—6, J 44’ —54-6 =442—5¢z—6

1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3

Z = =
44> 546  4a’—54-6

6 —4a a-06 2 3

44:2—54—6’),_442—551—6’ 4a*> —54-6

Solucié: x =
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b) x+ y=k 114
kx— y=13p A'= |k -1 13
S5x+3y=16 5 316
—
A
k=2
4] =3k> 11k +10=0 — = 1EVIZIZ120 1121 — @
6 6 k:?
* Si k=2, queda:
112
A'=[2 -1]13
5 316
—
A
1
Agafem el menor: 2 —1‘ =320 = ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d'incognites

El sistema és compatible determinat.

Per resoldre'l, podem prescindir de la 3a equacié:

x+y=2
2x—y=13

y=2-x=2-5=-3

} Sumant: 3x=15 — x=5

Solucié: x=5, y=-3

*Si k= %, queda:

1 1 5/3
A'=|5/3 -1 13
5 316
(S —
A

1 1
’ ‘: =8 . 0 = ran(A) = ran(A’) = 2 = nre. d'incognites

53 -1|" 3
El sistema és compatible determinat.

Per resoldre'l, podem prescindir de la 3a equacié:

5
X+y==
5 3 Sumant: §x=ﬁex=ﬁ=£
—x—y=13 3 8 2
3
_ 5 _,->_11_-23
JEE3TYTI T TG
Solucid: x = %, y:%

e Si k=22 i k= % — ran(A') =3 = ran(A), el sistema és incompatible.
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22 Discuteix i resol, en funcié del parametre a4, el sistema d'equacions segiient:

(a-Dx+ y=0
(@a-1)x+(@a+1)y=0

(@a-1)x+ y=0 4 a-1 1
(a—1Dx+(a+1)y=0 “\a-1 a+1

1o _0
14| = (a— 1) ‘1 a+1’ C(a-a+ 1—1)=a(a—1)=0<z:1

* Si 2a=0, queda:

_ -0
X } y=x —> Sistema compatible indeterminat.
—-x+y=0

Solucions: x =N\, y=\
* Si a=1, queda:

=0
J } Sistema compatible indeterminat.
2y=0
Solucions: x=X\, y=0
*Siaz0iazl — ran(4) =2

El sistema té només la solucié trivial: x=0, y=0
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23 Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:
A 11 _01 _31 B (2 _1>
"\ “\1 2
-2 5 -3

Calculem la inversa de la matriu A:

|A| ==120 — existeix A~

0y () — () — A7 = L)
-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3 15 8 3
8 -53|—>[-8-53]>-9 5 -2|->4"'=[9 52
-3 2 -1 -3 2 -1 -5 -3 -1 5 31
Calculem la inversa de la matriu B:
|B|=-320 — existeix B!
Ol (Bl‘j) (le') B7l-= |B| (B )
21 2 -1 21 (2]
a2) 7\ 272 T T a2
24 Calcula la inversa d'aquestes matrius:
Al ) 5o 2 1
1 53
Calculem la inversa de la matriu A:
|A]=-120 — existeix A"
O (A,'j) (A]',') Al= |A| (A ;)
7 2 7 =2 7 —4 4 7 —4
41) 7 \ca 1) 7\ 1) 74 Tl
Calculem la inversa de la matriu B:
|B| =320 — existeix B!
OLZ']' (Bl‘j) (le-) B! |B| (B )
1 -1 =2 1 1 =2 1 3 -1 1 3 -1
312 21| >3 12 21| =1 12 -4 - B7'- % 1 12 -4
-1 4 8 -1 -4 8 -2 21 8 -2 21 8
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1. Rang de matrius a partir dels seus menors

Fes-ho tu. Estudia el rang d'aquestes matrius segons els valors del parametre 4:

{4 s 2 e 12
ayM=|-3 6 -9 6 b)N={2 1 £k c) P= 111k
kE -4 6 -4 111 11 21
a) El menor format per les tres primeres columnes és:
1 —k 3
3 6 9| =9k%—36k+36 — 9> -36k+36=0 — k=2
k -4 6
*Si k=22 = ran(M) =3
*Si k=2:
1 -2 3 2
M={-3 6 -9 6
2 -4 6 -4
Totes les columnes sén proporcionals; per tant, ran(M) = 1.
b) Trobem els valors que anul-len el determinant de /V:
1 k1 )
IN|= |2 1 k|=k*=3k+2=0<_
111 k=1
*Sik=22ikz1l — ran(N)=3
* Sik=2:
1 21 1 2
N=(2 1 ) 1‘=—3¢0—>mn(1\7)=2
11
*Si k=
1 11 11
N=(2 1 ) 1‘=—I¢O—>ran(N)=2
11
c) Resolem l'equacié |P| = 0:
1 1 2 1 a 1 1 2 1
2 3 8 1 ga;—z-ua) 054 1| |04 1
PI=10 21 1 k| eaeaw 0 0 3 ke1|7| 0 3 krl|=8k=16-0 = k-2
-1 1 =2 1| “a+@a 02 0 2 202

e Si k22 — ran(P) =4
*Si k=2 = mn(P)<4

1 1 2 1
2 -3 8 1 1 1
P= 111 2 ‘2 _3‘=—5¢0—>mn(1))22
-1 1 =21
1 1:2
2—38 =-1520 = rn (P)=3
-1 -1 1
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2. Regla de Cramer

Fes-ho tu. Resol aquests sistemes fent servir la regla de Cramer.

x+y— z=4
-5y=8
) x5y b)y x—y =3
-3x+2y=-9
5x+y-3z=18
7 =5 8 -5 7 8
a) |[A| = 3 2‘=—1; |Ax|=’_9 2‘:—29; |/1},|=‘_3 _9’=—39

x= 22229, y==2 39

Solucié: (29, 39)

1 1 -1
b)[Al=]1 -1 0|=0
5 1 -3
1 1
‘1 _1‘ =220 > ran(A)=2
Traiem la 3a equaci6 perqueé és combinacié lineal de les anteriors:
x+y—z=4
xX—y =3
Passem z al segon membre per tenir el mateix nombre d'incognites que d'equacions. Fem z=A (pard-
metre).
x+y=4+A
x—y=3
440 1 1 4+A
|Ax|:‘ 3 _1‘:_7\'_7; |Ay|:‘1 3 ‘:_7\‘_1
(A7 A+l )
Solucions: (—2 T

3. Estudi de la compatibilitat d'un sistema

Fes-ho tu. Estudia el sistema segiient segons els valors de % i resol-lo quan sigui possible:

x+ y—-z=4
x—y =3
x +z=1
3x+4y+z=k
Busquem el valor de % peral qual |4 = 0.
1 1 -1 4| @w 1 1 -1 4
1 -1 0 3| a-(a) 0 2 1 -1 2 -l
A1=11 0 1 1] ea-uw o1 2 -3 =_11 2 /e_?)12 S 15-3k=0 = k=5
3 4 1 k| G-3-03 0 1 4 k-12 a
*Si k25 = rman(A') =4 — elsistema és incompatible.
1 1 -1
*Si k=5 > rmn(A)=ran(A')=3, jaque |1 -1 0 |=-3=0
1 0 1
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El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, eliminem la quarta equacié i apliquem la regla de

Cramer:
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4
3 -1 0 1 3 0 1 -1 3
110 1] 8 8 11l 1. It o 1] 5
e R T )
Solucio: (%,—%,—%)
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4. Discussio de sistemes aplicant el teorema de Rouché

Fes-ho tu. Discuteix els sistemes d'equacions segiients i resol-los quan siguin compatibles.

xX—y+ z=2
x+ y+ z=a-1 24y i
a)12x+ y+az=a b)
mx+y+3z=06
x+ay+ z=1

x -2z=0
111 a-1 111 L2
D21 a a |>A=|21 a|=-a*+3a-2=0<_
a=1
1 a1 1 1 a1

*Siaz2iaz-1 — ran(A)=3=ran(A') — elsistema és compatible determinat.

Per a cada valor de « diferent de —1 i 2, tenim un sistema amb solucié tnica, que per la regla de Cramer és:

a-1 11 1 a-1 1 11 a-1
a 1 a 2 a a 21 a
1 a1 1 1 1 |l a 1
e —42+3a—2’y_ —a2+3¢z—2’2_ —a*+3a-2

Solucié: <¢z+1, Z—a’ — )
a-1 a-1

S6n tres plans que es tallen en un punt.

e Sia=-1:

—_
—_
—_
|
\S)

X+ y+z==2
2x+y—z=-1¢ A'=(2 1 -1 -1

x—y+z=1 1 -1 11

11

21 =120 > ran(A)=2

1 1 =2 El sistema és incompatible.
2 1;-1]=3%0 — ran(4)=3

111

Sén tres plans que es tallen dos a dos.

e Sia=2:
x+ y+ z=1 1 1 1|1
2%+ y+2z=2¢ A'=|2 1 22
x+2y+ z=1 1 2 11
b1 120 A)=2
5 1l="1= — ran(A) =
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Com que la columna de termes independents és igual a la columna de coeficients de z, tenim que
ran(A") =2 = ran(A): el sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre'l, agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre:

x+y+ z=1
2x+y+2z=2} - x=1-4 y=0 2=}

Els plans es tallen en una recta.

b) Comencem estudiant el rang de A', ja que pot ser 4:

1 -1 1 2
21 a1 4

|A'| = m 1 3 6 =12-12m=0 = m=1
1 0 2 0

*Sim=z1l — ran(A') =4 = ran(A), el sistema és incompatible.

e Sim=1:

1 -1 1
2 1 -1{==620 — ran(A) =3 =ran(A") — el sistema és compatible determinaz.
1 0 =2

Traient la tercera equaci:
xX—y+ z=2

2x+y— z=4  Apliquem la regla de Cramer i obtenim: x=2, y=1, z=1
x— 2z=0

Els plans es tallen en un punt.
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8. Calcul de la matriu inversa

Fes-ho tu. Donada aquesta matriu:

10 -1
A=(0 a 3
41 -a

a) Troba els valors de a per als quals A és regular.

b) Per a a = 2, troba la matriu inversa de A.

10 -1
a=3
a) |[A|=1]0 a 3 =—42+4a—3—>—42+4a—3=0< »
41 —a =
A ésregularpera a=3 i a=1.
b)a=2:
|A|=1
10 -1 -7 12 -8 -7 -1 2
A=[02 3| > A)=|-1 2 1| > A'=12 2 3
41 =22 2 -3 2 -8 -1 2
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6. Sistemes homogenis

Fes-ho tu. Discuteix i resol:

x+ y— 2=0
x+3y+ z=0
3x+ay+4z=0
Es un sistema homogeni; per tant, sempre és compatible. Calculem el determinant de la matriu de coeficients:
11 -1
|A|=[1 3 1|=20-22 = 20-24=0 = 2=10
3 4 4

*Siaz10 = ran(A) =3 =ran(A’') — el sistema és compatible determinas.

Per a cada valor de # diferent de 10, tenim un sistema amb solucié tinica: (0, 0, 0), la solucié trivial.
*Sia=10 = ran(A) =2 =ran(A') — el sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre'l, agafem les dues primeres equacions i passem z al segon membre com a parametre:

X+ y= z}

x+3y=—z

Solucions: x =2\, y=-\, z=1A
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1. Propietats dels determinants

Si ¢, ¢y i c3 son les columnes la, 2a i 3a d'una matriu quadrada d'ordre 3 tal que |c; ¢, c5| =7,

calcula:

a) |c3 ¢ o b)|3¢c; ¢ +¢ —c3) o lcp+2¢5 ¢ 2¢3-¢f
) les o al=CDe o a|=7

b)|3er ey+e —e3|=3CDep e+ e|=-3|ep o o|=-21

O ler+2c5 ¢ 2e5—c|=|e; eyt 4des|=4le; ey c3]=28

2. Resoldre una equacié
Troba el valor de x per al qual |2B| = 160 si B és la matriu:

x 3 1
B=|x+1 4 2
x 2-x°1

|2B| =2°|B| — 23|B| =160 — |B|=20
x 3 1
|B]=|x+1 4 2|=x3-x24+x-1=20 > x> —x?+x-21=0 -

x 2-x1
— (x-3)x*+2x+7)=0 = x=3

3. Sistema compatible per a qualsevol valor del parametre
Sigui el sistema d'equacions:
ax+ y+ z=a+2
2x—ay+ z=-2
X— ytaz=a
a) Comprova que és compatible per a qualsevol valor de a.

b) Calcula'n la solucié en forma matricial en el cas a = 0.

¢) Resol per a a =1 fent servir el métode de Gauss.

a 1 1
a) |A|=(2 —a 1|==2>-1=0 — a=-1
1 -1 a
*Sia=-1 — ran(A)=3=ran(A") — elsistema és compatible determinat, té solucié tnica.
*Si a=-1:

—x+y+z=1 11

At yrz= 2 ’2 1‘=—3=0—)mn(/1)=2
x—y—z=-1
Afegim la columna de termes independents:
10101

21 21=0 > ran(A) =2 =rn(A)

1 -1 -1

El sistema és compatible indeterminat, t¢ infinites solucions.

Per tant, el sistema és compatible per a qualsevol valor de a.
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b) 2 = 0:
0 1 1\ [x 2
2 0 1])|y|= 2)
1 -1 0/ \z 0
—_—
A X =B —> X=A"'B
-1 1 -1
Al(—l 1 —2)
2 -1 2
-1 1 -1 2 —4
X=[-1 1 2] —2) —4
2 -1 2 0 6
ca=1:
x+y+z= 3 1 1 13 (1a) 1 1 13
2 —y+z=-2 2 -1 1|-2] (@a-2-(1a 0 -3 -1/-8
x—y+z=1 1 -1 1] 1) Ga-(a 0 -2 0 -2
(1a) 1 1 1|3
(2a) 0 -3 -1 -8| »>x=-3,y=1,2=5
3.(32) -2 (2a) 0 0 210

4. Resoldre una equacié matricial

-2 m 0
Donada la matriu A= 0 0 m]|:

1 -1 0
a) Calcula els valors de m per als quals A té inversa.
b) Per a m = 1, calcula la matriu X que verifica XA + X-24=0.
2 m 0
0 0 m
1 -1 0
A téinversasi m=0 i m = 2.

b)XA+X-24=0 =5 X(A+1)=24 = X=24AA+1)"!
1

m=0
a) |[A] = =m2—2m%m2—2m=0<m:2

Per comprovar que aquest pas és valid, veiem si (4 + /)7 existeix.

-2 1 0 100 -1 10
A+I=[0 0 1]+(0 1 0]=[0 1 1
1 =10 001 1 =11

|A+ 1| =—1; per tant, té inversa.
-2 1 -1
A+Dt=|-11 -1
1 0 1

2 1 0\/[=2 1 -1 6
X=24AA+D1'=210 0 1|[-11-1]=(2

-2 2
0 2
1 -1 0/\1 0 1 -2 0 0



Unitat 3. Resolucié de sistemes

BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

per mitja de determinants

Exercicis i problemes proposats

Pagina 101

Per practicar

W Determinants.

1 Calcula el valor d'aquests determinants:

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

181 3 4 -6 7 80 0 31
al7 0 b)|2 -1 1 |0 -7 3 d|-202
16-1 53 5 1 01 3 40
181 3 4 -6 7 8 0 0 31
a|l 7 0[=0 by|2 -1 1]=0 0|0 =7 3]=-25 d)|-2 0 2(=10
1 6 -1 5 3 -5 1 0 1 3 40
2si| " "o -5, quin és el valor de cada un dels determinants segiients? Justifica les respostes.
R m+3n p+3q b)‘P m o 3n —m‘
" 1 qn 39 -
P 2m ‘ 1 n/m’ ‘m Sm‘
Vg 20 7 lmp mg D15 s
m+3n p+3q| 1) |m pl @ |m n
a) = = =5
n q n q ? 4
mi(2 3
b) pme|r 4 (=)_‘m " _s)=s
q n m n Y
37 —
0 n m(ﬁ)_ nm(z)a‘m n‘:3'(_5):_15
39 —» q P r 4
2m m
o|? 2@, 2 @2 q(z)_2‘mn 510
q 2n q n m n P4
1 n/m‘() 1 ‘m n| |m n
e) = —.m = =
mp. mq m p gt 'pr q
m Sm
f) P 5]7‘ =0, perque les dues columnes sén proporcionals.

(1) Si a una fila li sumem una altra multiplicada per un nombre, el determinant no varia.

(2) El determinant d'una matriu coincideix amb el de la seva transposada.

(3) Si canviem d'ordre dues files o dues columnes, el determinant canvia de signe.

(4) Si multipliquem una fila 0 una columna per un nombre, el determinant queda multiplicat per

aquest nombre.
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3 Resol:
3 4 -5 a-1 1 -1
a1l -1 1|=0 b)| 0 4+6 3|=0
1 -1 a a-1 2 0
211 a+l1 11
902 2[=0 d| 1 24/=0
2 3 a? 1 a2
3 4 -5
A1 -1 1[(=7-7a=0 > a=1
1 -1 &«
a-1 1 -1
b)| 0 4+6 3 |=a2+24-3=0 > a=1, a=-3
a-1 2 0
21 1
Q|02 2|=44*>-12=0 = a= 43, a=-43
2 3 4*
a+l1 11
| 1 2 al=-a>-4a?+6a=0 - a=-3, =0, a=2
1 a2
4 Quin valor de 2 anul-la aquests determinants?:
all a-1 1 -1
a)|111 b)| 0 2-2 1
01 a a 0 2
1 1 2 a+l 1 1
ja 1 2 d)|—a-10 -2
1 a+1 0 0 1a4%2-a-1
11 a 11
|l 11l=[1-4 0 0|=@-1D@-1=@-1)2%=0 - a=1
01 a 0 1 a
a-1 1 -1
b)| 0 4-2 1|=2@-1D@-2)+a+a(a-=2)=2a-1)a-2)+ala-1) =
a 0 2
a=1
=(ﬂ—1)(3“—4)=0<,,_i
3
1 1 2 1 1 2 41
9la 1 2/=]a=10 0|=(1-0(2-29=20-a(1+a)=0 <_
1 2+1 0 0 a -2 ==
a+1 1 1 a+1 1 1
d)|-2-10 -2 =1 0 1 -1 =(a+Da*-a) =
0 1 d-a-1l |0 1 2-a-1
a=0
:d(a+l)(ﬂ—1):0<a:1
a=-1
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111
5 Sabentque |2 b c¢| =5, calcula el valor dels determinants segiients:
xy z
1 1 1 0 0 1
a)|a+7 b+7 c+7 b)|c—a b—c ¢
x[2 yl2 22 z-x y-2 2
l-x 1-y 1-z 2 2 2
o |a+2x b+2y c+2z d)|—~x -z —y
2x 2y 2z a ¢ b
1 1 1 © 1 1 1 1 1 1 @ 111
a) la+7 b+7 c+7|\=|a b ¢ |+|7 T 7T |= % a b ¢ +O=%'5=%
xI2  yl2 22 X2 yI2 zI2] |xI2 yI2 22 Xy 2

(1) Descomponem el determinant en suma de dos.

(2) Traiem % factor comt de la 3a fila. El 2n determinant és 0, perque les dues primeres files sén

proporcionals.
COLUMNES
0 0 1 (12) - (3a) -111 0 111
b)lc—a b—c c|= 20+ 3 —a b c|l=—a b c|=-5
Z—X y—2 2 (32) X y z Xy z

(1) Traiem —1 factor comu de la 1a columna.

FILES

I-x 1-y 1-2z (1a) l-x 1-y 1-z o l-x 1-y 1-2
o |a+2x b+2y c+2z|= Qa)-(3a) a b c | =2| a b c | =
D 2y 22 (3a) 2x 2y 2z X y z
FILES
(1a) + (3a) 111
= (2a) 2la b ¢|=2-5=10
(32) X 9y z

(1) Traiem factor comd el 2 de la 3a fila.

2 2 2 1 1 1 111 111
|~ =2 —|=2|«x -z —y|=2|a ¢ b|=-2|a b c|=-2-5=-10
a ¢ b a ¢ b x z ¥ X y z
M Rang d'una matriu
6 Estudia el rang de les matrius segiients:
10 -1 2 P2
- 213
a)|23 1 =2 b) 305
24 2 1 1 2 1
1 -1 2
a) El rang és 3, ja que el determinant |2 1 2| =15=0.
2 2 1
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b) 4a fila = 2a fila — 1a fila.
3a fila = 1a fila + 2a fila.

1 -1 2
21 3 1 -1 2
Per tant: ran 3 0 5| (2 ) 3>
1 2 1
1 -1
Com que )1 ’=3¢0 — Elrang és 2.

7 Troba el rang d'aquestes matrius:

1
35 1231 -1
6 10 -2
A=, o | b)B=[{4562 1
is 1003 4
2-10 0 L2 0 3
c-10 0 %21 dD=(01 -1 =2
9C=10 2 -1 0 )-2 B
20 -1 0 7 -
3 5
6 10 -2
VA=11701
415 0

01
Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero: 50 ‘ =520 — ran(d) 22
Les dues dltimes files son linealment independents.

Veiem si la 2a fila depén linealment de les dues tltimes:

6 10 -2
1:0 1|=0 — La2afiladepén linealment de les dues dltimes.
415 0

1:0 1| =10 = 0. Per tant, 7an (A) = 3.
4150

=-5=z0

45‘
10

Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero:
Les dues primeres columnes sén linealment independents. Per tant, ran (B) = 2.

Veiem si la 3a columna depen linealment de les dues primeres:

123 2 3
:‘5 6‘:—3¢O.Pertant,nm(B)=3.
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2-1 0 0
c 00 2 -1
D=0 2 -1 0
20 -10
Calculem |C|:
FILES
2-10 0| ‘(w 2-10 0
0 2 -1
c 0 0 2 -1 ( 002—1(1)2210
1€1=10 2 1 0] @ 02-10|" - )
2 0 -1 0l (a-0a 01 -1 0 -1
=22-1)=220 — man(C) =4
(1) Desenvolupem per la 1a columna.
12:0 3
d)D={0 1:-1 -2
2730
. . 12
Agafem un menor d'ordre 2 diferent de zero: 0 1/*0

Les dues primeres files sén linealment independents.

Veiem si la 3a fila depén linealment de les dues primeres:

120
-1|=-3-4+7=0

La 3a fila depén linealment de les altres dues.

-2|=-8-6+14=0

N O = N O
N o= NN~
(O8]

Per tant, ran (D) = 2.

8 Estudia el rang de les matrius segiients segons el valor del parametre que hi apareix:

210 a 1 0 2 -1 a 111
a)A=|11 2 b)B=|-1 2a 2 oC=|a 3 4 dD=(1 -a1
31 a 1 -1 2 3 -12 1 1 a
210
a)|A|=|11 -2|=2a-6+4-a=a-2=0 - a=2

31 a

21
*Si 2=2 — Comaque |4]|=0 i ) l‘:l:O — ran(4) =2

*Siaz2 > |A|20 - mn(d)=3

a 1 0 2=0
b)|B|=|-1 22 2| =4a>-2-2a+2="4a>-24=0 — 2;;(2;;-1)=0<a_1
1 -1 2 "2

1 0
Observem que 3 2‘ =220 > ran(B) =2
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*Sia=0 - |B|=0 = ran(B) =2

°Sia=% — |B|=0 — ran(B) =2

'Siﬂ#Oid#% — |B|#0 = ran(B)=3
2 -1 a
O|C|=|a 3 4|=12-4>-12-92+8+2a=-a">-72+8=0 —
3 -1 2
74449432 7+4/81 749 a=-38
e R
3 4
Observem que 1 2‘=10¢0 — ran(C) =2

Per tant:

*Sia=1 - |C|=0 - mn(C)=2
*Sia=-8 = |C|=0 = rmn(C)=2
*Siazlia=»-8 — |C|20 — mn(C)=3

1 1 1
D=1 -2 1 =—412+1+1+zz—1—¢z=—az+1=0<z_l1
1 1 a
1 11 11
*Sia=1—-> D=1 -11 —>‘1 1 20 = mn(D) =2
1 11
111 11
*Sia=-1 >D=[11 1 %‘1 1 20 = mn(D) =2
11 -1

*Siazliaz-1 > |D|20 = mn(D)=3

M Teorema de Rouché. Regla de Cramer

9 Aplica el teorema de Rouché per esbrinar si els sistemes segiients sén compatibles o incompatibles:

x— y=6 x+ y— z=-2 2x+3y-2=3
a) 14x+ y=-1 b)2x—- y-3z=-3 ) 1—=x-5y+2=0
(5% +2y=-5 x-2y-2z=0 3x+ y-2=06
X+ Y+ z=2
x—-y—-2z=2 x+3y+ z=-1
x—-2y-7z=0
d)2x+y+3z=1 e) ) x— y—- z=-1
3x + z=5 y+ z=-l 2x+ y+32=5
2x + 3y =0 Y
a) x— y=6 1 -1 6
4o+ y=-1p A'={4 1 -1
5x+2y=-5 5 2 -5
—
A

Com que

1 -1
41 ‘ =520 1i|A'|=0, tenim que: ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de la tercera equacié:

x—y=06 } Sumant: 5x=5 = x=1

y=—l-4dx=—1-4=-5 ‘\ Solucié: x=1, y=-5

4x+y=-1
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b) x+ y— z=-2 11 -1/-2
2x— y-3z=-3; A'=(2 -1 -3 -3
x—2y-2z=0 1 -2 20
%/_/
A
1 1
Tenim que |A4|=0 ique ) _1’ =320 = ran(d)=2
1 1 =2
Comque |2 -1 -3(=-320 — ran(A')=3=rmn(Ad) =2
1 -2 0

Per tant, el sistema és incompatible.

€ 2x+3y—2z=3 2 3 -13
—x—-5y+2=0¢ A'= —1—511 0
3x+ y—2=06 3 1 -16
%/—J
A
2 3

Com que |4]|=0 i 1 _5‘ =—7 =0, tenim que ran(4) = 2.

2 3:3
Amés, |-1 =51.0]|=0.Pertant, ran(A") =2 = ran(A) < nre. d'incognites.

3 1 6

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la tercera equaci:

2x+3y—z=3} 2x—z=3—3}/} Sumant: x=3+2y

—x-5y+z=0[ —x+z=5y z2=5y+x=5y+3+2y=3+7¢t

Solucions: x=3+2\, y=A, 2=3+7A

d) x—y-2z-2 1 -1 22
2x+y+3z=1p A'=|2 1. 3 1
3x  + z=5 3 00115
| —
A
2
Com que |4]|=0 i 30 =-3 =0, tenim que rn(A) = 2.
1 -1 2
Com que '2””17‘51 =620 > man(A')=3=zmn(d) =2
3 0:3

Per tant, el sistema és incompatible.

€ X+ y+ z=2 11 12
x—2y-72=0 gt 270
yroa=—lE T 0 1 1
2x+3y =0 23 0 0
| —
A
1 1 1
Comque |1 -2 —7|[=5=01i |A'|=0, tenim que ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.
0 1 1

El sistema és compatible determinat.
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Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0o -2 -7 1 0 -7 1 -2 0
11 1| 15 0 -1 1| _10 01 -1| 5
S L L U b R P ) (VR A LSl R B |
¥ 5 5 -7 5 5 ‘ 5
Solucié: x=3, y==2, z=1
£) x+3y+ z=-1 1 3 1 /|-1
x— y— zg=-1¢ A'=|1 -1 -1 -1
2x+ y+3z=5 2 1 3|5
%/_J
A
Com que |A|=-14#0, tenim que ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.
El sistema és compatible determinat.
El resolem per mitja de la regla de Cramer:
-1 3 1 1 -1 1 1 3 1
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
5 1 3 0 2 5 3 14 2 1 5 28
- -0 __q; - D S P _ 28 5
* 14 ISV 14 14 N 14 “14
Solucié: x=0, y=-1, z=2
10 Resol aquests sistemes aplicant la regla de Cramer:
{8x+14y=2 b x"J’_z”:;
x-y ~—t=
3x— 5y=11
* Y z2-t=0
3x—y =2 x—y—-z+t=4
) 2x+ y+ z=0 d)
X+y+z—t=2
3y+2z=-1
2) 8x+14y=2 | (8 142 P
3x— 5y=11 \3 5111 - |A]=-82=
[N —
A
‘2 14‘ 8 2
11 S50 164, 13 11] gy
= TTgp T s P VT g s )
Solucié: x=2, y=-1
b)x+y—z+r=1 11 -1:1]1 11 -1
x—y —t=2p A'={1 -1 0 :-1/2] — tenimque|l -1 0|=-2=0.
5—1=0 00 1.-10 0 0 1
%/—/
A
1-r 1 -1 1 1-¢ -1
2+t -1 O 1 2+ O
ol 2 0 13- 34+r, 10 2 1] 14z -1-¢
-2 -2 2’ -2 -2 2
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1 1 1-¢
1 -1 2+¢
_ 0 0 t 2t
z= — ===t
Solucions: x=3+k, =_1_}”,z=7\,,t=7\,
2 2
93—y =2 3 -1 0] 2
2c+ y+ 2=0 tA=|2 1 1 0| = |A]=1=0
3y +2z=-1 0 3 2|-1
ﬁ_/
A
2 -1 0 3 2 0 3 -1 2
0 1 1 2 0 1 2 1 0
BRI o -1 2] 5 o3 ] 70
X 1 =7 "o I B 1 =177
Solucié: x=-1, y=-5, z=7
dDx—y—z+t=4| x—y=4+z-1¢ 1 -1
=2=0
X+y+z—t=2| x+y=2—-z+¢t 1 1
4+z—1t —l‘ ‘1 4+z—¢
|2-z+t 1| 6 . 12—zt D 2742
¥= o =7=3; y= 3 = > =—l—z+¢
Solucions: x=3, y==1-A+W, z2=A, t=J
Pagina 102
11 Estudia i resol, quan sigui possible, aquests sistemes:
3x+y-2=0 x—2y+ z=-2
a)y x+y+z=0 b)1-2x+ y+ z=-2
y—z=1 x+ y—-2z=-2
=5
x+2y+2=0 i+y+z—6
y=x-—y =1 d)
_ vezeo1 y+z=7
y-== 2x+y+2z=11
a) 3x+y—-2=0 31 -10
x+y+z=0p A'=|1 1 1|0
y—z=1 01 -1]1
%,—/
A
Com que |A|=~-6=0, tenim que: ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat. El resolem per mitja de la regla de Cramer:

01 -1 30 -1 310
01 1 1 0 1 110
R T | S IO [0 U A S (U 0 § B S|
Y6 "6 37T ¢ TZ67 3 °TT ¢ "6 3
Solucié: xz_?l, y:%, z:_?l
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b) x-2y+ z=-2 1 20 1|2
2x+ y+ z=-"2¢p A'=|-2 1.1 =2
X+ y—2z=-2 171 2 22
[
A
1 2
Com que 1 ‘:—Bi |A| =0, tenim que ran(A4) = 2.
1 2 2
Amés, |-2 1 +2|=18=20. Pertant, ran(4') =3 = ran(4) = 2.
1 1 =2

Per tant, el sistema és incompatible.

) x+2y+z=0 1 21 10
—X — J/ =1 A': 7—71”77717‘: 0 1
- y—z=-1 0 -1 -1 -1
%/_/
A
) 1 2:0
Com que |A4| =0, 1 _1‘=1¢0 i |-1 =11 |=0, tenim que:
0 -1 -1

ran(A) = ran(A") = 2 < nre. d'incognites
El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la primera equacié i

fer-ho en funci6 de y:

—x— =1 | x=-1-y
—y—z=-1| z=1-y

Solucions: x=-1-A, y=A, z=1-1A

d) x+y =5 1105
x +z=6 , |1 0 16
yrz=7 [4T o117
2x+y+z=11 21 111,

1 10
Tenim que |A'|=0i|1 0 1|=-2#0. Pertant, ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites.
011

El sistema és compatible determinat. Per resoldre'l, podem prescindir de la quarta equacié:

510 150 115
60 1 16 1 106
_711_i_~ _071_i_- _017_i_
S e s L e wa e LA B

Solucié: x=2, y=3, z=4
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12 Estudia i resol els sistemes segiients:

X+ y+ z=2

x—y-—2z=2
a) 2x+‘;+3z=1 b) x=2y-72=0
y+ z=-1
o+ 523 2x + 3y =0
a) x—y—2z=2 1 -1 =212
2x+ y+3z=1; A'= 21: 31
3x + z=3 3 00113

Com que |4]|=0 i

21
5 0’ =-3 =20, tenim que ran (4) = 2.

1 -1 2
Amés, [2 1! 1|=0.Pertant, ran (A') = 2 = ran (A) < nre. d'incognites.
3 03

El sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre'l, podem prescindir de la primera equacié:

2x+y+3z=1} 2x+y=1_32} X = 3;z=1_§

Fem z = 3A.
3x + z=3| 3x =3-z ),:1—3z—2x:—1—%

Solucions: x=1-XA, y=—1-7\, z=3A

b) x+ y+ z=2 11 112
x—2y-7z=0 1 -2 -7 0
A'= !
y+ z=-1 0 1 1/ -1
2643y =0 23 070
H_/
A
1 1 1
Comque |1 -2 -7{=5=201i |A'|=0, tenim que:
0 1 1

ran (A) = ran (A') = nre. d'incognites = 3
El sistema és compatible determinat.

Per resoldre'l, podem prescindir de la 4a equacié. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0o 2 -7 1 0 -7 1 -2 0
-1 1 1| 715 0 -1 1| _q9 01 -1] 5
S L R P ] LU S il B |
X 5 5 =% ) 5 5 o 5 5

Solucié: x=3, y=-2, z=1
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13 Resol aquests sistemes homogenis:

9x+3y+2z=0
x+ y— z=0
) 112 -3y -22=0 b) Jx— y+ =20
A 2y 0 8x+ y+4z=0
S A x+2y-2z=0
a x+ y— z=0 x+ y— 2=0 1 1:-1
12x-3y—2z=0 x=2y+ 2=0p A=|1 -2 1
x—2y+ z=0] 12x—3y—2z=0 |12 23 2

Com que |4]=0 i =-3 =0, aleshores, rn(4) = 2.

4

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre'l, podem prescindir de la tercera equacid i passar
la z al segon membre:

X+ y=2 }

x—2y=—2
z 1 ’ ‘1 z
e 22 oz |1 =Bl 2z 2g
S T S R e
Solucions: x=%, y:%, z=A\
b) 9x + 3y +22=0 9 3 2
3x— y+ 2=0 ~ 3 -1 1
8+ y+4z=0 18 1 4
x+2y-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Comque |3 -1 1|=-35=0,aleshores ran(A) = 3 = nre. d'incognites.
8 1 4

El sistema només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.

M Calcul de la matriu inversa amb determinants

14 Troba la matriu inversa de les matrius segiients:

2 2
a M= 5 _4
30
b)N=<—5 2)

a) |[M|=2#0 — lamatriu M téinversa. La calculem:

— 1
O (M]) (]W],) — M= W (]W],)

-4 5 (—4 -5 ~4 2 =N 1(—4 2
22) 7 \2 2\ s 2) M =S\ 2
21

1 _
M ‘(-5/21

) és la matriu inversa.
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b)|N|=6%0 — lamatriu /V té inversa. La calculem:

-1 1
o (V) (]V}'i) —> N = W (N}i)
(2 —5) (2 5) (2 0) N 1(2 0)
0 3 AVE *\5 3 3 " 6\53
| 1/3 0 ; o
- = 5/6 1/2 és la matriu inversa.

15 a) Calcula la inversa de cada una d'aquestes matrius:

121 210
A={010 B=|013
203 211

b) Resol les equacions AX=B i XB=A si A i B s6n les matrius de I'apartat anterior.

121
a) |[A]=]0 1 0| =120 — Existeix 4.
203
-1 1
O (Aij) (A]'i) A = W (Aji)
3 0 -2 3 0 =2 3 -6 -1 3 -6 -1
6 1 -4|—|-61 4|—[0 1 0|]— A1=|l0 1 0
-10 1 -1 01 2 4 1 -2 4 1
210
|B|=]0 1 3] =2=0 — Existeix B7..
211
-1 1
O (Bl']‘) (Bji) B = W (B]l)
-2 -6 2 2 6 -2 -2 -1 3 -1 =1/2 3/2
1 2 0|—|-1 2 0|—|6 2 -6]— B'=[3 1 -3
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

b)AX=B — A'AX=A"'B - X=A"'B

3 -6 -1\/210 4 —4 -19
X=AB=10 1 0]/{013]|]={0 1 3
2 4 1/\211) \=2 3 13

XB=A — XBB'=AB' > X=AB"!

12 1\(-1 -1/2 3/2 4 3/2 =712
X=AB'=f0o10|[3 1 -3|=[3 1 -3
203/\-1 0 1 -5 -1 6
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16 Calcula la inversa de les matrius segiients:

120 71 2
A=[1 1 1 B=|5 -1 -1
-1 0 -1 21 0
120
|A| = 1 1]=-1
-1 0 -1
OC,-]- (Az‘j) (Ajz') A |A| (A)
10 1 1 0 1 -1 2 2 1 -2 =2
2-12]|=(2 -1 =2|=(0 -1 1> 4"'=[0 1 1
2 1 -1 2 -1 -1 1 -2 -1 -1 2 1
7 1 2
|B|=|5 -1 -1|=1
21 0
-1 1
O (B,']’) (B],) B :|B| (B]z)
1 =2 3 123 121 121
2 4 5|52 45|52 43> B'=(243
1 -3 2 1 32 352 352

17 Troba els valors del parametre ¢ per als quals les matrius A i B no sén regulars i calcula:

a) Al siz=1. b) B! si t=2.
1 0 4 Lo
A=(0 ¢ 4 B=[110
L3 t 01

r=2

Q) [A| =2 +4:-12=0 — ¢= —4iJ;6W:_43¢@:_42i8 2

A no és invertible pera #=2 nipera #=-06.

Calculem A7! pera r=1:

1 04
A=10 1 4| - |A]=-

-1 31

1_

O (Al']') (A]‘i) A” |A| (A )
11 4 1 11 -4 1 ~11 12 -4 11 12 -4
_1253—>125—3—>_45—4—>A-1:%—45—4
-4 4 1 -4 —4 1 1 -3 1 1 -3 1

t=
b)|B|:1—t2:0<t_

B no és invertible pera r=1 nipera z=-1.
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Calculem B7! pera r=2:

102
B-|110| > |B|--3
201
-1_1
O (Bz'j) (Bji) B~ = W (Bji)
1 1 =2 1 -1 =2 1 0 =2 -10 2
0 30|—>{0-30|-(-1-32 —>B‘1=%13—2
-2 -2 1 -2 2 1 -2 0 1 2 0 -1
Per resoldre
18 Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m:
7y+ 5z=-7 (mx+ y— z=1
a) \3x+4y+mz=-1 b){ x-2y+ z=1
7x +5z=7 3x+4y-2z=-3
2x + _’y— z=1 X+ y+ z=6
©4 x-2y+ z=3 d)12x+2y+mz=6
5x—5y+2z=m mx =0
a) 7y+ 5z=-7 07 5|7
3x+4y+mz=-1¢p A'=|3 4 m -1
7x  +5z=7 70 517
H—/
A

El sistema tindra solucié si 7an (A) = ran (A'), segons el teorema de Rouché.

Busquem els valors que fan |A4| = 0:

07 5
|A|=(3 4 m|=49m—-245=0 > m=5
7 0 5
07
e Sim=5—> 3 4 20 > ran(A) =2
07 -7
3 4 —1(=-49+196-147=0 > ran(A') =2
7 0 7

El sistema és compatible indeterminat.

*Sim=5 — ran (A) =ran (A') = 3, el sistema és compatible determinat.

b) mx+ y— z=1 m 1 -1 1
x—=2y+ =1 t A'=|1 2 1|1
3x+4y—2z=-3 3 4 23

S
A
m 1 -1
|Al=|1 =2 1|=4m-4+3-6-4m+2=-5
3 4 2

Com que |A| =0 pera qualsevol valor de m, ran (A) = ran (A') = 3. El sistema és compatible
determinat per a tot m.
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o) 2x+ y— z=1 2 1 -111
x—2y+ z=3p A'=|1 -2 1|3
S5x—5y+2z=m 5 -5 2 m
-
A

2 1 -1
[A]=]1 -2 1[=-8+5+5-10+10-2=0

5 -5 2
? _12 20 > ran(A)=2
2 1 -1
1 2 3|=—4m-5+15+10+30-m=-5m+50=0 > m=10
5 =5 m

*Si m=10 — ran (A) = ran (A") = 2. El sistema és compatible indeterminat.

*Si m=#10 — ran (A) =2 = ran (A') = 3. Elsistema és incompatible.

d) x+ y+ z=6 11 116
2x+2y+mz=6p A'=|2 2 m 6
e _ m 0 00

-
A

1:'1 11]6
*Sim=0—>A'=(2:2 0]6
0 0

00
1
‘ s 0l* 0 — ran(A) =ran(A") =2 — Elsistema és compatible indeterminat.
1116
«Sim=2—A'=(2 2126
2 0:0/0
2 9 116
‘2 ol * 0; (2 2 6|20 = man(A)=2=rn(A")=3 — Elsistema és incompatible.
2 00
*Sim=#01im=z2 — ran(A) =ran (A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

19 Discuteix els sistemes homogenis segiients en funci6 del parametre a:

2x—ay+ 4z=0 x — 2=0
a)) x+ y+ 72=0 b) ay+3z=0
x— y+12z=0 4x+ y—az=0

a) Els sistemes homogenis sén sempre compatibles perque 7an (A) = ran (A'). Poden tenir solucié
tinica o infinites solucions. Estudiem el rang de A:

2 —a 4
|[A|=|1 1 7|=24-4-7a-4+14+122=52+30=0 = a=-6
1 -1 12
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1

*Sia==6 = ran(A)=ran (A") =2, perqué || | #0.

1

El sistema és compatible indeterminat.

*Siaz—-6 — ran(A) =ran (A') = 3. Elsistema és compatible determinat.

1 0 -1

a=1
b)|A]=]0 1 3|=—a?+4a-3=-0 <
a=3
4 1 -1
1.0:-1
*Sia=1—>A4=(0 1:3], 01 20 — ran (A) =ran (A") =2
4 1 -1

El sistema és compatible indeterminat.

1 0:-1
©Sia=3 > A=|0 3.3, o 3|70 = ran(Ad)=rn(d)=2
4 1 -1

El sistema és compatible indeterminat.
*Siazlia=z3 > ran(A)=ran(A')=3

El sistema és compatible determinat.

20 Existeix algun valor de 2 per al qual aquests sistemes tinguin infinites solucions?

3x—2y—-3z=2 x+ y+ z=a-1
a) \2x+ay—5z=—-4 b)2x+ y+az=a

x+ y+2z=2 x+ay+ z=1
a) 3x—2y—-3z=2 3 2 -3 2

2x+ay—5z=—4, A'=|2 a -5 -4

X+ y+2z=2 1 1 2|2

%f_/
A

|A|=92+27=0 = a=-3
* Si a=-3, queda:

3 -2 32
A'=(2 -3 -5 -4
1 1 22
3 2 3 42 2
Com que ) _3|*° 5 i|2 +3 —4| =20, aleshores ran(A) =2 = ran(A") = 3.
1 1 2

El sistema és incompatible.
*Siaz-3 = ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

Per tant, no existeix cap valor de & per al qual el sistema tingui infinites solucions.

b) x+ y+ z=a-1 11 1la=1
2x+ y+az=a A'=12 1 a| a
xX+ay+ z=1 1 2 1 1
%/_J
A
- - a=1
|A|=_ﬂ2+3ﬂ—2=0—)d= 3im=_3i1
—2 —2 a=2
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* Si a=1, queda:

La laila 3a equacions s6n contradictories; per tant, el sistema és incompatible.

* Si a=2, queda:

1 1:1 1 L1
A'= 2”1”12 2| Les columnes 1a, 3a i 4a sén iguals, i ) 1‘:—1:0.
1 2 11
-
A

Per tant, ran(A) = ran(A') = 2. El sistema és compatible indeterminat.
*Siazliaz2 = ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema és compatible determinat.

Per tant, el sistema té infinites solucions pera a = 2.

21 Discuteix els sistemes homogenis segiients en funcié del parametre a:

2x— y+ z=0 x+y+ z=0 ax+ y—- z=0 3x+3y- z=0
a)) x+2y-32=0 b) { ax +2z=0 0y x+ 2y+ 2=0 d)14x+2y—az=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0 3x+ 10y +4z2=0 3x+4y+62=0
a) 2x— y+ 2z=0 2 -1 1

x+2y-3z=0p A=|1 2. -3

3x—4y—az=0 3 -4 -a

Com que és homogeni, sabem que 7an(A) = ran(A").
|A|=-524-25=0 - a=-5

2 -1

*Si a=-5 — Com que . 2

‘ =520 = rmnd) =mnd') =2

El sistema és compatible indeterminat.
eSiaz-5 — ran(A) =ran (A") = 3.

El sistema és compatible determinat, només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.

b) x+y+ z2=0 1.1 1
ax +2z=0; A=|a 102
2x—y+az=0 2 -1 a

Com que és homogeni, sabem que 7an(A) = ran(A").

1+y/1+24  1+5 a=-3

-2 ) a=2

|A|=—a?-a+6=0 = a-=

1
*Sia=-3 0a=2 — Comque ‘=2¢0—>mn(A)=mn(A')=2

1
0 2

El sistema és compatible indeterminat.
*Siaz-3iaz2 — ran(A)=ran(4A') = 3.

El sistema és compatible determinat, només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.
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¢ ax+ y- z=0 a 1:-1
x+ 2y+ z2=0p A= 71”727‘: 1
3x+10y+42=0 3 10 4
Com que és homogeni, sabem que 7a7(A) = ran(A").
|A|:—2a—5:0%a:§
e Si az—% — Com que ) _1 ‘=3¢0 — ran(A) =ran(A') =2

El sistema és compatible indeterminat.
. Si ai_% 5 ran(A) = ran(A") = 3

El sistema és compatible determinat, només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.

d)3x+3y— 2=0 3 3, -1
4x+2y—az=0p A=|4 21 —a| > |A|=3a—46=0%a=43—6
3x +4y+6z=0 346
. _ 46 53 ,
°Sl¢z=? — Com que 4 9 =—620 > man(A)=ran(A') =2

El sistema és compatible indeterminat.
*Sia= 43—6 — ran(A) =ran(A4') = 3.

El sistema és compatible determinat, només té la solucié trivial: x=0, y=0, z=0.

22 Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m:

mx+y+ z=4 x+ y+ z=m-1 x+ 2y+3z=0
a)] x+y+ z=m b)2x+ y+mz=m oy x+my+ z=0
X—y+mz=2 | x+my+ z=1 (2x+ 3y +42=2
[ x +2z=3 2x+ y+ z=1
x+my+z=4
) x+3yrz=5 o 3x+ y+ z=-1 f) x-2y+ z=m
Y 2y— z=-2 x+ y—2z=0
mx+ y+z=4
‘ | x— y+mz=-5 xX— y— z=m
Q) mx+y+ z=4 m 1 1|4
x+y+ z=mp A'=|1 1 1 | m
X—y+mz=2 1 -1 m| 2
H_J
A

m=1
Al=m?-1=0
4] =m <m:—1

* Si m=1, queda:
1 1
A'=(1 1
1 -1 1|2

114
111 ::l Contradictories — Sistema incompatible.

* Si m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1 |-1 ::| Contradictories — Sistema incompatible.
1 -1 -1 2

*Simzlim=-1 — ran(A) =ran(A') = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.
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b) x+ y+ z=m-1 1 1 1
2+ y+mg=m A'=(2 1 m m
1 m 1

x+my+ z=1 1
|
A
3+/9-8 _3+1 m=1
Al = -m? -2=0 = =
|A| = —m* + 3m — m 5 =) me?
* Si m=1, queda:
1 1 1]0
A'=(2 1 11 ::| Contradictories — Sistema incompatible.
11 1)1
* Si m=2, queda:
1 111
A'= 72”1J 2 2. Les columnes la, 3a i 4a son iguals.
1 2 1)1
%/_J
A
11
Com que ) 1‘ ==120 — ran(A') = ran(A) = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
*Sim=z11im=z2 — ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.

o x+ 2y+3z=0 1 230
x+my+ z=0p A'=|{1 m 10
2x+ 3y +4z=2 2 3 4]2

%/_/
A

|A|=-2m+2=0 > m=1

* Si m=1, queda:

1230
a1 110
2 3 4|2
s 1 210
Com que 1 l‘z—li 17711 0| =-2=%0, aleshores: ran(A) =2 =ran(A') =3
2 3 2

El sistema és incompatible.

*Si m=1— ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.

d) x+my+z=4 1 m 1 4
x+ 3y+z=5¢p A'=[1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 1|4
[ —
A

2

— m=3
|A|:m2—4m+3:0—>m: 4i@:4iﬁ:4§2< )
m =
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* Si m =3, queda:

1 314 ::l C . . .

a-l1 31 s Contradictories — Sistema incompatible.
3114

* Si m=1, queda:

1 114

A'= 71”?1 1 5|. Lalaila 3afila sén iguals.
1114

1
A més, 13 ’ =2=0. Pertant, ran(A) = ran(A') = 2 < nre. d'incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
*Sim=#3imz1l — ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites.

El sistema és compatible determinat.

Pagina 103

10 -1
23 Donadala matriu A=|{0 x 3 |, troba:
41 —x

a) Els valors de x per als quals la matriu A té inversa.

b) Lainversade A pera x=2.

10 -1
Q|0 x 3|=-x2+4x-3=0 > x=3, x=1
4 1 —x
A tinversasi x=3 i x= 1.
10 -1
b)|4]=10 2 3|=1
4 1 =2
O (Al']') (Aji) A7t = ﬁ (A]',‘)
-7 —-12 -8 -7 12 -8 -7 -1 2 -7 -1 2
1 2 1]|>|-12 -1|->{12 2 3] > 4"'=(12 2 -3
2 3 2 2 -3 2 -8 -1 2 -8 -1 2
2 1 1
24 Donadala matriu A=|2 3 2 |
-3 -3 -2

a) Calcula A(2I-A).
b) Justifica si existeixen les matrius inverses de A i 27— A.

¢) Per a quin valor de % es verifica A~! = kI A?

2 1 1\[ /100, [2 1 1 2 1 1\/0 -1 -1
)AQI-A)=2 3 2|2fo10]|-[2 3 2|2 3 2|-2-1 =2
332\ \oo1) \-3-3-=2f \-3-3-=2/\3 3 4

b)AQ2I-A)=1 — A i 2I— A tenen inversa i cada una és la inversa de 1'altra:
A'=21-4
QI-A)'=4

) k=2

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II
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23 11
25 Donada 4 = <1 2), troba X tal que AXA4 = <2 3>.
axa- (M} x-at (P 4o
“l23) 7472 23
Calculem A~

(2 3) (2 1) (2 —1) 5 (2 —3)

A=, 5) = =5 5] = @p={ 5 | > 4=
(2 —3)(1 1)(2 —3) (—1 —2)

Y=o 2 e s 2 )70 o

1 -1
26 Donades les matrius A = (

-1 2

, 21 . 13
) i B= (1 0), troba la matriu X tal que AXB = <0 _1>.

1 3 1 13
AXB = ( ) — A7'AXBB!' = A7 ( > )B‘l — X=A4"! < )B‘l

0 -1 0 -1 0 -1
Calculem A%

’1—1

Calculem B~
‘ 21
1 0]

s (21 sy (01 sy (0 g1 (01
=\10) 2 By=y 2] 2> Bi={_y o) > F ={; 2
PENCRATERE RO 5 -8
“\1 1/lo -1/\1 =2/7\2 =3
27 Resol I'equacié AXB = C si:

=23 s el

AXB=C — A 'AXBB'=A"'CB! - X=A"1CB!

-1

Calculem A7' i B! (J4|=11i |B]=1 — existeixen A™' i B™):
3 4 3 4 3 2 L (3 2
() = (2 3) ~ Mif):(—z 3) - (Aﬁ)=<—4 3) -4 =<—4 3)

21 2 1 2 -3 L (2 -3
@) =3 5) 2 B=\5 5) 2 Bi={_1 2] 7B =1 ,

Per tant:

ceavants ()00 3 )G S
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28 Donades les matrius:

A 2 01 B 30-1 C 1 2 D -8
“\1 -15 110 “\3 -1 )

troba la matriu X que verifica (AB*+ C)X = D.
(AB'+ C)X=D — (AB'+ C)' (AB'+ C)X=(AB*+ C)"'D — X=(AB'+ C)"'D
P (3) 1 12\ (7 -2\ (1 2) (-6 0
gut £=A0 A= 1 5 321/ 2 0)\3 —1)7 1 4

-1 0
e Calculem E7' (|E|=6=0 — existeix £7)):

11 -1 -1 10 o110
(o) = (0 —6) - (Eif):<0 —6) - (Eﬁ):(_1 —6) - £ 123(—1 —6)

e Per tant:
~ ; —1_—1_L_10_8_L8_4/3
X=UB'+ )" D=E"D- 6(—1 _6>(—2>‘6(20 ~\10/3

29 Troba X tal que 34X = B, si:

102 102
A=|011 B=1101
101 111
3AX=B — X-= %A‘IB
Calculem A7! (JA|=-120 — existeix A7"):
1 -1 -1 1 1 -1 1 0 =2 -1 0 2
-1
(@)=[0 -1 0= U=[0 -1 0| Up=|1 -1 1| 4"=(-11 1
-2 1 1 -2 -1 1 -1 0 1 1 0 -1
Per tant:
-1 0 2 102 1 20 1/3 2/3 0
X=%—111 101=%110=1/31/30
1 0 -1 111 0-11 0 -1/3 1/3
30 Donades les matrius segiients:
) '(')’ /; : g (112 c (011
B “\1 0 1 “\1 2 -1

001
a) Per a quins valors de m existeix A~1?
b) Pera m =1, trobala matriu X tal que X4+ B=C.

m 4 4
0 2 4
011

34| -

=2m

Existeix A~! si m = 0.

b)XA+B=C - XA=C-B — X=(C-B)A!

14 4\7" (1 =2 4
02 4| =[0 1/2 =2
001 0 0 1
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C8011 1 -1 2\ [-1 2 -1
P71 2-4a)7\1 0 1)7\0 2 2

1 -2 4

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

-1 2 -1 -1 3 -9
- (C— -1 _ 2=
X=(C-B)A _(02_2>01/2 2_<0 1_6>
0 0 1
1 & 2 0k
31 Siguin les matrius A4 = 0 -1 1 iB=|11]|
32

a) Determina per a quins valors de % la matriu AB té inversa.

b) Resol I'equacié ABX =3I pera k=0, on I ésla matriu unitat d'ordre 2.
0 4

4B 1 £ 2 L1 E+6 2k+4

A AB=\, 4 2 1
E+6 2k +4 D)
N NP

Existeix (AB)™! pera k=— % .
b) ABX =31 — X=3(4B)™!

k=0 - 4= (® 4
=0 A=

6 4\' (=12 2
21) “\1 =3
_3<—1/2 2)_(-3/2 6)
- 1 -3/ \ 3 -9

32 Escriu en la forma habitual aquests sistemes i resol-los si és possible:

x 11 4
IR W E
o 2 -1 1
a) x+3)/+2x:4} x+3)/=4—27»}
x— y— z=0| x— y=»A
’4-2% 3‘ ‘1 4-2%‘
. V.| 4ok _4e) ) I A | —4+430 _4-3)
1 3 —4 4 -4 -4 4
.
Solucions: x = 427”,)/: 4_437\‘, z=A
b) x+y=4
3x—y=0
2x—y=1
1 1
‘3 3 20 — ran(d) =2
1 1 4
3 -1 0[=-820 — ran(d)=3
2 -1 1

Com que ran(A) = ran(A"), el sistema és incompatible.
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1 -1 4 11
33 Escriu les equacions lineals del sistema AX =B iresol-lo, si A= 3 1 0|iB=|5
1 -1 4)\/[x\ [11 -1 ol 2
AX=B > |3 1 o]|{y]|=|5
-1 0 1/\z 2
Multiplicant les matrius del primer terme:
x—y+4z=11
3x+y =5
—X + z= 2
Resolem el sistema:
1 -1 4|11
A=(3 1 05
-1 0 1|2
N—
A B
|A| =8 — ran (A) = ran (A') = 3. Sistema compatible determinat.
11 -1 4 1 11 4 1 -1 11
5 1 0 3 50 3 1 5
_201_&_‘_—121_£_'_—102_%_
¥= g g Ut T 8 =% 70
Solucié: x=1, y=2, z=3
34 Expressa en forma matricial i resol amb la matriu inversa:
2x + y =2 x+ y— z=3 x+y =-1 x+2y+ z=3
a) y+32=0 b)12x+ y+ z=-2 © y+z=-2 d) 3y+ z=4
2x+y+ z=2 x-2y-3z=1 x +z=3 x+2y+2z=4
a)2x+y =2 (21 0| [x| (2
y+3z=0+ [0 1 3].{y|=|0
2x+y+ z=2 211 z 2
—_—— o
A X = B
|A] =2 =0 — Existeix A!. La calculem:
1 1
O (Ai]') (A]',') A7 = W(Aji)
-2 -6 =22 -2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0|->|-1 2 0|>|6 2 -6|—>A4'=[3 1 -3
3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1
Per tant:
-1 -1/2 3/2 2 1
A-X=B > A'. A.X=A"1.B—> X=A1.B=(3 1 -3 1-10]=(0
-1 0 1 2 0

Per tant: x=1, y=0, 2=0.
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b) x+ y— z2=3 1 1 -1\ [x 3
2x+ y+ z=-2 21 1| |yl={-2
x—=2y-3z=1 1 -2 -3/ \z 1

— — —
A . X = B

|A|=1120 — Existeix AL La calculem:

oL — (A;;) (4;) A= WA]»
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 2 3|55 2 3|57 2 3 —>A‘1=%7 2 -3
2 3 -1 2 3 -1 5 3 -1 -5 3 -1
Per tant:
1 5 2\ /3 11\ [=1
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B—>X=A‘1-B:ﬁ 7 -2 3].[=2 :ﬁ 22 |=| 2
5 3 -1/ \1 22/ \=2
Per tant: x=-1, y=2, z2=-2
ox+y =-1 1 1 0\ [x -1
y+z=-2¢ |0 1 1)-fy|=]-2
X +2=3 1 01 z 3
e e
A . X- B
|A| =220 — Existeix A7, La calculem:
O (Aj]') (A]'i) A= ﬁ (A]'i)
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11—1—)—111—>11—1—>A‘1=%1 -1
1 1 1 1 -1 1 11 1 11 1
Per tant:
1 -1 1)\ /=1 4 2
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B—>X=A‘1-B:% 1 1 -1][=2 :% —6|=(-3
-1 1 3 2 1
Per tant: x=2, y=-3, z=1
dx+2y+ z2=3 1 2 1\ [x 3
3y+z:4 031-y:4
x+2y+2z=4 1 2 2/ \z 4
—_—
A . X =2B
|A| =320 — Existeix A7, La calculem:
1 1
O (Ai]») (A]'i) A~ = W(Aj,’)
4 -1 -3 4 1 -3 4 2 1 4 -2 -1
210—>—210—>11—1—>A’1=%1 1 -1
-1 1 3 -1 -1 3 3 0 3 3 0 3
Per tant:
4 -2 -1\ (3 0\ /0
A-X=B—> A1 A-X=AV.B > x=at.B=L[1 1 —1|[4|=L(3]|=|1
3\ 5 0 3/ 14 2\3) |

Per tant: x=0, y=1, z=1
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35 Resol el sistema segiient:

2 0 5)\/(~x -3 4

1 1 2])ly]+(1]=(-1
-111 = 2 1
2 0 5 x 7
1 1 2-|y|=|-2
-1 1 1 z -1
— — —
A X - B

|A| =16 %0 — Existeix A7, La calculem:

oL —— (A;;) (4;) Al WA]»
3 -1 2 3 1 2 3 5 -5 3 5 -5
—572—)57—2—>179—>A‘1=%179
5 9 2 59 2 2 2 2 2 22 2
Per tant:
3 5 5\ (7 16 1
A-X:B—)X:A*I-B=% 1 7 9= :% ~16 |=[-1
2 =2 2/ \a 16 1

Per tant: x=1, y=-1, z=1

36 Estudia els sistemes d'equacions segiients. Resol-los quan siguin compatibles i interpreta
geometricament les solucions obtingudes:

x+ay— z=1+a
aA)\x+ y—az=a
X—- y- z=a

X+ z=1
b) y+(@a-1)z=0
Lx+(a—1)y+ az=a
1 a -1
) |Al=|1 1 —a|=1-4> > 1-42=0 - a=+=1
1 -1 -1

*Siaz-1iazl — ran(d)=ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

El resolem fent servir la regla de Cramer:

2
_—a+a 1, 1 . ___ 2
SIS T A L 21
*Sia=-1:
1 -1

x—y—2z=0

x+y+z=-1 ‘:2¢O—>mn(A):2

1 1

x—y—z=-1

Afegim la 4a columna i la 3a fila:

1 -1 0
1 1 -1[==220 — rn(d)=3
1 -1 -1

Per tant, ran(A) = ran(A') — El sistema és incompatible.
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*Sia=1:
xX+y—z=2 11
x+y+z=1 ‘1 _1‘=—2¢0—>mn(A)=2

x—y—z=1

Afegim la 4a columna i la 2a fila:

112
1 1 1]==220 = mnd)=3
1 -1 1

Per tant, ran(A) = ran(A') — El sistema és incompatible.
Interpretaci6é geométrica:
*Siaz-11ia=1, tenim tres plans que es tallen en un punt.
* Si a=-1, el primer i el tercer pla son paral-lels i el segon els talla.
* Si a=1, el primer i el segon pla sén paral-lels i el tercer els talla.

b) |A]| = a-1=-a*>+3a-2 > 4*>-32+2=0 > a=2, a=1

—_ O
—

*Siazliaz2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.
Fent servir la regla de Cramer:

a=1, ,_a-1 1

-2 7T a2 a-2
*Sia=1:

X =

Les equacions la i 3a s6n iguals. Agafem les dues primeres equacions i passem z al segon
membre com a parametre.

x+ z=1
y =0
Solucions: x=1-1A, y=0, z=1A
e Sia=2:
X+ z=1 1
y+ 2=0 ‘0 1‘:1¢0—>mn(z‘l)=2
X+y+2z=2

Afegim la 4a columna i la 3a fila:

1
0 1:0/=120 — ran(d)=3

—_
—_
[\

Per tant, ran (A) = ran (A') — El sistema és incompatible.
Interpretaci6é geométrica:
*Sia#11ia=2, tenim tres plans que es tallen en un punt.
* Si =1, dos plans sén coincidents i es tallen en una recta amb el tercer.

* Si a=2, els plans es tallen dos a dos.
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m-1 1 0
37 Siguila matriu: A=(m-1 m+2 2
m—-1 m+2 m+1

a) Determina per a quins valors de 7 la matriu és singular.

b) Resol, si és possible, el sistema segiient pera m=1 i m=-1:

X 2
Aly|=(8
z 8
m—1 1 0 1 1 0 1 0 0
a) |Al=|m-1 m+2 2 |=(m-1){1 m+2 2 |[=(m-1|1l m+1 2 |=
m—1 m+2 m+1 1 m+2 m+1 1 m+1 m+1
10 0 10 0
=m-1)m+1)|1 1 2 |=(m-1)(m+1)|1 1 0 |=m=1)%m+1) =0 = m==1
1 1 m+1 1 1 m-1

A éssingularpera m=-1 1 m=1.

-2 10
b)eSi m=-1 - A=(-2 1 2
-2 10
El sistema queda:
“2x+y =2
_2x+}/+2z:8 |1 2‘:2#0 4 7471(14)22
“2x+y =8

Afegim la 4a columna i la 3a fila:
1 0:2
1 2:8{=12=20 — mn(4d')=3

1 0 8

El sistema és incompatible.

010
*Sim=1—>A=(0 3 2
0 3 2
El sistema queda:
y =2
3y+2z=8 Lesequacions 2a i 3a sén iguals.
3y+2z=8

Ens quedem amb les dues primeres equacions i agafem x com a parametre.

¥ =2
3y+2z=8

Solucions: x=M\, y=2, z=1
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10 -1
38 a) Considera la matriu 4 = (2 11 ) i calcula el rang de les matrius A4 i A*A.

b) Resol el sistema d'equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del qual és 4A.

©) Resol el sistema d'equacions lineals homogeni la matriu de coeficients del qual és AA4°.

1 0 -1 L2
a) A= 1 — A'=|0 1

21
-1 1
AAflO_l(l)f21 AA?) =2
A=l ) “\1 ) A=
-1 1
1 2 1 0 -1 5 21
AP A=|10 1 1,1 1) 21 1| > ran(A'4) =2
-1 1 112
b) Com que el rang és 2, seleccionem el menor:
5 2
’2 1=1:t0

Podem suprimir la 3a equacié i passar la z al segon membre:
S5x+2y=—z

— x=2z y=-3z
2x+y =-z

Solucions: x =N\, y=-3\, z=1A
c) Com que ran (AA") = 2 = nre. d'incognites, el sistema només té la solucié trivial: x =0, y=0.
Pagina 104

39 Donada la matriu:

110
A=|-11 2
1 01

determina B perqué es verifiqui B—1=A'A"\.

1 10 1 -1 1
A=|-1 1 2);47={1 1 0

1 01 0 2 1
Calculem A7

|A|=4 %0 — Existeix A™!. La calculem:

O (Ai]‘) (A]‘,‘) At= ﬁ (A]‘l')
1 -3 -1 1 3 -1 1 -1 2 1 -1 2
11—1—>—111—>31—2—>A‘1=%'31—2
2 2 2 2 2 2 1011 11 2
Calculem A7- AL
1 -1 1\ /1 -1 2 3 -1 6
Af.A—IZ%.l 1 ol{3 1 =2|=L.04 0o o
0 2 1/ \a1 1 2 5 3 2
3 -1 6\ (100 1 -1 6
B:A’-A‘H[:%- 4 0 ol+l0 10 :%- 4 4 0
5 3 2/ \loo1 55 2
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40 Estudia el rang de les matrius segiients segons els valors del parametre que contenen:

kB -12
3 _k 0 1 331 1 -20 11 -1 O
a)A=5 5 0 0 b)B=(%k £ 3 -1|] ¢C=|-1 -1 £ 1| dD=({21 -1 0
10 2 1 -133 0 1 1 1 & -t 6 3-t 9-1¢
FILES k k
k k-1 2 a)—2 - (4a -2 -5 0
(=2 -2 k =5
4 340 0| @ 3 -k 0 0l b o0 |@
V=15 ¢ 0 0] e 5 k0 0| © ool
10 2 1| @ 1 0 21 °
5‘3 H _dok—0 = k-0
T T0ls g | TTHEED RS
(1) Desenvolupem per la 4a columna.
(2) Desenvolupem per la 3a columna.
00-12
Si k=0 - A4 7000 ; _013 0 A
i k=0 — =5000—>?21¢ — ran(A) =3
10 2 1
*Si k20 — |A|20 > mn(d) =4
1 33
b)| £ £ 3| =6k—18 — 6k—18=0 — k=3
-1 33
1 33 1 1 31
*Si k=3 > B=(3 33 -1| > |3 3 -1/=1820 — rnn(B)=3
-133 0 -1 3 0
*Si k23 > man(B)=3
Per tant, 7an(B) =3 per a qualsevol valor de 4.
¢) Observem que 72z (C) < 3 perqué només hi ha tres files.
1 0
’_1 ) =120 > ran(C) =2
1 20 b |k 10 b1
-1k 1|=k2-2k-3=0<_ s -1 -1 1=k 1=0<
11 k Lk PR L

*Si b=-1 — mn(C)=2
*Si b2-1 — ran(C)=3

d) Observem que 7an (D) <3 perque només hi ha tres files.

11

21 =120 > man(D) =2

1 1 -1 1 1: 0

21 -1 |=¢t-9=0 > t=9; 21 0 |=22—-9=0 — =9
-t 6 3—7¢ -t 6 99—z

*Sitz9 = ran (D) =3
*Si t=9 = ran(D)=2
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41 Calcula el rang d'aquestes matrius en funcié del parametre #:

t 112 t t 0
aA)A=(2 ¢t 21 b)B= 2 t+1 ¢-1
2112 2t+1 0 —£-3
3__;3 f; 52 -19
¢ C= dD=(2 -4 8 ¢
1 3 2+¢2
t+2 0 ¢t 12 42

a) Observem que 7an (A) <3 perque només hi ha tres files.

21
2 9 =220 > ran(4) =2
t 12 r=2 t 12 )
200 1|=22-5:42=0 < ; |27 1|=20-42—r+2=0<_ \F
212 r=5 12 =ty 5
*Sit=2 — mn(Ad)=2
*Sit22 = ran(d)=3
t t 0 r=0
b)|Bl=| 2 £+1 £-1 =t(t2—3t+2)=0<t=l
2%+1 0 —r—3 P
000 21
*Sit=0 > B=(21 -1 —>h 0=—1¢0—>mnw)=2
10—
11 0 29
*Sit=1—>B=[(22 0 —)‘3 0‘=—6¢0—>mn(3)=2
30 -4
22 29
*Sit=2 > B=(2 3 -9‘2 3 =220 > man(B) =2
50 -

*Sit=20,t=211it=22 — mnB)=3

¢) Observem que 7an (C) <3 perque només hi ha tres columnes.

20
=—620 = ran(C) =22
13
3-r3 2 -2 0 -1
2 00-1|=-9r+18=0 = r=2 | 1 3124¢|=-3r+6=0 — r=2
1 3 2+¢ t+2 0 ¢

*Si t=2 = ran(C)=2
*Sit22 — mn(C)=3

d) Observem que 7an (D) <3 perque només hi ha tres files.

2
; 4 =2420 — ran (D) =2
5 2 -1 5 219
2 —4:8|=0; |2 —4it|=24-6t=0 — t=4
1 2 4 1 =2 2

*Si tz4 — ran (D) =3
*Sit=4 = ran (D) =2
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-x 1 1
42 Donadalamatriu A=| 1 —-x 1
1 1 —x

a) Resol I'equacié [4]=0.

b) Calcula el rang de la matriu A segons els valors de x.

- 1 1
a)|A]=]1 -« 1 = x343x+2=0 > x=-1, x=2
1 1 —
111
b)Si x=—1 - A=|1 1 1| = ran(d) =1
1 11
2011 o
Six=2 > A=|1 2 1 —>’1 _2‘=3¢0—>mn(z‘l)=2
1 1 =2

Sixz-1ix22 = ran(d)=3

100
43 Donadala matriu A=(1 1 0]:
001

a) Troba I'expressi6 general de A” on 7 és un nombre natural qualsevol.

b) Raona que A” té inversa per a qualsevol 7 > 1 i calcula aquesta matriu inversa.

1002 /100, /100, (100
aA?=|110|=[{110][110]=|210
001 00 001/ \001

0

1

1 00\ /1

A3 =A% . A= 210-<1
001/ \0

100
A"={n 10
001

100
b)|[A”|=|n 1 0| =120 — A” téinversa.
001
100" /1 00
nlO] ={-»120
001 0 01

44 Discuteix els sistemes segiients en funcié del parametre i resol-los quan siguin compatibles:

ax+ y =0 mx+ y+z=0
a) - y+2az=0 b)y x-my—-z=1
X+ ay =0 2+ y+2z=0
a) ax+ y =0
— y+2az =0} aquestsistema és compatible perque és homogeni.
—X + ay =0
a 1 0
A=10 -1 2a
-1 a 0
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a 1 0
[A]=]0 -1 2a|=-243-22=0 — a=0
-1 2 0

*Siaz0 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinat.
Solucié: x=0, y=0, z2=0

*Si a=0:
y=0
=0
—-x=0

Les dues primeres equacions sén equivalents. El sistema queda:
=00 . -y :
20 Sistema compatible indeterminat.
Solucions: x=0, y=0, z=X
b) mx+ y+z=0

x—my—z=1

2x+ y+z=0
m 1 1
A=|11 -m -1
2 1 1
m 1 1
[Al=|1 —m —-1|=-m?+3m-2=0 > m=2, m=1
2 1 1

*Simzlim=2 — ran(A)=ran(A') =3 — Sistema compatible determinat.

Fent servir la regla de Cramer: x = 0, y:_ml—l’ z:ml—l
e Sim=1:
1 1 1
A=11 -1

-1 — “ _11‘— 220 = ran(d) =2
2 1 1
Afegim I'Gltima columna.
1 1:0

1 1! 1|=120 = ran(A') =3 — Sistema incompatible
2 1 0

21 1 ) 1
A=(1 =2 -1| —> ‘1 _2’=—5¢0% ran(A) =2
2 1 1
Afegim |'Gltima columna.
2 110
1 =21

1 2:1|1=0 — ran(d')=2
2 1 0

Sistema compatible indeterminat. Agatem les dues primeres equacions i passem z al segon
membre com a parametre.

2x+ y+2=0
x=2y—-z=1
Solucions: x = 1-A __3A-2

50T Atk
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45 Discuteix i resol els sistemes segiients:

Ax +2z=0 mx+ y+ z=2
a) Ay— z=A b){ 2x + my + m*z =1
x+3y+ z=5 2x+ y+ z=2
a) Ax+ 2z=0 A0 2
M- z=Ap |A|=[0 A —1[=A%+X1 =0 = A=-1, A=0
x+3y+ z=5 1 3 1

*SiA=-1iA20 — mn(d)=ran(A’) =3 — Elsistema és compatible determinat.

Fent servir la regla de Cramer obtenim la so/ucid:

4 A+3 20
S W R Ay W Ry W
e Si A=0:
2z=0
- z=0
x+3y+ 2=5

Les dues primeres equacions s6n equivalents.

-2=0
x+3y+z=5
Sistema compatible indeterminat.
Passem y al segon membre com a parametre.

Solucions: x=-30+5, y=U, 2=0

e Si A=-1:
- X+ 2z=0 -1 0 2 1 0
- y— z=-1p A={0 -1 -1] = ‘0 _1‘=1¢0—>mn(/1)=2
x+3y+ z=5 1 3 1
-1 0:0
0 —1:-1|=220 = ran(d’) =3
1 3 5
Sistema incompatible.
b) 1 + y+ z=2 m 1 1 m=1
2x+my+miz=1p |A|=|2 m m* :—m3+3m2—2m=0<m=0
2+ y+ z=2 2 1 1 m=2

*Sim=20, mz11im=#2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.
Fem servir la regla de Cramer i obtenim la so/ucid:

_2m* -1, 2m—1

Z =
2’ 2
m—m m—m

x=0; y=

e Pera m =0, la matriu de coeficients és:

011 0 1
A=12 0 0 —>‘2 0‘=—2¢0—)mn(1‘1)=2
211
0 1:2
2 0/1/=220 = ran(d)=3
212

Sistema incompatible.



Unitat 3. Resolucié de sistemes

ver mitia de determinants Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

e Pera m =1, la matriu de coeficients és:

1 11 11
A=(2 1 1| — ‘2 1‘:—1:0—)7%71(/1):2
211
1
1

2
1l=-120 — ran(A') =3
2

Sistema incompatible.

e Pera m =2, la matriu de coeficients és:

211
2 1
A=12 2 4| > ) 9 =220 > ran(d) =2
211
2 112
2 2:1(=0 > mnd')=2
21 2

Sistema compatible indeterminat. Agatem les dues primeres files i passem z al segon membre com
a parametre.

2x+ y+ z=2
2x+2y+4z=1

Solucions: x= M\ + %, y=-3A-1, z=1A

46 Discuteix el sistema segiient i resol-lo, si és possible, en el cas a = 4:

x—y =a
x o+ a?z=2a+1
x—y+aa-1)z=2a

1 -1 0
|[A|=|1 0 & |=al@a-1)=0 — a=0, a=1
1 -1 a(a-1)
*Siaz0iazl = ran(A)=3=ran(A') — Elsistema és compatible determinas.
1 -1 0 1
*Sia=0 > A=(1 0 0] — 1 0’:1¢0—>mn(A):2
1 -1 0
1 -1:0
1 0:1/=0— mn(d)=2
1 -1 0

El sistema és compatible indeterminat.

1 -1 0
*Sia=1 > A={(1 0 0| - 1_0‘=1¢0%mn(/1)=2
1 -1 0
1 -1:1
1 0:3/=120 = ran(4)=3
1 -1 2

El sistema és incompatible.
* Si @ =4, estracta d'un sistema compatible determinat. El resolem per Cramer:

Solucid: x = %, y= _—1, z=

1
3
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Qliestions teoriques

4'7 Cert o fals? Justifica les respostes i posa'n exemples.
a)Si ¢, ¢, i c¢; sén les columnes la, 2a i 3a d'una matriu quadrada d'ordre 3 tal que
le; e, 3] =5, llavors:
D ey 2¢5 ¢ =10
M |ep+e; 3—¢; ¢3]=0
m) |e;+¢3 ¢ e3+¢]=5
V) |-¢; 2¢;—¢3 ¢35+ ¢ =10

120
b)El sistema ( ) y|= (Z) és compatible indeterminat per a qualsevol valor de 4 i b.

131
z
©) Si el determinant de la matriu ampliada d'un sistema de quatre equacions i tres incognites és

diferent de zero, el sistema té solucié tnica.

d) Si el rang de la matriu de coeficients d'un sistema és menor que el nombre d'incognites, el
sistema és compatible indeterminat.

a) 1) Cert:
‘52 2C3 C1|:2‘C2 C3 Cl‘=(—1)22|c‘1 Cz Ca‘zlo
11) Fals:
‘cl+cz €y — 01 63‘=|6‘1+C2 2¢cy 6‘3‘=2‘6‘1+62 ) 53‘:2‘51 ¢, ¢3|=10
1) Fals:
‘CI‘I'C?, (%) 03+CI‘Z‘CI+C3 %) 0‘20
1v) Cert:
’—cz 2c; —c3 €3+C‘2’=‘—€2 2c) —c5 6‘3‘=’—6‘2 2¢q 6‘3‘=2‘—€2 €y 3=

==2|e; ¢ 5]|=De; ¢ e5]=10

b) Cert, ran(A) =2, i com que només hi ha dues files, A" no pot tenir un rang més elevat. Es com-
patible determinat per a qualsevol valor de « i b.

¢) Fals, pot ser també incompatible. Per exemple:

x+ y+ z=0

2y+2z=3
3y+3z=1
x—y =-1

Té |A'| =7 =0, perd ran(A) =3 — Elsistema és incompatible.

d) Fals, pot ser també incompatible. Per exemple:

x+ y+ z2=3
2x+2y+2z=4
3x+3y+3z2=5

ran(A) =1, ran(A') =2
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48 En un sistema d'igual nombre d'equacions que d'incognites, el determinant de la matriu de coe-
ficients és igual a 0. Respon raonadament les preguntes segiients:

a) Pot ser compatible?

b) Pot tenir solucié tinica?

¢) Es pot aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminat si ran(A) = ran(A") < nre. d'incognites.

b) No, perque com que ran(A) < nre. d'incognites, el sistema no pot ser compatible determinat.

¢) Si, si és compatible, passant al segon membre les incognites que sigui necessari.

49 El rang de la matriu de coeficients d'un sistema homogeni de quatre equacions i tres incognites
és igual a 3. Que en pots dir de la solucié? Argumenta la resposta.

Com que el sistema homogeni té 3 incognites, tenim que:
ran (A) = ran (A') = nre. d'incognites = 3

El sistema seria compatible determinat. Per tant, tindria com a solucié tnica la trivial: x=0, y =0,
z=0.
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50 El rang de la matriu de coeficients d'un sistema de tres equacions amb tres incognites és igual a
1. Quin rang, com a maxim, pot tenir la matriu ampliada?

Com a maxim, la matriu ampliada podra tenir rang 2.

51 Si en un sistema de quatre equacions i quatre incognites es verifica que ran(4) = ran(4') = 2,
es pot aplicar la regla de Cramer? En cas afirmatiu, explica les transformacions que s’han de fer
en el sistema per aplicar-la.

Si es pot aplicar la regla de Cramer. Per a aix0, ens hem de quedar només amb les dues equacions i
les dues incognites amb les quals hem format el menor d'ordre 2 diferent de zero. Les dues incognites
sobrants passen com a parametres al segon membre.

1 2 a a+3
52 Siguin A=|1 -1}, B=[s]i c=| & |
0 3 c c+3

Justifica que si el sistema AX = B és compatible determinat, llavors el sistema AX = C també
ho és.

Si AX = B és compatible determinat, aleshores 7an(A) = ran(4') = 2.

Per a aix0, el determinant segiient ha de ser igual a zero:

1 2 a
1 -1 6|=3a-3b-3c=0
0 3 ¢

Calculem el determinant de la matriu ampliada corresponent al sistema AX = C:

1 2 a+3
1 -1 b |=3a-3b-3c
0 3 ¢c+3

Els dos determinants calculats tenen el mateix valor; per tant, aquest altim val zero. Consegiientment,
el sistema AX = C és compatible determinat ja que també verifica que ran (A) = ran (A") = 2.
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53 a) Demostra que el sistema d'equacions segiient té sempre soluci6 per a qualsevol valor de o i [3:
x—y+(O+P)z=0a
x + z=f
x - z=0-303

b) Es possible que tingui infinites solucions per a algun valor de o i 2

a) x—y+(@+B)z=0 1 -1 oa+p o
X+ z=0 A'={1 0 1 B
x - z=0-3f3 1 0 -1 o-3B
A
I -1 o+P 1
|A|=]1 0 1 =‘1 _1‘=—2=0—)mn(A):mn(A')=3

1 0 -1
El sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de o i f3.

b) Per I'apartat anterior sabem que el sistema serd sempre compatible determinat; per tant, la solucié
sempre sera Ginica. No pot tenir infinites solucions.

Per aprofundir

54 Discuteix, en funci6 dels parametres 2 i b, aquest sistema d'equacions:

X+ ay+2z=3
x-3y— z=-1
—x+ 8y+4z=b

1 a 2
|[A]=|1 -3 -1/=6-32=0 > a=2
-1 8 4

*Sia#2 = ran(A)=3=ran(A") — Sistema compatible determinat.

* Si a=2, elsistema queda:

x+2y+2z=3

x=3y— z=-1

—x+ 8y+4z=0

b2 520 A)=2

L 3= — ran (A) =

1 2 3

1 3,-1|=25-5b=0 - b=5
-1 8.4

Si b5 — ran(A') =-3 = ran (A) =2 — Sistema incompatible.

Si b=5 — ran(A') =2 =ran (A) — Sistema compatible indeterminat.
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55 Discuteix els sistemes segiients en funcié del parametre i resol-los quan siguin compatibles:

kx +ky— z=2 x+ 3y+ z=5
3x - ky =0 mx +2z=0
2) 5x + ky =0 b) my— z=m
x +2z=1 x— y+ z=0

a) /ex+/ey— z=2

3x —ky =0
5x + ky =0
X +2z=1
E B -1 2
03 k0 0
|A'| = 5 4 0 0 =—40k=0 = £=0
1 0 2 1

*Si k20 — ran(A') =4 = ran (A) — Sistema incompatible.

e Si k=0:
—z=2
3x =0
S5x =0
x+2z=1]

Les equacions 2a i 3a s6n equivalents, ens queda:

—z=2
3x =0
x+2z=1

El determinant de la matriu ampliada en aquest cas és:

0o -1 2
3 0 0[=1520 — mn')=3
1 2 1

Com que ran(A) < 3, el sistema és incompatible.
Aquest sistema no té soluci6 per a cap valor de 4.
b) x+3y+ z=5

mx +2z=0
my— z=m

x— y+ 2=0
1 3 1 5
) m 0 2 0 )
|A'| = =Tm—-m*=0 = m=7, m=0
0 m -1 m
1 -1 1 O

*Sim=#0im=z7 — ran(A') =4 = ran (A) — Sistema incompatible.

*Si m=0:
x+3y+ z=5
2z=0
—-z=0
x— y+ 2=0
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Les equacions 2a i 3a s6n equivalents; per tant, el sistema és equivalent a:
x+3y+ z2=5
2z=0
x— y+ 2=0
El determinant de la matriu de coeficients en aquest cas és:
1 3 1

0 0 2(=820 — rmn(A)=3=ran(A') — Sistema compatible determinat.
1 -1 1

Fent servir la regla de Cramer obtenim la solucid: x = %, y= %, z=0
*Sim=7:
x+3y+ z=5
7x + 2z=0
7y— z=7

x— y+ 2=0

El menor format pels coeficients de les tres primeres equacions és:

1 3 1
7 0 2[=5620 — ran(A)=3=ran(A") — Sistema compatible determinat.
07 -1
Ens quedem només amb les tres primeres equacions:
x+3y+ 2=5
7x + 2z=0
Ty— z=7
Fent servir la regla de Cramer obtenim la solucié: x = —%, y= %, z= %

56 Discuteix aquests sistemes:

x— y+ z=2 x+ y+ z=a-1 x-3y+z=a ax+ y—-z=5b-1
a) 12x+3y—-2z=-8 b){2x+ y+az=a c) ix —z=b d)2x+ay =0b+1
4x+ y+az=>b x+tay+ z=0b x +z3=c¢ —x +2=0
a) x— y+ 2=2 1 -1 12
2x+3y—22=-8; A'=(2 3 -2 -8
4+ y+az=0b 4 1 al|b
-
A

|A|=54=0 = =0
*Si =0, queda:

1 -1 1 2 1 1 —1; 2
A=(2 3 =2 —8;|2 3|=5¢ 0; {2 31 -8{=56+20=0 = b=-4
4 1 0] 6 4 1 b
—Sia=01ib=-4 — ran(A) =ran(A") = 2 < nre. d'incognites — El sistema és compatible
indeterminat.

—Sia=01ib=#-4 — ran(A)=2=rn(A') =3 — Elsistema és incompatible.

*Si az0 = ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites — El sistema és compatible determinat,
qualsevol que sigui el valor de 4.
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b) x+ y+ z=a-1 1 11
2x+ y+az=a A'=(2 1 a a
x+ay+ z=0b 1 a1

|

_1
|A|:—(a—1)(a—2):O<Z=2

* Si a=1, queda:
1 1 1/0
A'=(2 1 11 ::| Contradictories, a no ser que 4 = 0.
1116
—Sia=11 b=0 — Sistema incompatible.
—Sia=11 6=0, queda:

1 1:10
A'={2 1.1 1| Lalaflaila3asén iguals.
1110
; 1| #0 = ran (A) =ran(A') = 2 < nre. d'incognites — Compatible indeterminat.
* Si a=2, queda:
1111
A'=12 1.2 2| Lalacolumnaila 3a sén iguals.
1214
11 Lt
‘2 1 20 — ran(A) = 2; 21127 =—(b-1)=0 = b=1

—Sia=21ib=1 — ran(A)=2=ran(A") =3 — Elsistema és incompatible.
—Sia=21b=1 — ran(A) =ran(A') = 2 < nre. d'incognites — El sistema és compatible
indeterminat.

*Siazlia=2 — ran(A) =ran(A’") = 3 = nre. d'incognites — El sistema és compatible deter-
minat per a qualsevol valor de 4.

o x-3y+z=a 1 -3 1 a
X —z=by A'={1 0 -1|6
X +z=c 1 0 1

NI
A

|A|=6=0 — ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites — El sistema és compatible determinat
per a qualsevol valorde @, & i c.

d)ax+ y—z=06-1 a 1 -1 6-1
2x+ay  =b+lp A'=(2 a 0 b+1
—x +z=0b -1 0 1 b

-
A

1

a=—

Al=a?-a-2=0

| 2
a =

* Si a=-1, queda:

-1 1i-1]4-1
A'=|2 110 b6+1
-1 0 1| &
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-1 1

2 20 > mn(d)=2

-1 1:b-1

2 11 b+1{=-36=0 - 6=0
-1 0 b

—Sia=-11ib=0 — ran(A)=2=rn(A") =3 — Elsistema és incompatible.

—Sia=-11b6=0 — ran(A) =ran(A’) = 2 < nre. d'incognites — El sistema és compatible
indeterminat.

* Si a=2, queda:

2 11 6-1
A'=12 2,0 b+l
10 1 &
21 0 A) =2
) 9| — ran(A) =
2 1 b-1
2 20 b+1|=3b-3=0 > b=1
-1 0 &

—Sia=21ib=1 — ran(Ad)=2=rn(A') =3 — Elsistema és incompatible.
—Sia=21b=1 — ran(A) =ran(A’) = 2 < nre. d'incognites — El sistema és compatible
indeterminat.
*Siaz-11ia=2 — ran(A)=ran(A’) = 3 = nre. d'incognites — El sistema és compatible
determinat per a qualsevol valor de 4.
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1 Demostra que la matriu B(y) no té inversa per a cap valor de y.
3y+5 7 12
B(y)=|2y+3 3 6
3y+4 2 6
3y+5 7 12| |3y 7 12| |5 7 12| |3y 7 12 37 12
|B|=(2y+3 3 6|=2y 3 6|+|3 3 6|=(2y 3 6|=y[23 6|=0-y=0
3y+4 2 6] |3y 2 6| 142 61 (3,2 6 326

Per tant, B(y) no té inversa per a cap valor de .

2 Discuteix en funcié de a el sistema segiient i resol-lo si a = 3:
X— y+ z=a
ax+2y— z=3a
2x+ay—2z=6

1 =1 1| a
A'=|a 2 -1 3a
2 a 2|6
| S —
A

a=-2
|A|:—4+42+2—4+a—2a:¢z2—a—6:0< 3
a =

*Siaz-21iaz3 — ran(A)=ran(A') =3 — Elsistema és compatible determinat.

*Si a=-2:
121 1]=2
A'=|-212 -1 -6
2 2 26 _
11 -1 15—2
‘2 _1‘ =-120 > mn(d)=2 |2 -1,-6/=3020 = mn(4')=3
-2 -2 6

e Si a=3:
1 -1:1 3
A'=[3 2:-19
2 3 26
1 -1 1 -13
‘3 2‘=5¢0—> ran (A)=2; |3 2.19/=0 — mn(4d')=2
2 3 6

Com que ran (A) = ran (A") = 2 < nre. d'incognites — El sistema és compatible indeterminat.

* Resolem ara el sistema pera a = 3:

Xx— y+ z=3
3x+2y— 2=9
2x+3y—22=06

Sabem que el sistema és compatible indeterminat. Eliminem la 3a equacié, passem z al segon membre
com a parametre i resolem el sistema aplicant la regla de Cramer:
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x— y=3—z}

3x+2y=9+2z
’3—z —1’ 1 3-2
19+z 2| 15-z |3 9+z| 44
Ty s YT s TS
3 2
Solucions: x = 15—7L, y:ﬁ, z=\
5 5
3 Determina per a quins valors de 4 existeix la matriu inversa de M. Calcula aquesta matriu inversa
pera a=2.
2 1 -a
M=(2a1 -1
2 al

¢ La matriu tindra inversa si el seu determinant és diferent de zero.

2 1 -a 1 1 -z a=0
|M|=12a 1 -1|=2]a 1 -1|==2@°-2=0 = 24a?-1)=0 <a=1
2 a 1 1 a 1 a=—1

M téinversasi a=0, a=1 i a=-1.

® Pera a=2:

21 =2
M={4 1 -1|; |M|=-12
2 2 1
36 6 3 -6 6 3 -5 1
()=(56 2| > WM)=(->5 6 2| > M)=(-6 6 -6] >
1 6 =2 1 -6 2 6 -2 2

-1/4 5/12 -1/12
> M7= - (M) = | 12 12 172
~1/2 16 1/6

4 Troba la matriu X que verifica la igualtat en cada cas:
a)A'XA=B
b)A+X)B=1

A E R AT
stA=\l2 /" P 2 1)

A A ' XA=B - AAYXAA = ABA™' — X=ABA™!

Calculem A7 (|A]=-3+2=-1):

-1 -2 -1 2 -1 -1 B 1 1 1
(OCZ']')=<1 3) - (Al-]-)=(_1 3) - (Ajz)=<2 3) - A 1=W(Aji)=(_2 _3>

e I P

b)(A+X)B=1 - AB+XB=1 — XB=I-AB — XBB™'=(I-AB)B™! —
— X=([-AB)B™' - X=B1-4
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Calculem B! (|B|=1+2=3):

12 ) 11 L 13 1/3
(o) = <_1 1) = (By) = (1 1) - (B/i):<_2 1) - 5= W(Bﬁ):<—2/3 1/3)

¥ 1/3 1/3 3 1 -8/3 -2/3
“\e23 13) 7 \2 —1)7\ 43 43

5 a) Discuteix, en funcié de 4, el sistema segiient:

X+ay+ z=a+2
x+ y+az=-2(a+l)
ax+ y+ z=a

b) Resol el sistema anterior per al cas 2 = -1.

a) x+ay+ zg=a+2 1 al a+2
x+ yt+taz=-2(@a+1)f A'=|1 1 a 2(a+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a

%{_J
A

a=1
Al =a®=3a+2-0=(a-12@+2-0<_
a=—

*Sia=1:
1 113
A'={1 1 1 —4| — Les tres equacions resultants sén contradictories.
11 1)1
El sistema és incompatible.
*Sia=-2:
1 210
A=|1 1.2 2
-2 1 1 =2
1 1 —2é 0
Com que 11 ‘ =3i |1 11 2|=0,aleshores rn(A)=ran(A") =2 < nre. d'incognites.
-2 1 =2

El sistema és compatible indeterminat.

*Siazliaz-2 — ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema és compatible determinar.

b) Pera 4 =-1:
1 -1 11
A'=|1 1 -1 0] isabem que |A4]|=4.
1011 -1
N
A

1 -1 1 1 1 1 1 -1 1

0o 1 -1 1 0 -1 1 1 0
=11 1] 2 g =1 =11 2 1 =11 =11 o
x= 4 4T )T 4 T4 T2 R 4 =40
Solucié: x = %, yz—%, z=0

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II
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6 Demostra que no hi ha valors de m per als quals aquest sistema no tingui solucié. Resol-lo:

x+ 29+ 2=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

X+ 29+ 2=3 1 213

x+ 3y+2z=5 A'=|1 3 2|5

x+my+3z=7 1 m 3|7
N

A
|A|=4-m=0 > m=4
* Si m=4:

La 4a columna s'obté sumant la 2a i la 3a. Per tant, ran(A) = ran(A"). El sistema és compatible inde-

terminat ja que:
1 2
1 3 =120 > mun(A)=rmanld') =2

El resolem en aquest cas. Podem prescindir de la 3a equacio:

X+2y+ z=3; x+2y=3—-2z ;

x+3y+2z=5| x+3y=5-2z2
‘3—2 2‘ ‘ 3-z
.X'=45_21Z 3 =—1+Z; )= Sl_zz =2-z

Solucions: x=-1+A, y=2-N\, z=1A
*Si mz4 — ran(A) = ran(A") = 3 = nre. d'incognites. El sistema és compatible determinat.

El resolem en aquest cas:

3 21
5 3 2
_ 7 m 3 bdem _
= 4—_m _4—7}1_1
1 31
1 5 2
17 3 0
)= 4 —m _4—m_0
1 2 3
1 3 5
. 1 m 7 =8—2m=2(4—m)=2

4 —m 4—m 4—m

Solucié: x=1, y=0, z2=2

Per tant, no hi ha cap valor de m per al qual el sistema no tingui solucié.
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7 El rang de la matriu dels coeficients d'un sistema de quatre equacions amb tres incognites és 3.
Quin rang pot tenir la matriu ampliada? Partint d’aix0, quantes solucions té el sistema?

La matriu ampliada és una matriu quadrada d'ordre 4.
El seu rang potser 3 (si |A'|=0)o04 (si |A'] #0).
*Si ran(A) = ran(A') = 3 = nre. d'incognites — El sistema serd compatible determinat.

*Si ran(A) =3 = ran(A') =4 — El sistema serd incompatible.

8 En un sistema homogeni de tres equacions i dues incognites, la matriu dels coeficients té rang 2.
Digues, raonadament, quantes solucions tindra el sistema.

En un sistema homogeni el rang de la matriu dels coeficients i el rang de la matriu ampliada sempre
coincideixen ja que en afegir una columna de zeros no canvia el rang.

Per tant, tenim que ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d'incognites. El sistema serd compatible determinat.
Només té una solucid, que és la trivial: x=0, y=0.



