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Funcié derivada

m Continua escrivint les raons per les quals g(x) és una funcié amb un comportament que respon

al de la derivada de f(x).

/’

* Enl'interval (4, b), f(x) és decreixent. Per L 7/
tant, la seva derivada és negativa. Es el que y4
li passaa g(x) en (a, ). )4

/ '

* La derivadade fen & é0: f'(6) = 0. / Qe

I també és ¢(b) = 0.

* En general:

2() =f'(x) =0 on f(x) tétangent horit-
zontal. =g () = F o\

2(x) =f"(x) >0 on f(x) és creixent.
2(x) =f"(x) <0 on f(x) és decreixent. \

sV
S
!

m Les tres grafiques de sota, A, B i C, sén les funcions derivades de les grafiques de sobre, 1, 2 i 3,
pero en un altre ordre. Explica raonadament quina és la de cada una.

1)B 1 2 3
2) A
3)C

La derivada s'anul-la en els punts de tangent
horitzontal, és positiva on la funcié és crei- \
xent, i és negativa on la funcié decreix.

\
\

-
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1 Troba, pas a pas, les derivades segiients:

2

a) 4x—x” en x5=3

b) ”3 en x, 2
1
1 —
c) en x, = 2

d) (x-3)% en x5=1

y LB+-f0) _ 4B3+h)-(+h)*-3 _12+44h-9-6h-h*-3 __, ,
h h h

- g JGrh-f3) _
R

b) f(2+h})1_f(2) ) (2+h}23—8 ) 8+12h+6}1112+h3—8 W bhala

f2+h) - f(2)
h

a1 12 _
f(2)—h/l_7>n0 —h/z_i;no(h +6h+12)=12

11
RACEE e AN P N I |
h h 2(h+2)
e S+ -2 1 _ 1
T N AT (W Rt

h-4

" fO+h) - f1) (1+h-3)*-4 (h-2)>-4
h ) h - h

, . fA+h)-£(1) ,
F) = i o = i (b= ) =4

2 Troba, pas a pas, la derivada lateral £'(0*) de f(x) = Jx ijustifica'n la resposta.

Si h>0, fO+D-fO) _+h-0_1

h h Jh
CFOsb-fO 1 o
h[ZWOT = hll—;I)nOE = +00 — No existeix f'(0%).

3 Quina condicié ha de complir una funcié, f; per tal de ser derivable en I'interval [1, 5)?

Perque f sigui derivable en [1, 5), ha de ser-ho en l'interval obert (1, 5) i, a més, ha d'existir la derivada

lateral f'(1%).
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4 Estudia la derivabilitat en xy =3 de la funcié:

x“—3x, x<3

£ = {3x 9, x>3

* Continuitat en x; = 3:
, 7 2 _
0 fipg -390

lim | f ()= lim(3x~9)=0 Jim, f0)=13)=0

Per tant, f(x) és continuaen x; = 3.
* Derivabilitat en x; = 3:
lim f'(x)= lim 2x-3)=3= f'(3")
x—>3" x—>3"
lim f'(x)= lim 3=3= f'(3")
x—3* x—3*

Les derivades laterals existeixen i coincideixen.

Per tant, f(x) és derivable en x;=3. Amés, f'(3) =3
5 Estudia la derivabilitat en x; =0 de la funcié:
o]

* Continuitat en x; = 0:

lzm f(x)— lzm (x -5x+3)=3

x“—5x+3, x<0
—x*+2x+3, x>0

li -3. Amés, £(0) =
sz f6)= /lm (-x?+2x+3)=3 Jim f(x)=3. Amés, £(0) =3
x—0* x—=0*

Per tant, f(x) és continua en x; = 0.
* Derivabilitat en x; = 0:
2x -5 si x<0 xli’%_ f’(x):xli'%_(Zx—5)=—5=f'(0_)
J'60 = udh ) .
2 sixn0 | b f@= o (2x4D)=2= £(0Y)
x—0* x—0*

Les derivades laterals son finites perd no coincideixen. Per tant, no és derivable en x; = 0.

6 Estudia la derivabilitat de la funcié segiient en x = 0:

—J—x, x<0
f(x) = {&

* Continuitat en x; = 0:

lim f()= lim (-{=)=0
1% )= Zn%+(&)=o lim f(9=0. Amés, f(0) =0.

x>0

Per tant, f(x) és continua en x; = 0.

* Derivabilitat en x; = 0:
1

si x<0 lz’m f'(x)= lim = to00

24- - /_

f'(x) _ X -0 x>0 2 /—x
— si x>0 lzm f(x)_ 7

24x =02 yx

Les derivades laterals no existeixen perque els limits sén infinits. Per tant, no és derivable en x; = 0.



BARCAN®VA
AAAAAAT T TET

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

Unitat 6. Derivades. Tecniques de derivacié

7 Calcula m i n perqué f(x) sigui derivable en IR:
2
[ = { 2

x“—mx+5, x<0
* Si x# 0, lafuncié és continua i derivable, ja que estd formada per dos polinomis.

—Xx“+n, x>0

e Continuitat en x = 0:

, _ , 2_ _
x[i%_f(x)-xlino(x mx +5)=5

, _ , _ 2 _
xlz}?r f(x)_xliﬁo( X“+n)=n
f0)=5

Perque f(x) sigui continuaen x=0, hadeser: 7n=>5.
* Derivabilitat en x = 0:
Uim )= lim Q= m)=-m=f(0)
A 0= My 2= 027100
Perque sigui derivable en x =0, hadeser: -m=0 — m=0

Per tant, f(x) ésderivableen IR pera m=0 i n=>5.
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8 Fes servir les regles de derivacié6 per calcular la derivada de cada una d'aquestes funcions:

Q) f@x) = 1% b)f) = 1=
1- l-zgx
) f) =ln 1+: Df@ = l+igx
1—
e)f(x)=\/T:§z £) f(x) = Ine®*
g f(x) = y3*+! h) f(x) = log(sin x - cos x) %
i) flo) = tg?x+sin’x ) f(x) = sinyx+1.cos Jx -1
k) f(x) = 75i"(x2 +1 ) f(x) = sin(3x° —24x + 3/2x)

m) f(x) = Vsinx+x%+1 n)f(x):coszz'«/x+(3—x2

vy L0+ -(0-x-1 _1-x-1+x =2
DS = (1+%)° (1+%)° (1+%)°

b) Utilitzem el resultat obtingut en a):

£ =

-1

1 -2 _
1-x ‘1+X2_ —x)(1+2)°
24 (1497 1=+

¢) Utilitzem el resultat obtingut en a):

fr(x) — 1 -2 -2 (l + .X') _ —2
1

—x (1+x)?2 ) (1-2)(1+x)2 C1-x?

D'una altra manera: Si agafem logaritmes préviament:

f(x)=In(1-x)—I(1+x). Derivem:

vy =L 1 Zl-x—l+x__ -2
S = l-x  l+x 1— 2 1— %2

—(l+tg2x)(l+tgx)—(l—tgx)~(l+tg2x) )

df6d = (1+2g x)2

~ (1+tg2x)[—1—tgx—l+tgx] ~ —2(l+tg2x)

(1+tgx)2 (1+tgx)2

D'una altra manera: Si tenim en compte el resultat obtingut en a):

F0= —2 Dl 2 (1= 2
x)= ——=—. x]=—=— (1+#g" x) =
(1+tgx)2 ¢ (1+tgx)2 ¢ (l+tgx)2
e) Tenint en compte el resultat obtingut en d):
1 —2(1+z‘g2 X) ~ —(l+zfg2 X)

') =

També podriem haver arribat a aquest resultat utilitzant els resultats de l'apartat en b).
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f)f(x) =In Wzlng(tgx)/zzthx

£ = 1+tg X

g)f(x) = W:3(x+1)/2
fla) =301/

L‘ _1723 x+1
5 In3= 7 3

h) f(x) = log (sin x - cos x) 2.2 [log (sin x + log (cos x)]

1) = cosx 1 —sinx _1 |__2 .coszx—sz'nzx:
sinx 10 cosx 10| 10  sinx-cosx

4 ‘coszx—sinzx: 4  cos2x _ 4
m10 2 sinx-cosx In10 sin2x In10-1g 2x

D'una altra manera:

) = log (sin x - cos x)* =2 log ( sin 2x )

cos 2x 4
S@ = anO (sin2x)12 n10-1g 2x

) f'x) = 2tg x- D[rg x]+ 2 sz'nx-D[sz'nx]:Ztgx-(l+tg2x)+2 sinx-cos x =2(tg x +1g x)+2 sin x - cos x

cos yx +1 - cos«/x sin«/x+l~(—sz’n«/x—l):
24x 24x -1

_cosyx+1-cosx —1 B sinNx +1 -sinyx —1
2¥x +1 2dx -1

k) f'(x) = 7"'”(’62+ V. 7. Dlsin(x?+1)] = 7”'”(’“2+ Dln7 . 2x-cos(x®+ 1)

j) f'(x) =

D) f'(x) = cos (3x° — 24x +3[2x) - (le —L 3;\//—7)

m) f(x) = é-(cosx+2x)= cos X + 2x

24 sinx +x% +1 2«/3inx+x2+l

n) f'(x) = 2msm —“”W 1+2(3 x)-(=1) _
[ N+ (3= x2)?

_ =2 cos3«/x+(3—x)2.cin3\/x+(3—x)2-(2x—5) _ (5—2x)-5in(23«/x+(3—x)2)
33+ -7 3+ 3-2)2

9 Troba les derivades primera, segona i tercera d'aquestes funcions:

3x+cos2x+x

a) y=x> b) y =xcosx ©) y=sin
a)y:x5 - y':5x4; y”:20x3; y”':60x2
b)y=xcosx — y'=cosx—xsinx

Y= —sin x — sin x — x cos x = —2sin x — x cos x

"= =2cos x — cos x + x sin x = —=3c0s X + X sin x
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c)f'(x)=3sinzx~D[sinx]+2€osx-D[cosx]+l=3sz'n2x-cosx—2005x~sinx+l
" . .2 . . 2 2 . 2 .3 .
f(x) = 6 sinx-cos x —3 sin” x-sinx+2 sin” x—2cos” x=06 sinx-cos"x—3 sin"x+2 sinx

() = Geos x - cos> x + 6 sin x - 2cos x - D[cos x| =9 sin® x - D[sin x] + 4 sin x - D[sin x] — 4cos x =
= Gcos® x =12 sin® x-cos x —9 sin® x-cos x +4 sin x - cos x + 4cos x - sin x =

.2 .
= Gcos® x — 21cos x - sin” x + 8cos x - sin x

10 Calcula £'(1) si:

Vx33x
[l = 2W.e4

[ 3/ 12 o1/3  1/3 4 2/15 4 15 4
X X . . . . e
Fl) = 3 A 3 x et _3 e ,13/30 _ 9 . 13730

2532 S .35 25 2 2

15 4 15 4
vy . A9-et 13 7o 13 °¥9-e 30/17
fO=-—F—5 " "% 7

15 4
Per tant: f'(1) = %

11 Calcula £ '(%) si:

[ @) = (cos? 3x — sin? 3x) - sin 6x

fx) = (co:2 3x — sin® 3x) - sin 6x = cos 6x - sin 6x = %

f'x) = W = 6cos 12x

Per tant: f'(%):G-cos 1?5 =6-c0s(2M)=6-1=6

12 Calcula f'(0) si:

F) = ln«/x2+x+l—%-(2x+l)2

5
f(x)=/”m—%(2x+1)2=%/n(x2+x+1)—%(2x+1)2
' 4(2x+1)
()= L. 2x+l 4 o ,py2__ 2x+l )
f 2 XPix+l 3 2x% + 2x + 2 V3
_ 2x +1 _8x+4:—16x3—24x2+(26_24)x+ﬁ_8
2% + 2x + 2 3 V3 (2x7 +2x +2)
oy 438
Per tant: f'(0) =
1) 5
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Exercicis i problemes resolts
Pagina 164

1. Funcié derivada a partir de la definicié de derivada

Fes-ho tu. Obtén la funci6 derivada de la funcié segiient fent servir la definicié de derivada:

_ 1
f(x)_x+1
Representa les grafiques de fide f"
o faeh) - £
S0 = i, S
_ 1
S+ h) = x+h+1
_ 1 1 x+l—x-h-1 _ —-h
Soerb) =f0) = x+h+l x+1 (x+h+D)(x+1) (+h+1)(x+1)
fle+h) = flx) -1
h T (x+h+D(x+1)
v -1 1
f@ =\ lim, rh+ DG+ (x41)2
Y
\3
e S |
—l_ Y/ 51X
14 f%)
\ IR
|15

2. Estudi de la derivabilitat d'una funcié definida a trossos
Fes-ho tu. Estudia la derivabilitat de la funcié segiient:

P +4x+2 si x<—-1
f) =127 si —1<sx<1
3x si x>1

Representa les grafiques de fi f"

f(x) esta definida per funcions polindmiques en els intervals (—eo, —1), (-1, 1) i (1, +oo). Per tant, és
continua i derivable en aquests.

En x=-1 és continua perque Zi')m1 fl) =f(=1) =-1.
Pl
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En x=1 no ho és perque no existeix lz’m1 f(x) ja que els limits laterals s6n diferents:
X —>

lim x> =1
x—1"

lim 3x=3
x—1*

No pot ser derivable en x =1 perqué no és continua.

2x+4 si x<-1 C1)=2
f(x) = 3x? si —l<x<l — S=1)= — No és derivable en x = —1.

3 si 1<x f=14)=3
Grafica de f(x): Grafica de f"(x):
\\ 4 YJ[/ *E)L
2 KT
\ X X
4\ -2 4 4 ) 4
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3. Regles de derivacié

Fes-ho tu. Calcula les derivades de les funcions segiients:

_ x-1
S0 = (2x - 3)2
b) f(x) = 33-4>

o) fx) = —x3e?*

d) f( x) = sz'n23x

_ 3 —2x?
) f () = ln ((3x+1)2-3x)

. (2x_3)2_(x_1)_2(2x_3).2 _ 2x=3)—4(x-1) __—2x+1
V- (2x-3)* (2-3)°  (2x-3)°

b)f(x) _ (3 _ x3)1/5 BN f/(x) _ %(3 _ x3) (1/5)-1 (—3.96'2) _ —35x2 (3 _ x3)—4/5 _ _3x2

5 5,(3—963)4
Q) () =3x2 e¥ —x? ¥ . 2= e x2(2x + 3)

d)f'(x) = %6053X-3=%c‘053x

B _ 2y _ ’ _ —4.X' _ 6 _
O 9 = In(3-26) 2G4 V=3 = f0)= = 2003
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4., Funcid continua i derivable

Fes-ho tu. Calcula el valorde a i & perque f sigui derivable.

f(x)={

2x3 -1 si x<1

ax*+b si x>1

6x° si x<1
2ax si x>1

o |

Si x= 1, la funcié és derivable. Estudiem ara la seva derivabilitat en x = 1.

* f hade ser continuaen x=1:

) =asb; lim £ = <

Perque f sigui continua en x =1, ha de complir-se que @+ 6= 1.

* f hade ser derivable en x = 1:

Iim (2% —1)=1

x—>1"

lim (ax*+b)=a+b
x—1*

fa)=6

f'(1*) = 2a

Perqué f sigui derivable en x =1, ha de complir-se que 24 = 6.
Resolent el sistema {;l;_bg ! , obtenim els valors demanats:

20=6 > a=3 > 3+b=1— b=-2

Per tant, si =3 i & =-2 lafuncié és derivable.
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8. Funcié derivada

Fes-ho tu. Calcula la funcié derivada de la funcié segiient i representa f i f".
f&)=]2-x|+|x+1]

5 2—x six<2 1 —x—-1 si x<-1
|2 -x] = 2+x si x=2 [+ 1] = x+1  six2-1

1-2x si x<-1
fx) =13 si -1<x<2 — Esuna funcié continua perqueé és suma de funcions continues.
—1+2x si 2<x

-2 si x<-1
f'(x) =70 si —l<x<2
2 si2<x

f'(=17)==2, f'(-1") =0 — No és derivable en x=—1.
f'(27)=0, f'(2*) =2 — No és derivable en x = 2.

Grafica de f(x): Grafica de f"(x):
6 Y 4 Y
4 2 T
5 X
-4 D T Y.
X 1
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6. Valor d'un parametre perquée f sigui derivable

Fes-ho tu. Calcula el valor que ha de tenir 2 perque la funcié f(x) sigui derivable en tot R:

f(x)={ax4—2x2—2 si x<0

Py si x>0

f (%) esta definida per funcions polinomiques en els intervals (—eco, 0) i (0, +o0). Per tant, és continua
i derivable en aquests.

Continuitat en x = 0:

/Zno f(x) =f(0) =—2 — La funcid és continua per a qualsevol valor de a.
X

Derivabilitat en x = 0:

3 . 07 =
Fx) = jﬂx 4x s% x <8 : ']; ég% 8 — f(x) és derivable per a qualsevol valor de .
x si x> =

Per tant, la funcié és derivable en IR per a qualsevol valor de 4.
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1. Obtencié dels valors de dos parametres perqué la funcié sigui derivable
Calcula els parametres a i b perqué la funcid segiient sigui derivable en x = 1:
e Lib.e* ! 6 x<1
fe)=y , %

si x>1
x+1

Com que volem que la funcié sigui derivable en x =1, primer ha de ser continua en aquest punt.

lim f(x)= lim <x2+£+b~ex_l>=l+a+b
- x—>1" X

x—1
lz'mlf(x)z - — l+a+b=1— a+b=0
= lim f(x)= lim 2 _

x—1* x—1t x+1

A més, com que f(1) =1+ a+ b, larelacié anterior garantitza la continuitat en x = 1.

Per altra banda, perque sigui derivable en x =1, les derivades laterals en aquest punt han de ser iguals.

2x——ﬂz+b-ex_1 si x<1 = f'(17)=2-a+b
J6) = 2x = 2-a+b=-
. . [ + ],
1 - 1) =—=
(x+1)2 si x> £ 3

|

Resolem el sistema i s'obtenen els valors buscats:

a+b=0 . 5
5 %ﬂzz, bz—z

arb=—2
a + 5

2. Simplificacié de la funcié abans de derivar-la fent servir les propietats dels
logaritmes

Calcula la derivada de cada una de les funcions segiients:

a)y=I 3. cos’ x b)y=ln‘/x24L1
n3

a)y=ln(3xcossx)l/2= %(xln3+3lncosx) - y':%<ln3—3sm—x>=— %tgx

cos X 2

_ x 2_ 12 _ 1 2 ' 1 2x _x
b)y=mh4—in(x"-1) xin 4 2ln(x 1) > y'=h4 12 In4 e

3. Punts de derivada nul-la
Calcula els punts d'aquesta funcié en qué la derivada s'anul.la:

f(x)=2x.100 - x?

3 3
£ = 2x Y100 — 2 = {4x? (100 — 22 = y400x2 — 4x? — f(x) = 800 —16x" _ 400x —8x
294005 — 4x*  J400x? - 4o

f'(x) =0 — 400x— 8x3=0 — x= {50, x=—450, x=0 (no ésvalid perque en aquest punt s'anul-la
el denominador de la derivada).

x= 50 = F(/50)=2-450-y100-50=2-50 = 100
x= =50 = f(=/50)=2-(=y50)-4100-50 = -2.50=-100
Els punts sén (=450, -100) i (y50,100).
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4. Equacions de les rectes tangents a una funcié en diversos punts

Calcula les equacions de les rectes tangents a la funcié segiient en els punts d'abscisses x =0 i x = 3:

_(x—- 1)?
fe= =02

f)=1
4
f(3)=?
X 2 x 2
09 - 2(x—1)€€;x(x—1) 4 =2(9c—l)£)—x(9c—1) =2x—2—:j+2x—1=—x2+;x—3
f0)=-3
Ff'3)=0

En x=0 larectatangentés y=1-3x.

En x=3 larecta tangent és y = %
e
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Per practicar

M Definicié de derivada
1 Troba la taxa de variaci6é mitjana (TVM) o quocient incremental de les funcions segiients en els
intervals: [-3, —1]; [0, 2]; [2, 5]5 [1, 1 + h].
A f(x)=x?+1 b) f(x) =7x-5 ofx=3 d) f(x) =2%

En quines d'aquestes és constant la TVM? Quin tipus de funcions sén?

a) flx) =x2+ 1
En[-3,-1] — TVM:M:—4

En [0, 2] ~  TVM-= Mzz

En [2, 5] - TVM-= M=7

En[l,1+h] — TVM-= f(1+hil_f(1)=h2}+12h=h+z
b) £(x) = 7x—5

En[-3,-11 — TVM-= wﬂ

En [0, 2] — TVM-= M=7

En [2, 5] — TVM-= M:7

En(l,1+h] — TVM- MJ—}?#
o flx)=3

En[-3,-1 — TVM-=- w:o

En [0, 2] —  TVM- M:O

En [2, 5] -  TVM- M:O

it in o Ty ADZA0
d) fx) = 27

En[-3,-1] — TVM-= w:%

En [0, 2] S TVM- w:%

En [2, 5] -  TVM-= M:%

En[l,1+h] — TVM- f(“hil_f(l):2“:1—2:2(2:1‘1)

La funcié b) f(x) = 7x—5 ¢és una funcié lineal i la TVM és constant.

La funcié ¢) f(x) =3 és una funcié lineal i la TVM és 0 (constant).
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Unitat 6. Derivades. Tecniques de derivacié

A
2 Troba amb calculadora el quocient incremental Tf pera xo=2 i h=0,1 de:

2) f() = {x

b)f(x) =x*-5x+1
-1

9f@=1

Compara els resultats amb les derivades d'aquestes funcions en el punt d'abscissa 2.

DA fRD-fO BT

h 0,1 0,1
1 I
£ = & - Q) G 0,354
Af F2,1)= £2) 2,12—5-2,1+1—(—5)__09
0,1 0,1 -

F)=2x-5 > f(2)=2-2-5=—1

o Af _ fED-fO) _ 21 2 _
h 0,1 0,1

f@="1 - r@=-=1--025
X 2

3 Troba amb la calculadora el quocient incremental % pera xy=n/3 i h=0,01 de:
a) f(x) = sinx
b) f(x) = cos x
ofx)=1tgx
Compara resultats amb les derivades d'aquestes funcions en el punt d'abscissa /3.

Af f( +001> f(%)_sin<%+0,01>—sin%

0,01 - 0,01 = 0,496

f'(x) =cosx — f" <%>=cos%=0,5

b A f(§+o,01)—f<%> cos<%+0,01>_c05%

h 0,01 ) 0,01 - 0869
f'(x) = —sinx —)f'<%>:— sin%=—0,866

1 i i ,1)_ n
Af f( +00> f<3>:,,«g<3+00 3 o

0,01 0,01

F@=—t— o f(F)-—L-40

cos X
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sin(T+h)—sinm
h

dir, sin'(m). Per tant, el limit és:

4 Fl limit hlz'm0 és la derivada de la funci6 sinus en el punt d'abscissa 7T, ésa
-

sin' () = cos (1) = -1

Calcula analogament, és a dir, a partir de les regles de derivacié que ja coneixes, aquests limits:

, \/4+h—2 , ez"'h_ez
2) hll—'>n0  h b) hh—% h
9 lim("2—3x—+1)—1 d) lim X =64
x—3 x-3 x—>4 x-—
_f4+h-2 1 m £ =
2) hh—% h T2/ 4 b) hlZ”oT_e
2
R U PP RERE &) lim £ =84 _5. 448
5 Fes servir la definicié de derivada per trobar:
a) f'(3) en cada cas:
f@=F22 f@-x’-d  fl9=2Ex
X
b) f'(2) en cada cas:
f@=E=L  f@=x+2  f@=x-5)?
g SO+ -G (Bh/7) 3
2 f(B)_hlZnOT_hlZno h 7
wpay g JB+h)—fB)  hZi6h _
116 = i, I g B e
woiay e JBHh) - fB) 2h 2
SO = i e T
ooy g Q) - f(2) 2 2
by f1@) = i T =l e
f(z)_hliﬁo h _hliﬁo h+h+2 4
oy g J@REN-FQ) _
f1@) = i SN = i (-6)= =6
6 Aplica la definici6 de derivada per trobar f”'(x).
a) f(x)=% b) f(x) = 3x2 - 1 o) f(x)=x+%
fe) =1 ¢ f(x) = x2—x £) () = 2 +1
Flerb)— £ Skx+h)+1  5x+1 Sh
v flerh = f0 2 2 2 5
S = h[i%o h N hh—% h N hlino h 2
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Saab = f© g B’ o0-GE D) 36 g,

b)f ') = hlino h hlzno h h—0 h
1 1
o f'x)= lim —f(x+h)—f(x) = lim x+h+x+h_x_; = lim o ahx—1 -1--L
T ho0 h T h>0 h "hoo xth+x) X2
1 1
vy oo S - fG) e ho2  x-2 -h _
Df' = lim, h = o, h = T eeh o) b

7 -1 -
- hll—7>nO (x-=2)-(x+h-2) (x —2)?

Serh—f@ (e eh)]-(P -0 _ . hls2xh-h _,

h h—0 h h—0 h

JICR

fx+h)— f(x) )

, \/(x+h)2+1—«/x2+1
m =

2 f'(x) B h/@o h h/l—> 0 h
gy W)l AP D h)? e 1o o) )Pl el
h=0 h(/le+h)Z 41447 +1) B0 b+ )2l o x4 1)

= lim 2.X'h+ h2 _ [z'm 2x + h
h—0 h(«/(x+h)2+1 +«/x2+1) h=0 Jx s h)2+1 +4x?+1

_ 2x _ X
20x2 1 YxP+1

M Regles de derivacié

7 Calcula la derivada de les funcions segiients:

0 ’;:g Y (2x—+;)2 9= xsfj;
d)y=<0’5_%>4 0 y=3 £)y=2x-3)
2y 2x - (3 +(i§:;,;22_3).2x i (lefz)z
by’ (2—x)2Jr(;x_+:))4.2(2—x) ) (;jj)s
Jy'= 6x.<x+&)_3x2.(1_21—@>: 15x% + 657 - x
(v +4x)? 2% (x+ 4x)2
9= 5(05) - (0s-45)
) y'=D(EB x) = 3@%,(1/3 _ 3@23& ) %
f)y'=7(2&_3)6.2.%&:%(2‘/}_3)6
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8 Troba la derivada d'aquestes funcions:

3
_ X3 _ Py |
VY= D2 b“"( p )
_ X _ 1- &2
R ITE V= 7 a
2/3 2
0x-(172) 0205
. 3 (x+ )2 =23 2. (x +1) _xz-(x+3)
V- (x+1)% C (w1)?
, 2,0 ) 2vex—(P+0) 2V 2o
9y 2x+1)°—x-3Qx+1)>  (Q2x+1)—6x _ 14y
(2x+1)° Qx+ D4 Qx+D?
&y 2 (x? — dx +4) — (1— x2) (2x — 4) =—2x(x—2)2—(1—x2)-2(x—2) )
7 (o — dx + 4)2 (x—2)
| 2(-2)-(1-5)2 _ 4x¢-2
(x-2)° (x-2)°
e) '=£<1—x>1/3'—1'(1+x)—(1—x)=g<l+x)1/3‘—l—x—l+x=
Y= 3 T x (1+%)° 3\1-x (1+x)2
2 -2 _4

3 (1-0".(1+20 3Y1-x01+2°

9 Deriva les funcions segiients:

2
a)y=e¥(x-1) b)y= (l—xx)

e
c)y=«/? d)y=mh@2x-1)
e)y=M £)y=7e*

X _e*

a)y'= 46" (x—1)+ e 126" (4 - 3)

;2. (1=x)-F—(1-20%¢ 2.(1-0)-(1-20> _x?+4x_3
b)_}/z 2x = X - X
(4 4 (4
2% 2 2 Vw2
c)y'= =
T e
dy'= 2x2—1
. (ex_ex)l_(€x+€x)2 32x+€—2x_2_€2x_€—2x_2_ _4
C)y— x -2 - x  —x 2 T x o-x2
(¢ —e™) (" —e™) (¢ —e™)
£) y'=-7e>
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10 Deriva aquestes funcions:

a)y:ln(xz—l) b)y=hil-x
c)y:l”—xx d)y=e"2+1
e

- 3 - 1
e)y=In (tg x) f)y=m (ln x)

’ 2x
)y'=
v x* -1

_1

Lo x® L ) /
C)}/r: X 5 _ X " _ —x-xnx
e x-e
d)y'=2xe* *1

11 Calcula la derivada d'aquestes funcions:

a)y=sin’x b) y = sin x>
. 2
c)y:sinxcoszx d)y-= sin” x
1+ cos? x
) y=sin’x? £) y=cos® 2x+ 1)

a) y'= 2sin x - cos x = sin 2x
b) y'= cos x* - 2x = 2x cos x*

' 2 . . 3 . 2
C)}/ZCO.S‘X-COS X —2cos x - sin x - sin x = cos® x — 2 sin” x cos x =

= CO§3X—2(1—6‘052 X) cos x = cos® x — 2cos x + 2c05° x = 3cos° x — 2cos x
. 2 . . 2
dy'= 2 sin x cos x - (1 + cos™ x) + 2cos x sin x - sin” x _
(1+ cos® x)?

3 3

_ 2sinxcos x + 2 sin x cos” x + 2cos x sin” x _
= x =
(1+ cos” x)
25inxcosx«(l+6052x+sin2x) _ 4 sin x cos x
(1 + cos® %)* (1 + cos® %)*

€) y'= 2sinx* - cos x* - 2x = 4x sin x* cos x*
£) y'= 3cos? 2x +1) - [= sin(2x +1)-2]=—6 sin(2x +1) cos> (2x +1)
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12 Deriva les funcions segiients:

a) y = cos® (7x2) b)y=1g x?Z
d)JI: 3«/51.71 x2 c)y: %

a)y'=5 cos™ (7x%) - (= sin (7x7)) - 14x = —70x cos? (7x2) sin (7x%)
b) ’ 1 2 > 2.X' 2
y = + tg 5 5 =X+ X tg 2

o) y=log, 1 - log, x

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

9y= logz%

f)y= Vx +x

o1 1 -1
)= x 2 xin2
2
d)y': 2x - cos x
33«/5in2x2
2-(1-20)+(1+2x)-2 4
2 2
¢ y'= (1-2x) _ (1-2x) _ 2 _
2./1+2x 7. 1+ 2x a 2)2 /1+2x
1-2x 1-2x —2x
_ 2 _ 2
Joo29t T2 o297 (e 29
by 1 <1+ 1 )z 2yx+1 _ 24x+1
24x +x 2x ) dxyx+ix  4dxt e xlx

13

a)ys= ln\/;

d)y = (2% sin? x)

a)y=In /ﬁz%[[ﬂ(l—x)—ln(l+x)]

b)y= ln(xtgx)2=2[lnx+/n(tgx)]
=2[1+2
x tgx

3l
Q) y= /n( ) 13«/ 2 _ lnxz—%ln(xz—l)—ﬂnx

b) y = In(x tg x)*

09

_Afl=x—-T+x|_
2 1— x?

1+x

1+120°
g g

x tg x

2x _2.1

- 2x 2
X 3(x*-1) «x

Calcula la derivada d'aquestes funcions, aplicant préviament les propietats dels logaritmes:

3]
y= ln( xzz—l)
x

£) y = In(sin Je*)

_2 +2 cotgx + 2tg x
x
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d)y=mhQ2" sin® x)=In 2% + In Gin® x) = x In 2 + 2 In (sin x)

Y= n2+2. 5% oy 2
sin x g x

e)y=%-(/nx—/n(x+1))
'=1.(1_ 1 ) 1
7 2 \x x+1 2% + 2x
f)y:/n(sz'nex/z)
1 x2 x/2
e € reose :e’dz'ms@
sin & 2 sin e

Pagina 169

M Derivabilitat

14 Observa les grafiques de les funcions i indica en quins punts no sén derivables:

b \ /
a) ) \ / 9
\ Ny NG 5l A
\ 3
f
\
d) e) f) 4 |
4 |
\ | ” \
\ | 14 -
\l/ \|/ T ~
) T2 |
] ) T_l o
I T

Alguna d'aquestes és derivable en tot R?

a) No és derivable en x=—-1 (té un punt «angulés»), ni en x =2 (no esta definida la funcié).

b) Es derivable en tot R.

¢) No és derivable en x =0 (té un punt «angulds»).

d) La funcié no és derivable ni en x=-2 nien x=2 perque en aquests valors té punts angulosos.
e) La funcié no és derivable en x =0 perque no esta definida en aquest punt.

f) La funcié no és derivable en x =2 perqué no esta definida en aquest punt.

L'tinica funcié derivable en tot IR ésla de I'apartat b).

15 Aquesta és la grafica d'una funcié y = f(x). Observa-la i calcula:
F1ED, f1Q) i f13). /

En quins punts no és derivable?

N

* En x=-1, larectatangenta f és horitzontal; el seu pendent és 0.
Per tant, f'(-1) = 0.

* En x=1, f és una funci6 constant. Per tant, f'(1) = 0.

* En x=3, f ésunarecta que passa pels punts (2, 1) i (4, 5). Calculem el seu pendent:

_5-1 _ (3 _
m= g 2. Per tant, f'(3) = 2.

* No és derivableen x=0 nien x=2, jaqueenaquests veiem que f'(07) = £'(0%) i f'(27) = f'(2%).
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16 Estudia la continuitat i la derivabilitat de les funcions segiients en els punts que s'indiquen i
g P q q

representa-les:

si x<0

a)f(x)={3f_1 st x<l en x=1 b)f(x):{:;2 en x=0

x“+x six=1 si x>0

3x -2 six<2

2x -1 si x<3
c)f(x):{x2_4 six>3 en x=3 d)f(x)={3x+l si x>2 en x=2

Grafica:

a) Continuitaten x = 1:

lim f(x)= lim (3x-1)=2
x—1" x—=1" 0

—
—

[e o)

lim f(x)= lim (x?+x)=2( f(%) éscontinuaen x=1.
x—1* x—>1*

f)=2

(2

Derivabilitat en x = 1: 5

si x<1 = 1

, 3
f(x):{2x+l si x>1 -7

?E;;jz} f(x) ésderivableen x=1 i f'(1) = 3. /

b) Continuitat en x = 0: Grafica:

|

lim  f(x)= lim x*=0 ,
x—>0" x—>0" -

lim f(x)= lim x*=0 f(x) éscontinuaen x=0.
x— 0" x—>0"

£(0)=0

Derivabilitat en x = 0: 14

—2x si x<0

[ = {Zx si x>0

j:ig:; B g} f(x) ésderivableen x=0 i f'(0) = 0.

Grafica:

c) Continuitat en x = 3:

lim f(x)= lim (2x-1)=5
x— 3" x—3"

[«=)

[e e}

lim f(x)= lim (x*—4)=5( f(x) é continuaen x=3.
x— 3" x— 3"

fB3)=5

[@)
T~

Derivabilitat en x = 3:

, 2 six<3
f(x):{2x si x>3 =4 = >

?E;; j 2} f(x) no és derivable en x = 3.
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d) Continuitat en x = 2:

lim f@)= lim (3x-2)=4
x— 27 x =27 , , . R
f(x) noéscontinuaen x=2 (té una discontinuitat de

xli')m2+ f(x)=x/imz+ Bx+1)=7 salt finit).

Derivabilitat en x = 2:

Com que f(x) no és continuaen x =2, tampoc és derivable en aquest punt.

Grafica:
3 /
; )
NN
Ny
41 /

19

/

17 Comprova que la funcié f(x) és continua perd no és derivable en x = 2:

Inx-1) si x<2
f(x)={3x—6 si x22

¢ Si x= 2, lafuncid és continua i derivable.

¢ Continuitaten x = 2:

xliné_f(x)leinzln(x—l)zlnI:O

lim f(x)= lim (3x—-6)=0 f(x) éscontinuaen x=2.
x— 2% x—2
f(2)=0

¢ Derivabilitat en x = 2:

, ’ _ , 1 _1_ rfy—
lim f(x)—xlznz—x_l =1=f'(27)

x—> 2"

xli’)né+f'(x)=xlin23=3=f'(2 )

Hi ha derivades laterals perd no coincideixen.

f(x) no és derivable en x=2.

18 Estudia la continuitat i la derivabilitat de les funcions segiients:

e* si x<0 Z2e2x+1 si x<-1
a) f(x) =11 si 0<x<3 b) f(x) = 12x+2 si —1<sx<2
—x2+3x+2 si x23 2 +8x si x>2

a) Si x=0 i x=3, lafuncib és continua i derivable.

Continuitat en x = 0:
lim x)= lim ¢ =1
x—0" f( ) x—0
lim x)= lim 1=1 x) és continuaen x = 0.
i f@= lig 121 | fQ

£0)=1
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Continuitat en x = 3:

lim_ f(x)= len3 1=1

x—3 ;. . !

) ) ) Els limits per la dreta i per I'esquerra no
xli)m3+ flo= XZZ”S (=" +3x+2)=21 coincideixen. La funcié no é continua en x = 3.
fB)=2

Derivabilitat en x = 0:
lim f'(x)= lim ¢ =1=f'(0"
xiO_f(x) xl_>0 f( )

’ o Les derivades laterals existeixen perd no coincideixen,
xli)n%+ J 6= xlgfno 0=0= /(0% f(x) no és derivable en x=0.

Derivabilitat en x = 3:
Com que f(x) no és continuaen x =3, f(x) no ésderivable en x=3.
b)Si x=-1 1 x=#2, f(x) és continua i derivable.

Continuitat en x = —1:

, o 2 _
lzmlif(x)—xlimi1 (x"+2x+1)=0

x = -

lim f(x)= lim (2x+2)=0 f(x) éscontinuaen x=-1.
x—-17 x— -1
f(=1)=0

Continuitat en x = 2:

lim  f(x)= lim (2x+2)=6
o Els limits per la dreta i per I incidei

) ) ) s limits per la dreta i per I'esquerra no coincideixen,
xli)mr f)= xlznz (" +8v)=12 f(x) no és continua en x = 2.
f2)=12

Derivabilitat en x=—1:

lim f')= lim (2x+2)=0=f'(2")

x— =17 x—> -1

Les derivades laterals existeixen perd no
lim f')= lim 2=2=f'(2%) coincideixen, f(x) no és derivable en x=-1.
x— 1% x—-1

Derivabilitat en x = 2:

f(x) noéscontinuaen x=2 — f(x) no ésderivable en x=2.

19 Estudia la continuitat i la derivabilitat d'aquestes funcions:
q

0 six<0 _x i x<0
ix<
Vf@) = qa% si 0sx<l b)f(x)={i—x :i z>o
x sixz1

a) Continuitat:

*Six=01ix=1 — Escontinua, ja que estd formada per funcions continues.
* En x=0:

I = lim 0=0
A S0= g

, 2 , _ . , ~
xli% . f(x)= xlgno x“=0 xlzno f(x)= f(0). Per tant, la funcié és continua en x = 0.

f0)=0
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e En x=1:

, 2
x/i)ml_ f(x)—xlz_7>n1 x =1

Zz’m+ fx)= /z'_r)n1 (x=1) lz’_r)nl f(x)=f(1) — La funci6 és continua en x =1 i, per tant,
x>l * ¥ és continua en R.
S=1

Derivabilitat:

*Six=#01ix=1 — Lafuncié és derivable. La seva derivada és, en aquests punts:

0 six<O0
f'(x)=12x si O<x<1
1 six>1

* En x=0:
f'(07) =0 =f'(0%). Pertant, f(x) ésderivableen x=0; i f'(0) = 0.
* En x=1:

f'(17) =2 = f'(1") = 1. Per tant, f(x) no és derivable en x=1.
La funcié és derivable en IR —{1}. La seva derivada és:

0 six<O0
f'x)=92x si 0<x<l1
1 six>1

b) Continuitat:
* En x=0 — Lafuncié és continua, ja que esta formada per dues funcions continues.
* En x=0:
’ 3 —X
xli%* f(x)= xlzno e =1
lim fx)= lim (1-x)=1¢ lim f(x)= f(0) — Lafunci6 és continuaen x=0 i, per tant,
x—>0" x—0 x—0

és continua en tot IR.
f0)=1

Derivabilitat:

e Si x=0 — La funcid és derivable. A més:

- |
e En x=0:
f1(07) =-1=£"(0")

Per tant, f(x) és derivableen x=0 i f'(0) = —1. La funci6 és derivable en tot IR. La seva
derivada seria:

- si x<0

1 si x>0

™ s x<0

si x>0

ACE {:1

20 a) Calcula els valors de m i n perqué f sigui derivable en tot IR:

x2—5x+m si x<1

f(x)={ 2

—X“ +nx si x>1
b) En quins punts és f'(x) = 0?
a) Perque sigui derivable, en primer lloc ha de ser continua.

* Si x= 1, lafuncié és continua, ja que esta formada per dos polinomis.
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e En x=1:

lim f(x)= lim P —5x+m)=—4+m
x—1" x—1

lim  f(x)= lim (cx?+m)=—1+n
x—1* x—1

f()==4+m

Perque sigui continuaen x=1, hadeser —4 + m=-1+n; ésadir: m=n+3.
Derivabilitat:
* Si x= 1, lafuncid és derivable. A més:

fw:{

2x—5 si x<1
2x+n si x>1

* En x=1:
£)=-3 }
fA)==2+n

Perque sigui derivable en x =1, hadeser -3 =-2 + n, ésadir, n=-1.
Per tant, la funcié sera derivable en tot IR si m =2 i n=-1. En aquest cas, la derivada seria:

2x -5 si x<l1

f6)= {—Zx—l si x>1

b) f'(x) =2x—-5 si x<1

2x=5=0 > x= %; pero %>1

f'(x)==2x—1 si x21
2x—-1=0 > x= —%; pero —% <1

Per tant, f'(x) no s'anul-la en cap punt.

21 Calcula a i b perqué aquestes funcions siguin derivables en tot [R:

ax* + 3x si x<2 P —x si x<0

a)f(x)={x2—bx—4 si x>2 b)f(x)={ax+b si x>0

a) Perque sigui derivable, en primer lloc, ha de ser continua.
* Si x=2 — Lafuncié és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

* En x=2 ha de complir-se que ll'_r)nz fx) =£(2):

, Yy 2 B
xli)mr fx)= xlznz (ax“ +3x)=4a+6
, o 2 A
xli)my f(x)= x/z_;)nz (" —bx—4)=-2b
f2)=4a+6
Perque sigui continua, ha de ser 4a + 6 = -2b; ésadir, 2a+3=-b obé b=-2a-3.

Derivabilitat:
e Si x=2 — lafuncié és derivable. A més:

2ax+3 si x<2

[ = {2x—b si x>2
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* En x=2 hade complir-se que f"(27) = f'(2*):

f'(27)=4a+3
f'2=4-6
Perque sigui derivable, ha de ser 42 + 3 =4 — b; ésadir, b=—4a+ 1.

Tenint en compte les dues condicions obtingudes:
17=—2a—3} 2a-3=-4a+1 = 2a=4 — a=2
b=—4a+1| b==7
Per tant, perqué f(x) sigui derivable en tot IR, hadeser 2=2 i 6=-7.

b) Continuitat:
* En x# 0 — La funcié és continua ja que esta formada per dos polinomis.

* En x=0:
lim  f(x)= lim (> ~x)=0
x—0" x—>0"
lim fx)= lim (ax+b)=b
x—0" x— 0"
f0)=0
Perque sigui continua ha de ser & = 0.

Derivabilitat:

e Si x=0 — La funcid és derivable. A més:

, 352 —1 si x<0

f(x):{a si x>0
* En x=0:

f’(O‘)=—l}

f'0%)=a

Perqué sigui derivable, ha de ser 2 = —1.

Per tant, f(x) serd continua i derivablesi a=-1 1 6=0.

22 Prova que la funcié f(x) = |x + 1| no és derivable en x=-1.

—-x—1 si x<-1
S@=lx+1]= {x+1 siox>-1

f(x) és una funci6 continua, ja que estd formada per dues funcions continues, si x = —1.
e En x=-1:

lim f@)= lim (—x-1)=0
x = -1" x = -1"

lim f@)= lim (x+1)=b ; f éscontinuaen x=-1.
x— 1% x—-1%

f(=1)=0
e La seva derivada, si x=—1, és:

si x<—1

-1
f(x) - {l si x>—1
Les derivades laterals en x=—1 sén:

"-1% =1
SED } No coincideixen; per tant, f(x) no és derivable en x=-1.

fl1)=-1
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23 Digues si és derivable cada una de les funcions segiients en els punts que s'indiquen.
Calcula'n les derivades laterals en aquests punts.
a) f(x) = |x| en x,=0
b)f(x) = |x>—x—6| en xy=—2 i x,=3

—x si x<0

a)f(x)={

x six20
Estudiem primer la continuitat en x; = 0:

lim f(x)= lim —x=0
x—>0" x—>0"

lim f(x)= lim x=0

x— 0" x—0*

lz’_r)no fx)=f(0)=0 — Es continua.

I x<0 = f'(07)=-1
f(x)_{l si x>0 = £1(07)=1
f'(07) = £'(0*) — No és derivable en x; = 0.

¥ —x—6 si x<-2
b) f(x) = P’ +x+6 si 2<x<3
> —x—-6 si x>3

La funcid és continua en IR perque és el valor absolut d'una funcié polindomica.
Calculem les derivades laterals en cada punt:

2x—1 si x<-2
f'(x)=1-2x+1 si -2<x<3
2x—-1 si x>3

' _2— __
f,( +) 5} — f'(=27) = f'(-2*) — No és derivable en x;=-2.
f'29=5
f,(3+) B _5} — f'(37) =f'(3") — No és derivable en x; = 3.
f'@M=5
24 Indica en quins punts no sén derivables les funcions segiients:
a) f(x) = |x2 - 4| b) f(x) = |2x-3|
a) f(x) = |x?— 4]
f(x) és una funcié continua, ja que és una composicié de funcions continues. La definim a trossos:

-4 i x<=2

fx) = P +4 si 2<x<2
x*—4 six>2

Si x=-21ix=#2, f'(x) és derivable i la seva derivada és:

2x sl x<-=2
f'(x) = 1-2x si 2<x<2
2x sl x>2
En x =-2: Trobem les derivades laterals:
f'(-27)=-4
Fi2)-4

f(x) no és derivable en x=-2.
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En x =2: Trobem les derivades laterals:

f'2)=-4
f'2h)=4
Per tant, f(x) no és derivable en els punts (-2, 0) i (2, 0).

} f(x) no és derivable en x=2.

—2x+3 si x<3/2
b) f(x) =|2x-3]| = {2x—3 si x>3/2

f (%) és una funci6 continua ja que és la composicié de dues funcions continues (y = 2x — 3 i
y=1x).
3

En x= 5 f(x) és derivable i la seva derivada és:

, -2 si x<3/2
f(x):{z si x23/2

Fn x = %, f no és derivable perque f(%>_ ==2 i f(%) =2

25 Quants punts que no tinguin derivada hi ha en la funcié y = |x? - 6x— 8|

- — - x=-2
x2+6x+8=0 > x= Gim: 6i‘/Z:—6i2<

2 2 2 x=—4
2 +6x+8  si x<—4 2x+6 si x<—4
y=1—x2—6x—-8 si —4d<x<-2 y'={-2x—6 si —d<x<-2
2 +6x+8  si x>-2 2%+6  si x>-2

La funcid és continua, ja que és el valor absolut d'una funcié continua.

En x=-4 = y'(-4)=-2=y'(-4")=2

En x=-2 = y'(-27)=-2=y'(-2%) =2

La funcié no és derivable nien x=—-4 nien x=-2; ésadir, en (—4, 0) ien (-2, 0).

Sén dos punts «angulosos».

26 Estudia la continuitat i la derivabilitat de les funcions segiients:

ay-le-2]
b)y=|x?+6x+ 8|
Oy=x+|x-3|
d)y=x2+|x|

a) Definim la funcié per intervals:

—x+2 si x<2
f(x) - {x—Z si x2>2
Derivem:
-1 si x<2
f(x) - {1 si x>2
f2)=-1
F@h=1
La funcié és derivable en IR — {2}.

} F1(2) = f'(2") — No existeix f'(2)
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b) Definim la funcié per intervals. Per a aix0, calculem els punts en els quals y = 0:

—-6+4y36-32 _(+2 x=—4
) <x:—2

x2+6x+8=0 > x= >

x*+6x+8 si x<—4
fx) = x*—6x—8 si —d<x<-2
x> +6x+8  si x>-2

Derivem:

2x+6  si x<—4
f'(x)=1-2x-6 si —d<x<-2
2x+6  si x>-2

Fl4)=2(-4)+6=-2

P4 = 2(4)— 6= 2} f'(=47) = f'(-4%) — No existeix f'(—4)

F(27)=-2(2)-6=-2

P2 = 2(2) 1622 } f'(=27) = f'(-2*) — No existeix f"(-2)

La funcié és derivable en IR — {—4, —2}.

¢) Analitzem el signe de x—3 per definir la funcié per intervals:

_________________ ‘ x+(=x+3)=3
: x+x—-3=2x-3
x 3 x
Aixi:
3 si x<3
f) = {236'—3 si x>3
Derivem:
: 0 si x<3
0= {2 si x>3
f'(3)=0

F3Y= 2} f'(37) =f'(3") — No existeix f"(3)

La funcié és derivable en IR — {3}.

d) Definim la funcié per intervals.

—x si x<0

x si x20°

Recordem que |x| = {
Aix{:
2 .
x“—x si x<0
f(x)_{x2+x si x>0
Derivem:
2%x—1 si x<0
f(x)={2x+1 si x>0
07)=2-0-1=-1
?’EO; 50411 } £1(07) = £(0") — No existeix £'(0)
= . + =

La funcié és derivable en IR — {0}.
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27 a) Comprova que la funcié segiient és derivable i troba f£'(0), f'(3) i f'(1):

3x—-1 si x<1

f(x)= {x2+x si x>1

b) Quina és la seva funcié derivada?

¢) En quin punt es compleix que f'(x) = 5?

d) Hi ha algun punt en el qual f'(x) = -1?

a) Si x = 1, la funcié és continua i derivable, ja que esta formada per dos polinomis.

Continuitaten x = 1:
lim f(x)= lim 3x—-1)=2
x—1" x—1
lim f(x)= lim (X +x)=2 f(x) éscontinuaen x=1.
x—17 x =1

f)=2

Derivabilitaten x = 1:

lim f’(x):xll'_r)nl 3=3=f"(1")

x—>1"

S F6= fi Qe 1)=3= £

Les derivades laterals existeixen i coincideixen.

Per tant, f(x) és derivableen x=1. Amés, f'(1) = 3.
Aixi, f(x) és continua i derivable en tot IR.

f'0)=3

f3)=2-3+1=7

3 x<l
b)f(x):{zxn x>1

) Si f'(x) =5, llavors x> 1. Esa dir:
f)=2+1=5> x= 4251
f@=5
d)f'x)=-1 = 2x+1=-1 — x=-1 (No ésvalid perque¢ no pertany a l'interval de definicié.)

No hi ha cap punt en el qual la derivada sigui —1.
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Per resoldre

28 Calcula el valor de la derivada en x =0 de cada una de les funcions segiients:
a) glx) = e i fO)=01if'0)=1

b) h(x) = [sinf(x)]? si £(0) = % i f10)=1

Qj(x) = {In fx) si f(0)=eif'(0)=1
a) Apliquem la regla de la cadena:
€)= Dsin f(x)] - /) = £ (x) - cos f() - e/
2'(0) = £(0) - cos £(0) - enfO) 1. o500 1.1.1=1
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b) Apliquem la regla de la cadena:
h'(x) = 3[sin f(x)]2 - Dlsin f(x)]=3[sin f(x)]2 - (%) cos f(x)

h'(0) = 3[sin £(0)]% - £(0) - cos £(0) = 3

T T 1 > 1 3
sin —- -1-6‘05223(5) 'I'E:ﬁ:T

4

¢) Apliquem la regla de la cadena:
. D) fw
2yl f(x) f(x) 24ln f(x)
. SO 4 11
2F(0) JIn £(0) 2eylne 2ey1 2e

29 Considera aquestes funcions polindomiques:
f) =2 glx) =3x+1
Calcula:
a) (fog)'(x)
b) (gof)'(%)
o) fog'x)
d)f'eg)
Q) (fo0)' =g g
Com que f(x)=x? i g)=3x+1 = f(x)=2x, g (x) =3
(feg)'®)=2-Bx+1)-3=60B3x+1)=18x+6
També podem fer:
(Fog) ) =flg)] =fBx+1)=(Bx+1)?
(fog) () =2-33x+1)=18x+6
b) (gof)'(x) =¢'[f®] f'(x) =3 - 2x = 6x
O bé:
(gof)) =glf@=3x"+1 = (gof) () = 6x
A (fog)w)=flg®@=,3)=9
d) (fleg)x)=2-g(x) =6x+2, jaque f'(x) = 2x.

30 Siguin f i g dues funcions tals que: f(x) = x2+ 1, g'(x) = cos <§ x) i g(0) = 4. Calcula:
a) (f-£)'(0)
b) (gf)'(0)
9@
d(fH'6)
Q) (fo2)'(0)=f'[g(0)]-£g'(0)=2-£(0)-g'(0)=2-4-cos0=38
b) (g f)'(0) =g Tf(0)]-f(0)=¢'(1)-2-0=0

~1y _ 1 1 1 _
o (g )4 = g'(g_l @) =0 "0 "

d) Perque f sigui injectiva i es pugui determinar la funcié reciproca, suposarem que x > 0.

1y (s) 1 1 _ 1 _1
N6 - e T T
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31 Considera les funcions segiients:
f@) = (x+1)? gx) = x?
a) Calcula:
F&?) (fe'®  gIf@W  (gof)'®
b) Si 4 és una funcié qualsevol, troba, en funcié de 4’ i de b, les derivades de:

flh@)]  flx+h)] glfl+hx)]
2) £ = 2(x+ 1), g'(¥) = 2¢
Flx?) =2(x%+1)
(Fog) ') = FlgW] - g6 = F/D) - ') = 262 + 1) - 2= dix(? + 1)
L@ =g lle+ 1) =2(x+ 1)
(gof)' () =g [f] - f() =206+ 1)*- 20 + 1) = 4l + 1)°
b) fIh ()] = f1h )] - h'(x) = 2[h(x) + 1] - h'(x)
flx+h(x)] =T+ h)] - [1+h'(x)] =2[x+hlx) + 1] - [1 +h'(x)]
glfle+ AN =g'[flx+ AN - (flx+ A)D)'[1 + h'(0)] =
=g+ h) + 1D (flx+ AN [1+h')] =
=2(x+ hx) + 1?20+ hl) + 1] [1+ ' (0)] =
(et b+ 13 (14 A
B2 a) Representa la funcié f£(x) =[x+ 1| + |x- 3.
Mirant la grafica, digues en quins punts no és derivable.

b) Representa f'(x).
* Ajuda't de l'exercici resolt 5.

—x—-1-x+3 si x<-1 2x+2 si x<-1
a)f(x) = yx+1-x+3 si -1sx<3;= si —-1<x<3

x+l+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3

\{_/

2

-4 -2 2 4 6

No és derivable nien x=-1 nien x=3. (S6n punts «angulosos».)

-2 si x<-1

b) f'(x) = [O si —1<x<3

2 six>3
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—x* si x<0

x* six=0

33 Sigui la funcié f(x) =x-|x| = {
a) Calcula f'(x).
b) Troba f"'(x).
Representa graficament els resultats.

a) La funcié donada és continua en IR.

—2x si x<0

fe)= {Zx si x>0

Clarament, les derivades laterals coincideixen en x = 0.
Per tant, és derivable i f7(0) = 0.

Grafica de f"(x):

Y

(o)

a

o)

4 |-D 4

o)
-z

b) Com es pot veure en la grafica anterior, f'(x) és continuaen R.

-2 si x<0

f) = {2

Clarament, les derivades laterals no coincideixen en x = 0. Per tant, no existeix f"'(0).

si x>0

Y

a

o)

34 Les funcions segiients tenen algun punt on la derivada no existeix. Troba'ls en cada cas:
a) () = x? b) f(x) = Jx+2
o) flx) = yx2 -1 d)f(x) = |x-3|

o f() = | 455 £) F(x) = |12 — 24|

a) f(x) =x*3; Domf=R = f'(x) = %x‘m:#
x

f'(x) no existeix si x=0; ésadir, f(x) no ésderivable en x=0.

a1
b)f(X)—NxTz

f'(x) no existeix si x=-2; el dominide f(x) és[-2, +).

Per tant, en els punts en els quals la funcié esta definida, no és derivable en x = -2.
¢) El domini de la funcié és (—oo, —1] @ [1, +c0).
’ 2X X
f'x) = =
20" —1  ox* -1

En els punts en els quals f(x) esta definida, no és derivable en x=-1, nien x=1.
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—x+3 si x<3 -1 si x<3
d)f(x):{x—3 six23;f(x):{l

f(x) és continua en IR; perd no és derivable en x = 3, ja que les seves derivades laterals no

si x>3

coincideixen.
(37) =1
fl(3+) } Sé6n diferents.
f'39)=1
—4x+5 . 5
si x<=- .
2 4 -2 si x<5/4
e f¥) = 4x -5 . 5,f(x)={2 si x>5/4
=2 §sixz=
2 4
f(x) és continua en IR; perd no és derivable en x = %, ja que les seves derivades laterals no
coincideixen.
'(5/47)=-2
S64) Sé6n diferents.
f'(514%)=2
x>~ 2x si x<0 2x—2 si x<0
f) flx) = P+ 2% si 0<x<2 fx)=9-2x+2 si O<x<2
x> —2x si x>2 2x—2 si x>2

f(x) és continua en IR; perd no és derivable en x =0, nien x =2, ja que les seves derivades
laterals no coincideixen:

F£107)=-2
£10%=2

f@2)=-2
£@2=2

Sén diferents.

} Sén diferents.

35 Quin dels apartats segiients representa la grafica d'una funcié f i la de la seva derivada f'?
Justifica la resposta.

a) / b) o

a) La funci6 en vermell és una recta que té pendent 3. Per tant, la seva derivada és y = 3 (la recta
verda). Consegiientment, aquestes grafiques si representen una funcid i la seva derivada.

b) La funci6 en vermell és un polinomi de 2n grau, una parabola. La derivada és una recta. En
x =0, lafuncié té un maxim; la derivada s'anul-la. Perque la recta fos la derivada, hauria de passar
per (0, 0). No representen, per tant, una funcié i la seva derivada.

¢) La funci6 ha de ser un polinomi de 3r grau perque té dos extrems relatius. La seva derivada sera
un polinomi de 2n grau, una parabola. En x =1, la funcié té un maxim; la derivada s'anul-la,
f'(1) =0, ihauria de passar per (1, 0). Aquestes tampoc representen una funcié i la seva derivada.

36 Aquestes grafiques sén les funcions derivades de f; g, b i j:

F' g \ I

s
4

N

) s
) 4 4 I

2 ‘_g \ £
2

a) Quines d'aquestes funcions (f; g, » i j) tenen punts de tangent horitzontal?

b) Quina d'aquestes grafiques és la funcié derivada d'una funcié polinomica de primer grau?
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¢) Quina d'aquestes correspon a una funcié polinomica de segon grau?
d) Alguna pot ser polinomica de tercer grau?

e) Alguna de les funcions pot ser y = In x?

a) Els punts de tangent horitzontal s6n els punts en els quals s'anul-la la derivada.
f té un punt de tangent horitzontal en x =-2, jaque f"(-2) = 0.
j té dos punts de tangent horitzontal en x=1 ien x=3, jaque j'(1) =5'(3) =0.
g i h no tenen cap punt de tangent horitzontal.
b) La derivada d'una funcié polinomica de primer grau és una funcié constant. Per tant, és ¢"

¢) La derivada d'una funcié polindomica de segon grau és una funcié polinomica de primer grau.
Per tant, és [

d) Com que ;' té forma de pardbola i és una funcié polindmica de segon grau, la funcié j és poli-

nomica de tercer grau.

e) D[lnx] = 1 e correspon amb la funcié 4’ ja que té forma d'hipérbola.
x

Per tant, 4 pot ser la funcié logaritme neperia.

3'7 Esbrina per a quins valors de x és f'(x) = 0 en cada una d'aquestes funcions:

2
2) f(x) = w b) £(x) = x% + 2x2 0 f(x) = ﬁ &) FG) = e*(x—1)

N 3x° — 8x? oy 9x? — 16x
a) fx) = = f'(x) = =13

x=0
1

Fx)=0 = 9x?—16x=0 — x(9x—16)=0< 6

=T

b) £'(%) = 4x3 + 4x = 4x(x? + 1)
F)=0 = 4x(x>+1)=0 = x=0

Q) F) = _—=2x

(x> +1)2
fx)=0 > 2x=0 = x=0
d)f'x)=e*(x=1)+e - 1=e(x—1+1)=¢"x
fx)=0 - x=0

38 Esbrina si en les funcions segiients hi ha punts en els quals f'(x) = 0:

a) f(x) = 2;:13 b) f(x) = x26f1 ) f@) =ln(x+1) d)f®) =10 - (x-2)*
o 2(x+1)—(2x—3)-1=2x+2—2x+3= 5
V= (x+1)? (x+1)? (x+1)?

f'(x) =0 per a qualsevol valor de x.

, 6(x2+1)—6x-2x 6x°>+6—12x>  —6x>+6
b) f'(x) = = =

/ (" +1)? @+ (Pa1)?
x=—1 — (-1,-3)
') =0 = —6x2+6=0 221
f0=0 2 -6246=0 5Pl

o f(x) = . 11 # 0 per a qualsevol valor de x.

&) £ = 40— 2)°
f'x)=0 = x=2 = (2,10)
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39 Troba el pendent de la recta tangent a les funcions segiients en el punt d'abscissa que s'indica en

cada cas:

a) y=sinxcosx en x=% b)y=xlnx en x=¢
x2 . x2_-1
c)y=—x en x=01ix=1 d)y=e en x=1

e

Hem de trobar la derivada en els punts indicats en cada cas:

a) y'= cos x - cos x + sin x(— sz'nx):co:zx—sz'nzx
2 2
'=<E>= 2Y (2)
Y={4)7\2 2
b)y'= 1-/nx+x~l=lnx+1; y(@=hne+1=1+1=2
x

2xe* — x° . &F _ ¢ (2x — x?) _2x— X2
(ex) 2 (ex) 2 ex

YO =0 y1)=L

d)y'=2x exz_l; y'(1)=2

y'=
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Qiiestions teoriques
40 Quants punts de derivada nul-la pot tenir una funcié polindmica de tercer grau? Es possible que
no en tingui cap? Es possible que només en tingui un?

Com que la derivada d'una funcié polindmica de tercer grau és una funcié polindmica de segon grau,
té un maxim de dos punts de derivada nul-la.

Pot ser que no tingui punts de derivada nulla. Per exemple, la funcié f(x) = x3 + x no té punts de
derivada nul-la perqué f'(x) = 3x% + 1 mai s'anul-la.

També pot tenir un tnic punt amb derivada nul-la. Per exemple, la funcié f(x) = (x—2)> només té
un punt de derivada nul-la perqué £'(x) = 3(x — 2)> només s'anul-la quan x = 2.

41 Justifica que una funcié polindomica de segon grau té sempre un punt de tangent horitzontal.

La derivada d'una funcié polindmica de segon grau és una funcié polindmica de primer grau. Si f'(x)
és la funcié, aleshores f'(x) = ax + & amb a = 0.

En tal cas, I'equacié f"(x) =0 — ax+ b =0 sempre té solucid i és |'abscissa del punt de derivada
nulla.

42 Si una funcié té un punt angulés en x = 2, qué podem dir de f'(a)?

f'(@) no existeix.

43 Sila derivada d'una funcié és 0 en tot IR, llavors la funcié és lineal, constant o zero?

Si la derivada d'una funcié en tot IR és 0, aleshores la funcié és constant. La derivada d'una funcié
lineal és el coeficient de x i, per tant, no val 0.

44 Pot haver-hi dues funcions diferents que tinguin la mateixa funcié derivada? Posa exemples de
funcions que tinguin com a derivada f(x) = 2x.

Si. Per exemple, les funcions g(x) = x2 i h(x) =x? + 3 tenen la mateixa derivada, que és la funcié
fx) = 2x.

Si dues funcions es diferencien en una constant, aleshores les derivades sén iguals.
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45 Suposem que existeix la derivada de f en a. Explica quines de les igualtats segiients s6n certes.
En el cas d'haver-hi alguna falsa, retoca-la perque sigui certa:

—h) - -
o tfim SISO _5p @ tim SEOTED g
o i NSOy (SEBSO) iy o

b) f'(a) = hlz’_r)no w — Aquesta igualtat és falsa perque el resultat del limit anterior, si @ = 0

i la funcié esta definida en 0, és f(o)_;ﬂf(ﬂ)

fla+h)- f(a)
—

. Perque sigui certa, hem de sustituir h per 2 +h

i obtenim que f"(a) = h/Zﬂo

fh) - £(0)
h-0

També seria certa substituint « per 0, ja que f'(0) = h/z'mo
-

9 f(a+2}}11)— f@ i (2. f(a+2;)l —f@)) 2Pl - Cera
& lim f(a+2h)— f(a+h) — lm fla+2h)— f(@)+ f(a)— f(a+h) )
h—0 h h—0 h
o (f(a+2h)—f(a) f(a+h)—f(a)) )
h—0 h h

2. f(a) - @) = (@) = Certa.

Per aprofundir

46 Determina, si és possible, el valor del parametre a per tal que la funcié f sigui derivable en tot
el seu domini de definicié:

xlnx si 0<x<1
f@ = {a(l—el"‘) sil<x
Perqué f(x) sigui derivable, en primer lloc ha de ser continua.
* Si x>0, x=1: Lafuncié és continua, ja que esta formada per funcions continues.
* En x=1:
x/iml‘ f(x)= x[z_r)nl (xlnx)=1

lim f(x)= lim [a(1—¢'"%)]=0 f(x) éscontinuaen x=0.
x—1* x—>1

f(l) =0
Derivabilitat:
e Si x>0, x=1:

., / Lo 1
Es derivable. A més: f"(x) = { nx+1 si O<x<

ae'™F s x>1

* En x=1:
1M =1
;;1; } f(x) ésderivableen x=1 si a=1.
=a

Per tant, perqué f sigui derivable en tot el seu domini de definicié, ha de ser = 1.
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4'7 Estudia la continuitat i la derivabilitat de les funcions segiients:

x
a) fx) = —L b) f(x) = 2| |
1+|x| x° -
a) Definim la funcié per intervals:
L §ix<o
—-x
f) =
si x20
+x
Continuitat:
*Si x=0:
Es continua, ja que esti formada per dues funcions continues en els intervals en els quals estan
definides.
* Si x=0:

7 Z 1
= — =1
xlm%_ f(x) xlzmo T
, 7 1 , _ 4 , _
xlm%+ f(x)= xlzmo 15° 1 xlzmo f(x)= f(0). Escontinuaen x=0.
f0)=1

Per tant, és una funcié continua en IR.

Derivabilitat:

* Si x#0: Fsderivable. A més:

si x<0

2
Fe=07Y

(1+x)2 si x>0

* En x=0:
f'(07)=1=f'(0") =-1 — No és derivable en x = 0.
Per tant, és derivable en IR — {0}.

b) Definim la funcié per intervals:

— si x<0
X -1
flx) =
si x>0
2
x“—1x
El domini de la funcié és IR — {-1, 1}. Per tant,en x=-1 ien x=1 la funcié no és continua
(ni derivable).
Continuitat:

e Si x=20, x=-1, x=1:

La funcié és continua, ja que esta formada per funcions continues (en aquests punts).
*En x=-1ien x=1:

No és continua, ja que no esta definida en aquests punts.

e En x=0:

lim xX)= lim —% =0

x—)O_f() x—0 2_1

/ _ Iz X _ lim f (x)= f (0). La funcié és continua en x = 0.
x@%*f(x)_xliﬁo x2—1 =01 ¥=0

£0)=0

Per tant, és una funcié continua en IR —{-1, 1}.
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Derivabilitat:

©Si x=20, x=—1, x=1: Es derivable. A més:

X+l

—=— si x<0
: (x> —1)?
£ = o
m si x>0

* En x=-1 ien x=1: No és derivable, ja que no esta definida la funcié.

e En x=0:

f'(07)=1=f'(0") =-1 — No és derivable en x = 0.
Per tant, és derivable en IR — {-1, 1}.

48 Si f(x) =x2|x|, troba f!’ f” if"'.

3.
—x” si x<0
f(x) - {x3 si x>0
Derivant:
(o 3x% si x<0
S = {3962 si x>0
(En x=0, tenim que f'(07) = f"(0%) = f'(0) = 0.)
—6x si x<0
f(x):{Gx si x20
(En x=0, tenim que f"'(07) =f'(0*) =f"(0) = 0.)

-6 si x<0

JECE {6

si x>0

(En x=0 no existeix f", jaque f""(07) =—6=f"(0*) =6.)

49 Troba la derivada n-ésima de les funcions segiients:
a) y=e™ b)y=1 Qy=ln(l+x d) f(x) = x"
x
Ay =ae™ y'=ate™ y=ad ™ L yP =a" ™
Ho demostrem per induccié: (pera 7 =1, 2, 3 es compleix).
Si yn— 1) n—1 e

=a 2 derivant obtenim:

9 =a-a”"1e™ = 4" ¢®, com voliem demostrar.

_ _ -1)" n!
b) r_ _1; "_ l; "_ 6;'.. n)z (
AR A LA N

Ho demostrem per induccié: (pera 7 =1, 2, 3 es compleix).

aon . ED"TH =)

Siy = p , derivant obtenim:
x
_ n—l . _ 1(_ . _ 11' |
y”): 1) (7:“11).( 1)-7 = ( lzﬂln. , com voliem demostrar.
x x
n—1
' 1 " -1 1" 2 7) (_1) (” - 1)'

C) = 5 = —7F3 = — ;... =

A T (1+x)2 ’ (1+x)° g (1+x)"

Ho demostrem per induccié: (pera 7 =1, 2, 3 es compleix).
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aen)_ D72 (n=2)!

Siy : , derivant obtenim:
(1+x)"~
n-2 n—1
y”) = ) (n=2)!) (-1 = 1) (n-1)! , com voliem demostrar.
1+x)” 1+x)”

d) £'(x) = nx" !
) =n(n-1)x""2
) =nn-1)(n-2)x""3

f”)(x) =n(n-1)n=-2).-.... [n—mn-1D]x"""=n

50 Calcula f7(0) per a aquesta funcié:

_ e*+e™
J@ =5

* Aplica les propietats dels logaritmes abans de derivar.

Trobem f"(x) i després substituim en x = 0.

F@) = L+ e -t @x+1)]

0|

- 1= 2
SO = gl = e

fO) =% (2=-1

51 Prova, fent servir la definicié de derivada, que la funcié segiient és derivable en x=1 ino ho és
en x=-1:

f@)=(1-x y1-2

El domini de definicié és I'interval [-1, 1]. Per tant, I'enunciat es refereix a les derivades laterals en els
punts indicats.

Vegem primer si existeix la derivada per I'esquerra en x = 1:

2
o LAED-fD  (1-1-W1-(+h)’-0 - -hi-2h-h’ _

h—0- h h—0" h h—0~ h

= h[z'n% (<y—2h —h?)=0 — Fxisteix la derivada i f(17)=0.
i

Vegem ara |'existéncia de la derivada lateral per la dreta en x =-1:

_ _ 2
Iim SELeb) - fQA) Im (1+1-h)y1-(-1+h)*-0 _
h—0* h h—0*

h
i 2 2
= lim 2-h)4y2h-h = /lim [(2-h) ,2h—h =
h—o0* h h—0* h2

_ , _ ;_ — too .. "1+
_h/i>mo+[(2 h)dh 1] +oo — No existeix f'(-17).
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1 Troba la funcié6 derivada de les funcions segiients:

a)y=3x2x+1 b)y:i
Jx
2
_ x _(1-x
9= (x+2)2 dy <1+x>
_ S2x+1 _ X
e)y=e f)y=ln 3+1>

, 32x+1)+3x  9x+3
- 3 2xal4+dx—2 - -
2y e xZ«/2x+1 V2x +1 V2x +1

1
5.1
2fx _ -5
X 2x«/;

b)y'=

Q= (x+2)2—x~2(x+2) _Xx+2-2x _ _—x+2

(x+2)4 (x+2)>  (x+2)°3

d)y'- 2<l—x) “1(1+x)-(1-2% :2<1_x> 5 —4(1-%)

l+x (1+x)? L+x (1+x)2: (1+x)°

%Jrl 3" 3  x+3

& Aplica les propietats dels logaritmes per trobar la derivada d'aquestes funcions:

a) f() = In x* —5x b) Fx) = In 1+ 3%
0052 x2

1, 2 vy 1 2x—5 x5
) f0) = ln6? =590 = Sl =59 > f109 = ?xzx—sxz 5(x§—5x)

~ (x> + 3x) 172 1 3 3 2
b)f(x)—lni2 5 —zln(x +3x)—2ncos x* —
cos” x

- flx) = 1 3X2+3_2—Jinx2-2x_ 3(X2+1) +4x5mx2_ 3(x2+1)

2
= = +4x te x
2 3343 cos x° 2 (x3 + 3x) cos x° 2 (x3 +3x) ¢

3 Aplica la definicié de derivada per trobar f'(x) si:

f@=5
=L

X

2 2 5
s e L1 _x=(+h)” xh—h
f(x ) f(x) (x+h)2 xz (x+h)2-X2 xZ(x+h)2

fle+h)— fx) —2xh—h? _2x _ 2
h

h=0 x?(x+h)?h  x* &3

1) i,
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4 Fixa't en la funcié f(x) = |x| + |x? + 2x|, defineix-la per intervals i calcula:
a) f'(x)
b) f"'(x)
Després, representa f(x), f'(x) i f''(x).

—x si x<0
|x| =

x six=0

2% i x<=2

|2+ 2x| = 1=x* —2x si —2<x<0
2+2x  si x20
X+ x si x<—2
F0) = | x|+ |x%+ 2x| = —*—3x si -2<x<0

x> +3x  si x20

14|
\ T
\
51/
/
X
— D 4
Grafica de f(x)

f(x) no ésderivable en x=-2 i x=0 jaque els punts sén angulosos. La derivada és:

2x +1 si x<—2
fx)=1-2x-3 si 2<x<0
2x+3  si x>0

Grafica de f'(x)
Com que no existeixen f'(-2) ni f"(0), no existeixen f"'(-2) ni f"(0).

2 six<=2
fr(x)=1-2 si 2<x<0
2 six>0

Grafica de f"'(x)
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S Estudia la continuitat i la derivabilitat d'aquesta funcié:

2 +2x-1 si x<1

fcx):{i si x>1

x+1

f(x) éscontinuasi x<1 isi x> 1, perque les funcions que la defineixen ho sén.

Estudiem la continuitat en x = 1.

lzm f(x)= lim (¥ +2x-1)=2

x—1"
lzm f(x)
< im f6)= lim S )

x—>1t x+1
f)=1+2-1=2
Com que x[i_7>n1 fx)=f(1) =2, féscontinuaen x=1.
Per tant, f és continuaen IR.

2x +2 si x<1
Trobem f"(x) = —4 6 x>l
(x+1)?
f ésderivablesi x<1 isi x> 1.
Estudiem la seva derivabilitat en x = 1.
f’(l‘)—2-1+2=4
£ = o1 Com que f'(17) = f"(1*), no existeix f'(1).

(1 1)
f és derivable en R - {1}.

6 Calcula el valor dels parametres 2 i & perque la funcié segiient sigui derivable:

ax+b si x<0

f@ = {xz 3x+2 si x20

Representa la funcié per als valors trobats de a i .

Perque f sigui derivable en x =0, ha de ser continua en aquest punt.

/zm (ax+b)=b
lzm f(x)< lzm (x —3x+2)=2

Perque lzm f(x) =£(0) =2, hadeser 6=2.

Si b=2, f éscontinuaen IR.

si x<0
S'@ = {Zx 3 si x>0
Vegem si f és derivable en x = 0:

f'07)=a
£1(0%)=-3
Si a=-3, f ésderivable en R.

} Perqué existeixi f'(0), ha de ser «=-3.

3x+2 si x<0

fw={;_ : X

3x+2 si x=20
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7 En quins punts no és derivable aquesta funcié?
f@) = |x%—4x+ 3]

Justifica'n la resposta.

Definim la funcié per intervals. Per a aixo, fem:

x2—4x+3=0 > x=

4:{16-12 __—x=1
2 <x=3

x*—4x+3  si x<l1
fx) = P +hx—3 sil<x<3

x*—4x+3  si x23
Trobem f(x):
2x—4 si x<1

f'(x)=1-2x+4 si 1<x<3
2x—4  si x>3

Estudiem la derivabilitat de fen x=1 ien x=3:

F17)=21-4=-2

f’(1+):—2-1+4:2} Com que f'(17) = f'(1%), no existeix f'(1).

f(3)=-2.3+4=2

FGY=2.3_4-2 } Com que f'(37) = f'(3"), no existeix f'(3).

f no és derivable nien x=1, nien x=3.

8 Troba els punts en els quals el pendent de la recta tangent és igual a 0 en cada una de les funcions

segiients:
_ x%+1 _ %
2 f@ = 2+ bfe =
iy 2x(x2—1)—(x2+1)2x_ —4x
R T

fx)=0 - —4x=0 = x=0

, 3X2(X2—1)—x3 Dx X4—3X2
b = -
7' (@ —1)2 (@ —1)2

fx)=0— x4 -3x2=20 o x2(x2-3)=0 > x=0, x= {3, x=—43




