Unitat 7. Aplicacions de les derivades

Matematiques aplicades a
les Ciéncies Socials |l

Resol
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Optimitzacio

m Una persona s’acosta a una estatua de 2 m d’alcaria. Els ulls de la persona es troben 1 m per
sota dels peus de I'escultura. A quina distancia s’ha d’apropar perqué I'angle, ¢, des del qual veu
Pestatua sigui maxim?

Hi ha una resoluci6 ben bonica per métodes geometrics. Observa-la:

Es traga una circumferéncia que passa pels punts A i B i és tangent a la recta 7.

Demostra que el punt de tangéncia, 7, és1'anic lloc de la recta » des del
qual es veu el segment AB amb angle maxim.

o r r
Per provar que l'angle tragat des del punt de tangencia 7" és el més gran possible entre tots els tragats
des de punts de la recta farem servir la propietat segiient:

«Tots els angles inscrits en una circumferéncia que comprenen el mateix arc sén iguals».

Sigui P un punt qualsevol situat sobre la recta  (analogament es raonaria si es troba en la posicié de Q).
g puntq g p
—

Unim el punt P amb A i B iobtenim el puntde tall 2" amb la circumferéncia. L'angle APB és més

. ' Yy T L N , . . . N
petit que l'angle AP'B perd AP'B=ATB, perque tots dos sén angles inscrits en una circumferéncia i
comprenen el mateix arc AB. En consequéncia, I'angle tracat des de P és més petit que el tracat des del
punt de tangéncia 7. Aixi, qualsevol angle tracat des de punts de la recta diferents de 7" és més petit

que ATB, d'on es dedueix que aquest és I'angle més gran possible.
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1 Troba les rectes tangents a cada corba que compleixen la condicié que s'hi indica:

_ 523+ 7x* —16x _ x> :
a)y= ~—3 b)y= 3 x?+x-6
en els punts d'abscissa 0, 1, 3. paral-leles alarecta y—x=9
3
) y=2x—x> d)y=%—x2+x—2
que passen pel punt P(2, 1). que passen pel punt P(2, 0).

a) Calculem la derivada de la funcié:

,_ (15x% +14x —16) (x —2) - (527 + 7x* —16x) _ 10x> — 23x> — 28x + 32
g (=27 (27

Ordenades dels punts:
7(0) =0; y(1) =45 y(3) = 150
* Recta tangent en (0, 0): »'(0) = 8
y=8x
* Recta tangent en (1, 4): y'(1) =-9
y=4-9(x—1)=-9x+13
* Recta tangent en (3, 150): y'(3) = 11
y=150 + 11(x—3) = 11x+ 117
b) ® Pendent de la recta:
y=9+x > m=1
* Resolem f"(x) = I:
x2-2x+1=0 > x=1

* Punt de tangencia:

1 17 17
1l q16-"7 -7
y=g o 3 _>< 3 )

* Recta tangent:

-17
}}:

+x=1) = y= +x

—20
3
c) * Elpunt 7 de tangéncia és de la corba, té aquestes coordenades: (¢, 2¢—c?). Isigui P = (xg, ) = (2, 1).

* El pendent de la recta P7" ha de ser igual a la derivada de f en ¢:

f(f)—)’ozf'(c) BN 26—6’2—1

=2-2c > ?—4c+3=0 > ¢ =1, ;=3
€ — X c-2

* Hi ha dues rectes tangents:
=1 fle)=1, fle)=0 = y=1
6y=3, fle) ==3, flle) =—4 — y=-3—4(x—3) = y=9—4x
d) El pendent de la recta tangenten x=2, y=0 és: y'(2)=22-2-2+1=1.

Aleshores, la recta tangent és: y = x— 2.
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1 Demostra que si una funcié y = f(x) és decreixent en x, aleshores:

flx) <0

Si f(x) és decreixent en x, existeix un entorn de x, £ = (xg—a, xy + @), tal quesi x€ E i x = x,
aleshores:

fo-fx) _

X —Xq

Per tant, si f(x) és derivable en x), tenim que f"(xp) = lim SO- fxg) <0.
0 X=X

2 Fixa'ten la funcié y=x3-3x%-9x+5:
a) On creix?
b) On decreix?
9'=3x2—6x-9=3x2-2x-3)=3(x-3)(x+ 1)
a)x<-1 = y'>0 — féscreixenten (—oo, —1)
x>3 = y'>0 — f éscreixenten (3, +o)

b)-1<x<3 — y'<0 — f ésdecreixenten (-1, 3)
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1 Comprova que la funcié y = x3/(x—2)? té només dos punts singulars, en x=0 ien x=6.

Esbrina de quin tipus és cada un d'aquests dos punts singulars; per a aixo, has d'estudiar el signe
de la derivada.

(x—2)4 (x—2)* T w-27 (k-2

=0
y'=0— xz(x—6)=0<z_6

ORI R P Px-2)(3(x-2)-2%) 2(Gx-6-29 x*(x—6)

£1(=0,01)>0

£7(0,01)>0 } En x=0 hiha un punt d'inflexié.

‘5, 0
JJZEZ (9)3:0} En x =6 hiha un minim relatiu.

2 a) Troba tots els punts singulars (abscissa i ordenada) de la funcié y = —3x% + 4x3. Per mitja d'una
representacié adequada, esbrina de quin tipus és cada punt.

b) Fes el mateix pera y = x% 4+ 823 + 22x2 + 24x + 9.
a)y'= —12x3 + 12x% = 12x%(—x + 1)

) x=0 — Punt(0,0) ,
9'=0 < =1 — Punt(1,1) } Dos punts singulars.

Els dos punts estan en l'interval [-1; 1,5], on la funcié és derivable.
Amés, f(-1)=-7 i f(1,5) =-1,7.
* En (0, 0) hi ha un punt d'inflexid.

1
* En (1, 1) hi ha un maxim relatiu. II|

b)y'= 4x3 + 24x2 + 44x + 24 = 4(x + Dx + 2)(x + 3)
x=—1 — Punt(-1,0)
y'=0 < x=-2 — Punt(=2,1) Tres punts singulars.
x=-3 — Punt(-3,0)

Els tres punts estan en el mateix interval [-4, 0], on la funcié és derivable.
A més, f(-4)=f(0)=9.

¢ Hi ha un minim relatiu en (=3, 0), un maxim relatiu en (-2, 1) i un
minim relatiu en (-1, 0).
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1 Estudia la curvatura d'aquesta funcié:
y=3x%-8x3+5

F1(%) = 12x% — 24x%; f'(x) = 36x% — 48x

x=0 — Punt(0,5)
Fr0=0 - 12xGx-4=0<____4 _ p, (4 _121)
3 37 27

(f "(9=72x—48; £7(0)=0; f @O)

Els punts (0, 5) i <§,—12L71> so6n punts d'inflexid.

* La funcié és concava en (—oo, 0) @ (g, +oo), jaque f"(x) > 0.

* La funcié és convexa en l'interval <0, %), jaque f"(x) <0.

2 Estudia la curvatura de la funcié segiient:

y=x3-6x2+9x

Flx) =3x2 = 12x+ 9; f"(x) = 6x— 12

f'(x)=0 - 6x-12=0 — x=2 — Punt (2, 2)
(f"() =65 f(2) = 0)

El punt (2, 2) és un punt d'inflexié.

* La funcié és convexa en (—oo, 2), ja que f"'(x) <O.

* La funcié és concava en (2, +o0), ja que f"'(x) > 0.



Unitat 7. Aplicacions de les derivades

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

B Optimitzacié de funcions

Pagina 181

1 Troba el nombre positiu la suma del qual amb vint-i-cinc vegades el seu invers sigui minima.

Anomenem x el nombre que busquem. Ha de ser x> 0. Hem de minimitzar la funcié:

s 25
fl) =x+ ;

s elas xS f5)-10
f0)=1- 3 =52 0= T vl jaque x>0)

(Comque [lim_ f(x)=+c0, lim flx)=+o0, i f(x) éscontinuaen (0, +c0); hi ha un minimen x=5.)
x—0* X = oo
Per tant, el nombre buscat és x = 5. El minim és 10.
2 Entre tots els triangles rectangles amb catets que tenen longituds que sumen 10 cm, troba les
dimensions d’aquell amb una area maxima.
x+y=10 - y=10-x

. . — 2
xzy:x (lg x) _ 10x2—x 0<x<10

Hem de maximitzar la funcié:

Area =

2
3 5 f(x):x+7lox2_x , 0<x<10

f'(x)=%=5—x=0 - x=5—>y=10-5=5

<f(0) =0; f(10)=0; f(5) = %; i f és continua. Per tant, en x=35 estael méxim.)

Els catets mesuren 5 cm cada un. L'area mixima és de 12,5 cm?.

3 Entre tots els rectangles de perimetre 12 m, quin és el que té la diagonal més petita?

d=y6-x)2%+x*, 0<x<6

7
____r" Hem de minimitzar la funcié:
& G_n £ =(6-22+x%, 0<x<6
e Flgo 26942 | 124dx 642
. 2J6-x2+x2 2J(6-x%+x2 J(6-x72+x2
" F@)=0 > —6+2x=0 - x=3

(£(0)=6; £(6)=6; f(3)=+18=342 =~4,24; i f(x) éscontinua. Per tant, en x =3 hi ha un minim).
El rectangle amb la diagonal més petita és el quadrat de costat 3 m.

4 Determina les dimensions que ha de tenir un recipient cilindric de volum igual a 6,28 litres perque
es pugui construir amb el minim possible de llauna.

Suposem que el recipient té dues tapes:

Area total = 21rh + 2mr? = 21 (h + 7)
V=6281=6,28dm?
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Com que V=mt.-r2.h=3,14-7r2.h=6,28 — h=6’i—l

3,14-72_72

Aixi: Area total = 2mr <% + r) =21r (; + 72>
r

Hem de trobar el minim de la funcié:

£ = 2n<%+72), >0

3
f'(r)=2ﬂ:<—%+2r>=<%>=0 - 2+2%=0 > r=31=1
r 7

(Com que x/in;z)+ f(r) = +oo, xé)nzm f(r) = +o0 i f éscontinuaen (0, +o0), en =1 hiha un minim.)

El cilindre tindra radi 1 dm i altura 2 dm.
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1. Tangent en un punt de la corba
Fes-ho tu.

x—2 .
% en el punt d'abscissa x = 0.
e

a) Troba I'equacié de la recta tangent a la corba f(x) =

b) Si és possible, troba la recta tangenta f(x) en x=2.

—x_:Z si x<2
B e
Ak x =2 si x>2
X
€

Derivem la funcié per intervals:

x—3

f,() = si x<2
X) =
Lﬁ si x>2
e

x=0, f(0)=2, f'(0) =-3 — L'equacié de la recta tangenten x=0 és y=2—3x.
b) Estudiem la derivabilitat en x = 2:

* En primer lloc, observem que la funcié és continua en x =2, ja que:
lim fx)= lim f(x)=f2)=0
x—27 x—2%
* Trobem les derivades laterals:
f@y==+ ren=4
e e

Com que sén diferents, la funcié no és derivable en x =2 ino és possible trobar la recta tangent en
aquest valor.

2. Tangent que passa per un punt exterior

Fes-ho tu. Troba els punts de la corba f(x) = x2 — 2x + 4 on la recta tangent a aquesta passa per
I'origen de coordenades.

Els punts de tangéncia estan en la corba i sén de la forma (a2, 2% — 24 + 4).

az—2ﬂ+4—0.

El pendent de la recta que passa pel punt de tangencia i per l'origen de coordenades és =0

Per altra banda, el pendent de la recta tangent sera f'(2) = 22— 2.
> —2a+4 2 2
Pertant,f=2¢z—2%a —2a+4=2a°-2a = a=-2, a=2.

Hi ha dos punts de tangeéncia que corresponen a dues rectes tangents:
x=-2, f(-2)=12, f'(-2)=-6 = y=12-6(x+2)
x=2, f(2)=4, f2)=2 = y=4+2(x+2)



Unitat 7. Aplicacions de les derivades

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

3. Coeficients d'una funcié

Fes-ho tu. Troba els coeficients de la funcié f(x) = ax> + bx? + ¢ sabent que la tangent a la corba en
el punt (1, 0) és y = -3x + 3, i que aquest punt és un punt d'inflexié.

Com que la funcié passa pel punt (1, 0), es compleix que (1) = 0.
El pendent de la recta tangent en aquest punt és -3, és a dir, f'(1) = -3.
Com que el punt d'abscissa x =1 és un punt d'inflexié, aleshores f"'(1) = 0.
Per altra banda,

F(x) = Bax? + 2bx

f"(x) = 6ax + 26
Substituint obtenim:

f(1)=0 - a+b+c=0

f(1)=-3 = 3a+2b=-3

f'1)=0 = 6a+2b6=0
Resolem el sistema:

a+ b+c=0
3a+2b =-3; > a=1, b=-3, c=2
6a+2b =0
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4., Intervals de creixement

Fes-ho tu. Estudia els intervals de creixement i de decreixement d'aquestes funcions:

a)f(x)=2x73 b)f(x):ln(x2+4x—5)
x“—4

a) El domini de definicié és IR — {2, 2}.

iy 3P —4)—x02x k124
f (x) = (X2—4)2 - (x2_4)2

F)=0 = x*—12x2=0 — x=2y3, x=-23, x=0
Com que el denominador és un quadrat, el signe de f(x) depen només del signe del numerador.

Fra  Fed Fed fed 0 Felt Pl
Es creixent en (=0, —2y3) i (243, +o0).
Es decreixent en (=243, -2); (=2, 0); (0,2) i (2,243).

b) El domini de definicié és (—co0, =5) @ (1, +o0).
f'(x) - 2x + 4

x%+4x -5
f'(x)=0 = 2x+4=0 — x=-2 (que no pertany al domini)

No té punts singulars.

F«ll  MWoexistelx £ F30

s —Ii 1 _,_a-F’"
Es creixent en 'interval (1, +o0) i decreixent en (—oco, —5).
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6. Maxims i minims
Fes-ho tu. Determina els maxims i minims de les funcions segiients:

a) f(x) = ’"7"

b) f(x) = 3x2 €*
1.2 lnx2x

2) f'(x) = x _x—2xlnx _1-2lnx

x4 x4 2

fx)=0 > 1-2lnx=0 — x=ell?

Estudiem el creixement. Per a aixd, hem de tenir en compte que el domini de la funcié és (0, + ).

Fa Fad

I}f*l’lﬂm

x= e f(el/z)zi — El punt (61/2, %) és un maxim.

b) £'(x) = 6xe* + 3x2 ¢* = 3xe* (2 + )
f'(x)=0 = 3x*2+x)=0 > x=-2, x=0

Fra Fer b

fﬂ_'guhnf

x=-2, f(-2) = 12¢7 — El punt (-2, 12¢72) és un maxim.
x=0, f(0)=0 — El punt (0, 0) és un minim.

7. Punts d'inflexié

Fes-ho tu.
a) Troba els punts d'inflexié de la funcié f(x) = x— 2cos x, x € [-T, 7.
b) Té la funcié f maxim o minim en aquest interval?
a) f'(x) =1+ 2sinx
f"(x) = 2cos x

f'(x) =0 = 2cosx=0 — x= —%, ng

Estudiem el signe de la derivada segona.

F«q =0 Fant] |

i
I T B R T

_n o(m\_m_, (m\_m
x= 2’f<2> 2 2m<2> 2

Els punts d'inflexié sén <—%,—%> i <%, %)
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b)f'(x) =0 = 1+2sinx=0 — sinx= —% - x:—%
Per esbrinar si en el punt d'abscissa x = —% hi ha un maxim o un minim, avaluem la segona derivada:

g

Pagina 185

8. Maxim absolut

Fes-ho tu. S'estima que el benefici d'una empresa ve donat per la funcié:

8t—12 si 0<t<6
B(t) =
® {Zt si 62<10

En els primers 6 anys, en quin moment s'obté el benefici maxim i quin és el seu valor? Aquest maxim
és relatiu o absolut?

Per obtenir el benefici maxim en l'interval [0, 6], estudiem 'existéncia d'extrems relatius i avaluem tant en
aquests com en els extrems de l'interval.

B 8-2t si 0<t<6 — 8-2t=0 —> t=4
=12 si 6<£<10

B(0) =0, B(4) =16, B(6) =12
El benefici maxim en els sis primers anys 1'aconsegueix en el quart any i el seu valor és 16.

Observem que la funcié torna a créixer a partir del sis¢ any, ja que, per exemple, el benefici en el dese any
és B(10) = 20. Per tant, el benefici en el quart any representa un maxim relatiu.

9. Inversié publicitaria

Fes-ho tu. Troba dos nombres naturals la suma dels quals sigui 15 i tals que el producte d'un pel
quadrat de 'altre sigui el més gran possible.

Siguin x i y els nombres naturals buscats. Compleixen que x + y = 15.
Per altra banda, P = x?y és la funcié que volem optimitzar. Substituint y = 15 —x, obtenim:
P=x?(15-x) = 1552 - x?
P'(x) = 30x — 3x2
P'x)=0 = 30x—3x*=0 — 3x(10-%) =0 = x=0 (noésvalid), x=10
Ara fem servir la derivada segona per saber si és maxim o minim:
P"(x) =30-6x — P"(10) =-30 <0 — Hiha un maximen x = 10.

Els nombres sén x =10, y=5.
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10. Area maxima

Fes-ho tu. Es vol construir un diposit de llauté6 amb forma de cilindre d’area total 54 cm?. Deter-
mina el radi de la base i ’altura del cilindre perqué el seu volum sigui maxim.
Anomenem 7 el radi del cilindre i h 1'altura.

L'Area total és S = 2mr? + 2mrh.

27 — r?
r

2nr? + 2nrh =54 — h=
2
Fl volum del cilindre és V= mr?h = m’2271_t7m =727 —mr?) = 27r — mr3.
r
Busquem les dimensions del cilindre de volum maxim.
V'(r) =27 - 3nr?

V'(r)=0 = 27-31r2=0 — r= -2 cm

Jr
V"(r) = —6mr

V'(r)<0 — En r= (i) hi ha un maxim relatiu.

Jn
27-m-9/n _ 6

Només falta calcular 'altura del cilindre, que és h = =-——=—==

= m.
.

11. Problema de temps minim

Fes-ho tu. La vela major d’un vaixell té forma de triangle rectangle. Si la hipotenusa ha de fer 6 m,
calcula les dimensions perqué la superficie de la vela sigui maxima.

Anomenem x, y les mesures dels catets del triangle rectangle.

x2+92=36 = y=436-x?
La superficie de la vela és S = % ja que els catets fan de base i d'altura del triangle rectangle.
S'obté:

S(x) = xiw

2

2
sm:%(mm 2 ) 18—

2\/36—)6‘2 _\/36—x2
Sx) =0 - 18—-x%2=0 — x=3y2, x=-34y2 (noval)

Elvalor x =342 ésun mixim, com es pot comprovar estudiant el signe de f" a ambdés costats del mateix.

L'altre catet del triangle mesura y = y36—(3 V2)2 =3)2.

La vela és un triangle rectangle isosceles i els seus catets fan 342 m.
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1. Tangent perpendicular a una recta

Escriu les equacions de les rectes tangents a la funcié f(x) = 4x3-2x+ 1 que son perpendiculars a la
recta x +y—2=0.

Larecta y = —x + 2 té pendent —1. Qualsevol recta perpendicular a aquesta tindra pendent — % = L.
Per tant, hem de calcular els punts de la corba en queé el pendent val 1. a

Flx) = 12x2 -2

Fl=1—>12x2-2=-1 - x=—%, x=1
3
S S G U INY S 0 Y e B R} -3 1 -
X = 2,f< 2) 4( 2) 2( 2)+1 > -y 2+1<x+2)—>}/ x+2
3
e[} 41} oL -1 _ 1 _1 =
x—z,f(2> 4(2> 2<2>+1 3 -y 2+l<x 2)—))/ x

2. Intervals de concavitat i convexitat

Determina els intervals de concavitat i convexitat i els punts d'inflexié d'aquesta funcio:

2
. x
1= x2 -1
El domini de definicié és IR — {1, 1}.
2
X
f(x) - x* -1
N —=2x
2(3x%+1)

fx) = 1)

f'(®) =0 — 3x%+1=0 no tésoluci6 — No té punts d'inflexié i la taula dels signes de la segona
derivada és:

F=a , Fl«b : F=u
NVE NN AN

(el signe de la segona derivada només depen del denominador)

La funcié és concava en (=0, —1) i (1, +o0). Es convexa en (=1, 1).

3. Maxim i minim absolut
Calcula el maxim i el minim absoluts, en l'interval [-1, 2], de la funcié:
fx)=In (Prx+1)—x

F() =l (x* + x+ 1) —x esta definida en IR ja que I'argument del logaritme sempre és positiu. Es una
funcié continua i derivable en [-1, 2]. Com que és continua en un interval tancat i acotat, arriba als seus
extrems absoluts. Aquests poden ser els extrems de l'interval o els extrems relatius, si estan en l'interior.

fr(x) — 2x+1 ~1

2rx+1

fx)=0 — 24l ok l=xlex4] —> x=1, x=0

2

x“+x+1
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Avaluem:
x==1 = f) = ()2 + 1)+ 1) = (=D =1
x=0 = f(0)=h1=0
x=1—= f(1)=l3-1=0,0986
x=2 = f(2)=ln7-2~-0,054

Arriba al maxim absolut en (1, 1) i al minim absolut en (2, /n 7 — 2).

4. Punts en els quals s'anul-len ', f' i f'"
Estudia si la funcié f(x) = 1— (2 —x)° té maxim, minim o punt d'inflexié en x = 2.
e Trobem f', £, f"
F@=52-0% > f'®=-202-x° = f"(x =602 -x)>
En fer x =2, esverifica £'(2) = f"(2) = f""(2) = 0.

* Estudiem el signe de /' al'esquerraialadretade x=2:

Fao
/.- 1

f creix al'esquerraialadretade 2 — f no té maxim ni minim en x = 2.

Fr0

* Comprovem que té un punt d'inflexié estudiant el signe de /"

f"tﬂ' _,F"!-{I

1

e U N

Al'esquerra de x =2, la funcid és convexa, i a la dreta de x =2, la funcié és concava.

El punt (2, 1) és un punt d'inflexid.

S. Extrems relatius
Sigui f(x)=x?e™* amb a= 0.
a) Troba el valor de a perqué la funcié tingui un extrem relatiu en el punt d'abscissa x = 2.

b) Classifica els extrems relatius quan a = 2.
a) f'(x) = 2xe™™ — ax?e™*

f'2)=0 = 42 _4ae2-0 > e2(4-4a)=0 > 4—4a=0 —> a=1 (ja que I'exponencial
mai s'anul-la)

b) Pera 2 =2 laderivada és f'(x) = 2xe™>* — 2x2¢™ %,
fx)=0 > 2x-2x=0 > x=1, x=0

Fed  Fri | Feb

— T

x=0, f(0)=0 — (0,0) ésun minim relatiu.

:

x=1, f(1)=¢2 = (1, ¢7) és un maxim relatiu.
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Exercicis i problemes proposats
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Per practicar

W Recta tangent
1 Troba I'equacié de la recta tangent a les corbes segiients en els punts que s'indiquen:
en x=0

a)y——

b)y = (0,3x - 0,01x2)? en x=10
) y=+x+12 en x=-3

d)y=e*"1en x= %

ey=xlnxen x=e¢
9f 0=~
x=0, f(0)=-1

La recta tangent és y = -1 —x.

b) £(x) = 2(0,3x — 0,01x2)(0,3 — 0,02x), £'(10) = 0,4

f10)=-1

x=10, £(10) =4

La recta tangent és y = 4 + 0,4(x — 10).
o) f'(x) = «/7 f(3)-—

x=-3, f(-3) =

La recta tangent és y =3 + l(x +3)

d) F1(x) = 221 f( ):

_ 1 1)_

x = > f<2> 1

La recta tangent és y=l+2(x—;>.
e fx)=lnx+1, flle)=2

x=e fle)=e

La recta tangent és y=e+ 2(x—e).

2 Obtén I'equacié de la recta tangent i paral-lela a I'eix d'abscisses en aquestes corbes:
a)y=xhx b)y=x%e* ©) y = sin2x

Una recta paral-lela a |'eix d'abscisses té pendent zero.

Ay =hx+x- Lo mxst
x

9'=0 > Inx+1=0 - hx=-1 —>x=€’1=l —>y=_—1

La recta tangent en el punt (l, i) és: y= —
e e e
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b)y'=2xe*+ xZ e = (2x + x2)e*
Com que ¢*# 0 peratot x:

x=0 — Punt(0,0)

r_ 2 _ =
=0 = 2x+x°=0 — x(2+X)—0<x:_2 — Punt (-2, 4/¢%)

* En el punt (0, 0), la recta tangent és: y=0

* En el punt (—2 4 ), la recta tangent és: y = 4

T e
c) y'=2cos2x
2x:%+2n/e - x:%+1t/e —- y=1
y'=0—>26052x=0< 3 3
2x=Tn+21t/e - x:Tn+Tck —- y=-1
* En els punts <% + Tk, 1), amb k€ Z, larecta tangentés: y=1
* En els punts (3775 + Tk, —1>, amb k€ Z, larecta tangent és: y=—1
2
3 Donada la funcié y= *—= 1 trobaels punts en els quals el pendent de la recta tangent sigui %
x

2x-x—(*=1) X241

f6) = 2 T2
X

, 5 241
f(x)=z_> xx; =

S5
4
Els punts demanats sén <—2, ?) y (2, 2)

4 Escriu les equacions de les rectes tangents a la funcié y = que s6n paral-leles a la recta

x—4
+2
6x—y+5=0.

La recta donada és y = 6x + 5. Per tant, hem de trobar els punts de la funcié donada en qué els
pendents de les rectes tangents valen 6.
) = x+2—(x—4)= 6
x+2)? (x+2)°

fx)=6 — (x+62)2 =6 > (x+2)?%=1 > x=-3, x=-1

x=-3, f(-3) =7 — Latangenten (-3,7)és y=7 + 6(x + 3).
x=-1, f(-1) =—5 — Latangenten (-1, -5) é y=-5+ 6(x + 1).

5 Troba l'equacié de la recta tangent a la corba y = x|x— 3| el pendent de la qual és -2.

Definim la funcié per intervals:

£ = x(—x +3) si x<3 o +3x si x<3
= x(x—3) si x23 |x2-3x si x23

Trobem la derivada:

2x+3 si x<3

S = {2x—3 si x>3
La funcié donada és continua en tot IR i és derivable quan x = 3.
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Perque el pendent de la recta tangent a la corba sigui —2, poden donar-se dos casos:

2 4

2x—3=-2 = x= % (no és valid perqueé no pertany a l'interval)

2x+3=-2 > x= RN f(%):i

> i) ilarecta tangent en aquest punt és:

El punt en que la tangent té pendent -2 és (5, 4

6 a) Troba I'equacié de la recta tangent a la grafica de la funcié f(x) = x3 —3x2 + 2x+2 en x=3.

b) Hi ha una altra recta tangent a la grafica de f que sigui paral-lela a la que has trobat? En cas
afirmatiu, troba-la.

a) Trobem el pendent de la recta tangent fent servir la derivada:
F(%) =3x2—6x+2
x=3, f(3)=8, f'3)=11 = y=8+11(x—3)
b) Per saber si existeix un altre punt en que la recta tangent sigui paral-lela resolem:
Fl) =11 = 3x2—6x+2=11 = x=3, x=-1
Hi ha un altre punt:

x=-1, f(-1)=—4 — y=—4+11(x+ 1) ésla recta tangent en aquest punt.

7 Troba la recta tangent a la corba y = 4x> — 2x? — 10 en el seu punt d'inflexié.

Calculem primer el punt d'inflexié resolent f"'(x) = 0:
fl(x) = 12x2% — 4x
f(x) = 24x -4

£ =0 — 24x—4=0 — x:%

Avaluant la derivada segona a ambdés costats de x = %, observem que la funcié passa de convexa a

concava. Per tant, és un punt d'inflexid.
3 2 2
L () 4 ) o) g0 270 (1) _ (L) 4.1 __ 1
e A - 4E) ) 10— (E)-nfl) e L
L'equaciéés:y=————<x——>

8 Troba els punts de la corba y = 3x% — 5x + 12 en qué la recta tangent a aquesta passi per I'origen
de coordenades.
Hem de trobar les equacions de les tangents des d'un punt exterior a la grafica de la funcié.
Els punts de tangéncia sén de la forma (4, 342 — 54 + 12).

3a> —5a+12-0 _3a*—5a+12

El pendent de la recta tangent que passa per 'origen és ~—0 p

Fent servir la derivada, el pendent anterior també és 62 — 5.

2
w=6ﬂ—5 > 34254+ 12=64%—-52 — a-2, a=2

Obtenim dos punts de tangencia i dues rectes tangents:
x=-2, f(-=2) =34, f'(-2)=-17 = y=-17x
X=2, f(2)= 14) f’(2)=7 4 y=7x
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9 Troba els punts de la corba y = % x% + 4x — 4 en els quals la recta tangent a aquesta passi pel

punt (0, —8). Escriu les equacions de les rectes tangents en aquests punts.

Hem de trobar les equacions de les tangents des d'un punt exterior a la grafica de la funcié.

2
Els punts de tangencia sén de la forma (a, % +4a— 4).

2 2
%+4a—4—(—8) %+4a+4
El pendent de la recta tangent que passa per (0, —8) és 0 = p .

Fent servir la derivada, el pendent anterior també és 2 44,

2
L v ha+v4h
SR AN

2
tda+4d=2" +4a > a=-4, a=4
a 2

a*
4 4
Obtenim dues rectes tangents:

f(-4) =2 — y=-8+2x

f'4)=6 > y=-8+06x

10 Troba, en cada cas, les equacions de les rectes tangents paral-leles a I'eix X:

X3 2 X%+ 2x

R = X =
Ay= 3(x-1) by Inx 9y e*

a) L'eix horitzontal té pendent 0.

1 3x%(x—1)—x3 _ x2(2x —3)
TE3TTT e Bt

y'=0 = x*(2x-3)=0 = x=0, x=%

2
_3 (3. \2) 9 22
= 2’f<2>‘ 14 707
3.1
2
21
by 2x lnx+x ;=x(2[nx+1)
7 n? x n? x

1
9'=0 > xQ2hx+1)=0 = x=0(noval), x=¢ 2

1 e e
2

Q) ' (2x+2) & — (x2 +2x) & _ 252

€2x L,Zx

L
x=e 2,f<e 2): 2 -2

7'=0 = 2-x*=0 = x=42, x=—42

c= V2, f({2) = 2+242 S y- 2+242

eﬁ V2

oo, fel2)- 2222 oo
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M Maxims i minims. Punts d'inflexié

11 Troba els maxims, els minims i els punts d'inflexié de les funcions segiients:

3
a) y= 23— 6x2 + 9x b)y=w Q) y = x4 — 253
d) y = x* + 242 e)y= 21 fly=e*(x-1)
x“+1

a) f(x) = 3x2-12x+9

F0)=0 = 3(x?-4x+3)=0 = x= 4iJ126ﬁ=4§2 <iif:;:2
Signe de la derivada:

F+a  Fed 2l

I T T

Hi ha un minim en (3, 0) i un maxim en (1, 4).

Punts d'inflexié:
f'x)=6x-12=0 = x=2 = y=2
Com que f"(x) <0 pera x<2 i f"(x) >0 pera x>2, el punt (2, 2) és un punt d'inflexié.

_ 3xt-8xd
b)y= 12
f’(x)=M=x3—2x2
12
o 2 oy x=0—> y=0
f(x)_o—)X(x 2)_O<x=2—>}/=—4/3
Fad Fab . Fab

H;Hi‘f’

Hi ha un minim en (2, _34)

v s ) B x=0—> y=0
f(x) =3x2—4x=0 — x(Sx—4)-0<x=4/3 — y=—(64/81)

Fxa e i
L I SN

Hi ha un punt d'inflexié en (0, 0) i un altre en <§, _81 )

R wlet

o f'(x) = 4x3 — 6x2

' _ 2 — ¥=0 = J’:O
[ =0 = x2(x-0=0<T"_3) T _ s
Faa  Feb Fal

Hiﬂ_&f’

. . 3 27
Hi ha un minim en (2, TG )

:0—> =0

F0 =126 - 12 = 12x(e- 1) =0 < yy=_1
Fxa b P
Sy

Hi ha un punt d'inflexié en (0, 0) i un altre en (1, —1).
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d) f'(x) = 43 + 4x
F@)=0 = 4x(x>+1)=0 = x=0 = y=0

i I L
e T

Hi ha un minim en (0, 0).

f(x) = 12x%2 + 420 peratot x.

No hi ha punts d'inflexié.

A

fx)=0 > 2x=0 - x=0 — y=1
=0 Feb
T

Hi ha un maxim en (0, 1).

2741 +2x- 20 +1)- 20 _ 2(*+1)+8x> _ 6x2 -2

r (e + 1) (241 (el
" 1 .1 .43 3
f'x)=0 — X:i\/;:iﬁzi? _>},:Z

3
. o 3 3). (B 3)
Hi ha un punt d'inflexié en <_?’Z i un altre en 34/
£) fll) =e*(x—1) +e¥=e"(x— 1+ 1) =xe*
fx)=0 = x¢*=0 = x=0 (jaque e*=0peratot x) = y=1

Fel | Fao
I S
Hi ha un minim en (0, —1).
f"(x) ="+ xe*=e*(1 +x)
f'(x)=0 = x=-1 —)y:%
Fal

R

Hi ha un punt d'inflexié en (—1, _2>
e

12 Troba els intervals de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims d'aquestes

funcions:

_ 8-3x X%+l X3
VY= w2 b=l 92

_ 2x%-3x s | _ 8
dy="% o= Dy= x? (x - 3)

Q) y- 8-3x _ 8-3x Domini =R — {0, 2}

Cox(x—2)  x2-2x

£ = =3 (x* = 2x) = (8 —3x)- (2x - 2) _ —3x% + 6x —16x +16 + 6x% — 6x _ —3x2+16x +16
(x* = 2x)? (x? — 2x)? (x2 — 2x)?
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- _4
FD=0 = 32— 16x+ 160 — x- 105256-192 1664 1628 —*

6 6 6 x=4/3
Signe de la derivada:
F=4 . F=0 . Fab . F«a . =0
_H_ﬂ-#'* i _H_,a-ﬂ"' % "““H-__'h 1 "“'H-h__* 4 _,_ﬂ-f"'
La funcié és creixent en (-0, 0) @ (0, %) D (4, +o).
Es decreixent en (%, —2) @ (2, 4).
s 4 9\ . . 1

Té un maxim en (3, 2) i un minim en <4, 2).

x2+1 . .

b)y= =5——. Domini = R-{-1, 1}

x° =1

£ = 2x(x? —1) = (x? +1)- 2x _ 253 — 2x — 2x% — 2x __ —4x
(x* —1)? (x*-1)2 (x* —1)?
f'x)=0 > -4x=0 = x=0
Signe de la derivada:
F=a F  Felr Fad
_H__FP"* -1 _#_Fd“" B e, L T,
La funcié és creixent en (—oo0, —1) @ (-1, 0).
Es decreixent en (0, 1) @ (1, +o).
Té un maxim en (0, -1).
o y= sz . Domini =R - {-1, 1}

x“—1

£ - Bt —1)—x-2x  3xt_3x? _2xt x4 32 XP(x7-3)
(x*—1) (x*—1)2 =172 (*-1)?
x=0
f'x)=0 — x2(x*-3)=0 x=—43
x43
Signe de la derivada:
>4 Fedr  Fab Fladl Fed 2D

La funcié és creixent en (—oo, —y/3) @ (V3, +0).
Es decreixenten (—y3,-1) @ (-1, 1) @ (1, y3).

Té un maxim en (—«/3, —32/3)

Té un minim en («/3, 37«/5)
Té un punt d'inflexié en (0, 0).

2
d)y= % Domini = R - {2}

f'x)= (4x —3) (2 — %) — (2x% = 3x) - (1) _ 8x — 4x% — 6+ 3x + 2x* — 3x _ 2x*+8x—6 _ —2(x* —4x+3)
2-x)? (2-x? 2-x)? 2-x7
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' 4+J16-12 4+V4 412 x=3
- 2_ - = = =2=
fx)=0 = x*-4x+3=0 — x 2 5 > <x:1

Signe de la derivada:
F«a  Ft Fai F«a

Ty 1 f_pd“" 1 f‘l’ BI Ty
La funcié: és creixent en (1,2) @ (2, 3).

és decreixent en (—co, 1) @ (3, +oo).
té un minim en (1, -1).

té un maxim en (3, -9).

2
e) y= % Domini = R — {0}

. 2 —(x>=1)-1 2x2_x241 241
f(x): > - X ;C + =x -;
X X X

’ _ x2—1 _ 7 .7
f'(x)=0 = =—= =0. No t solucié.
x

Signe de la derivada:
F1a F>b

e I

La funcid és creixent en tot el seu domini.

8 _ 8
x2(x—3) x>—3x%
£ - -8 (3x% — 6%) _ —8x(3x —6) _-8 Bx—06)

=302 xH(x-3%0% xP(x—3%7°
fx)=0 > 3x-6=0 = x=2

£) y= . Domini =R - {0, 3}

Signe de la derivada:
F=a . F>0 ., Fep

-‘-H-H""-m & ..-f-"”_ﬂ-" 1 H“-&. BI H‘u

La funcié: és creixent en (0, 2).

és decreixent en (-0, 0) @ (2, 3) @ (3, +o0).

té un maxim en (2, -2).

13 Estudia la concavitat, la convexitat i els punts d'inflexié de les funcions segiients:

a)y=x>-3x+4 b)y=x4—6x2 c)y=(x—2)4
_ x _ 2-x —
d)y=xe e)y= el H)y=ln(x+1)

a) y=x3—3x + 4. Domini =R
F) =3x2 =35 f(x) = 6x
f'x0)=0 = 6x=0 = x=0
Signe de f"'(x):
e Fap
Oy AL

La funcié és convexa en (—co, 0) icodncavaen (0, +oo).

Té un punt d'inflexié en (0, 4).
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b) y = x* — 6x%. Domini = R
Flx) = 4x3 = 12x f'(x) = 12x%2 - 12

x=-1

fl@=0 > 1262-1)=0<"_,

Signe de f"'(x):
F>a \ ] . Fa
N

La funcié és concava en (—oo, —1) @ (1, +o0) iconvexaen (-1, 1).

Té un punt d'inflexié en (~1,-5) iunalaeen (1,-5).
o) y=(x— 2)4. Domini = IR
f'(x) = 4(x— 2)3; f(x) =12(x — 2)2
[0 =0 > x=2
f"(x) >0 pera x=2
Per tant, la funcié és concava. No té punts d'inflexid.
d) y =xe*. Domini=IR
flx)=e*+xe¥=(1+x)e% f'(x) ="+ (1 +x)e* = (2 +x)e”
f'(x)=0 = x=-2 (¢¥20 peratot x)
Signe de f"'(x):
Fad FaD
TN
La funcié és convexa en (—oo, —2) iconcava en (-2, +oo).

Té un punt d'inflexié en (— ,—%).
e

e)y= % Domini = R - {~1}

(x+1)2 (x+1)2  (x+1)?

wey_ 6
£ = (x+1)3

f"(x) #0 peratot x.
Signe de f"'(x):

fv(x)z—1(x+1)—(2—x)_—x—1—2+x_ -3

Fe . Fa0
Oy L

La funcié és convexa en (—eco, —1) iconcavaen (-1, +oo).

No té punts d'inflexié.

£) y=In(x+1). Domini= (-1, +oo)

ey .1
f(x)_x+1
" _ —1
f(X)_(x+l)2

f"(x) <0 pera x e (-1, +o0)

Per tant, la funcié és convexa en (-1, +co).
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14 Estudia si aquestes funcions tenen maxims, minims o punts d'inflexié en el punt d'abscissa x = 1:
a) y=1+(x-1)3 b)y=2+(x—1)4 c)y=3—(x—1)6 d) y=-3+2(x-1)°

a) ®* Maxims i minims: busquem els punts en que f'(x) = 0.
F)=3x-1)2% > 3x-1?=0 - x=1, f(1)=1

Estudiem el signe de la derivada:

F=a . F=0

T 1 ¥

La funcié creix a l'esquerra i a la dreta de x = 1.

No hi ha ni un maxim ni un minim.
* Punts d'inflexi6: busquem els punts en que f"'(x) = 0.
f'x) =6(x-1) > 6(x-1)=0 - x=1, f(1)=1

Estudiem el signe de f"'(x):
F«d >0

Cy AL

Es convexa a l'esquerra de x =1 iconcava a la seva dreta.

Hi ha un punt d'inflexié en (1, 1).

b) * Maxims i minims: busquem els punts en que f'(x) = 0.
F)=4x-1P = 4x-1°=0 - x=1, f(1)=2
Estudiem el signe de la derivada:

Flad . =0
e 1T

La funci6 decreix a I'esquerra de x =1 i creix a la seva dreta.

Hi ha un minim en (1, 2).
* Podem comprovar que no hi ha punts d'inflexié amb el signe de f"'(x):
F'(x) =12(x=1)2 = f"(x) 20 pera qualsevol x.
La funcié és concava en tot el seu domini.
¢) * Maxims i minims: busquem els punts en que f'(x) = 0.
) ==6(x-1° - —6(x-1°=0 - x=1, f(1)=3

Estudiem el signe de la derivada:

F+a Fab

I

La funcié creix a I'esquerra de x =1 i decreix a la seva dreta.

Hi ha un maxim en (1, 3).
* Com que f""(x) = -30(x— 1)4 <0, la funcié és convexa en tot el seu domini.
d) * Maxims i minims: busquem els punts en qué f"(x) = 0.
£ =10x—1* - 10x-1)4 =0 — x=1, f(1)=-3
Com que f"(x) = 10(x — 1)% >0, la funcié és creixent en tot el seu domini. No hi ha maxims ni
minims.
Estudiem el signe de f"'(x) = 40(x — 1)3:
F«d FaD
oy AL

La funcié és convexa a l'esquerra de x =1 iconcava a la seva dreta.

Hi ha un punt d'inflexié en (1, -3).
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M Coeficients d'una funcié

15 Donadala funcié f(x) =1+ a ., %, calcula 2 sabent que f(x) té un extrem relatiu en el punt
X x
d'abscissa x = 3. Es tracta d'un maxim o un minim?

Com que té un extrem relatiu en x = 3, ha de complir-se que f"(3) = 0.

FB3)=0—o-24_12_¢ 5, 4

9 27
_1_4,6
Per tant, f(x) =1 Lt R

fl=d 12, pry-_ 8,30

x*  x Xyt
x=3, f(3) = %, f"(3) = —%+%=% >0 — El punt <3,%) és un minim relatiu.

16 De la funcié f(x) = ax® + bx sabem que passa per (1, 1) i en aquest punt té tangent parallela a
larecta 3x+y=0. Troba a i b.

F) = ax® + bx; f1(x) =3ax?+ b

f(l)zl_’d+b:1 a=-2
f()=-3 - 3d+b=—3} b=3 }f(x)=—2x3+3x

17 Troba una funcié f(x) = x> + ax? + bx + ¢ que tingui un extrem relatiu en el punt d'abscissa
x=2 iun punt d'inflexié en P(1, 2).
) =x3 +ax?+ bx+c
F) = 3x% + 2ax + b
f(x) =6x+2a
f)=2 > l+a+b+c=2
f'1)=0 - 6+2a=0
F(@2)=0 > 12+4a+b=0
l+a+b+c=2

6+2a=0 — a=-7, b=16, c=-8
12+4a+6=0

18 Calcula el valor dels coeficients @, & i ¢ dela funcié f(x) = x* + ax? + bx? + cx, sabent que:
a) L'equacié de la recta tangenta fen x=0 és y=ax.
b) Té un extrem relatiu en el punt (-1, 0).
f(x) =x%p a3+ bx? v o
F(x) = 4x3 + 3ax? + 2bx + ¢
De l'apartat a) es dedueix que passa pel punt (0, 0) i que 7'(0) = 1.
L'apartat b) implica que f(~1) =0 ique f'(-1)=0.
f0)=1—>c=1
f(-1)=0 > 1-a+b6-1=0 - —a+b=0
F1)=0 > —4+3a-2b+1=0

—a+b=0

—4+3¢—2b+1=0} > 4=36=3
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19 Troba a4, b, ¢ i d perqué¢ f(x) = ax?® + bx? + cx + d tingui un maxim relatiu en el punt
(0, 4) i un minim relatiu en el punt (2, 0).
Les condicions del problema impliquen que:
fO)=4 f(0)=0, f(2)=0, f(2)=0
) =ax®+bx?+ex+d
F(%) = 3ax? + 2bx + ¢
d=4
c=0

8a+4b+4=0

124 +46=0 } >a=16=-3

20 Sigui f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomi que compleix @) =0, £'(0) =2 ité dos extrems
relatius pera x=1 i x=2. Troba a, b, c i d.

) =ax+ bx?+ex+ d

F(%) = 3ax? + 2bx + ¢

: : :
1)=0 — a+b+c+d=0 a+b+d=-2 a=L
3
£(0)=2 — c=2 | ¢=2 b=_73
S 9
f'(1)=0 — 3a+2b+c=0 3a+2b==2 c=2
F(2)=0 — 12a+4b+c=0| 6a+2b=-1 d:%

Aixi: f(x):% 3—%x2+2x—%d; f'(x)=x2—3x+2=(x—1).(x—2)

21 Donada la funcié y = ax* + 36x> — 3x% — ax, calcula els valors de 4 i b sabent que té dos punts
d'inflexié, unen x=1 iun altre en x=1/2.

f'x) = 4ax3 + 9bx* - 6x—a
f() = 12ax? + 186x - 6
F(1)=0 — 124+186—6=0] 24+3b—1=0
f"(1/2)=0 -  3a+96-6=0| a+36-2=0
Restant les igualtats: 2+ 1=0 — a=-1

Substituint en la 2a equacié: 36-3=0 — b=1

22 Lacorba y=x%+ ax? + bx + ¢ tallal'eix d'abscisses en x = —1 i té un punt d'inflexié en el punt

(2,1).Calcula a, b i c

y=x3+vax?+bx+c

f'(x) = 3x2+ 2ax + b

f"(x) = 6x + 2a
fE1)=0 - -1+a—b+c=0 d—b+c=1 a=-6
FQ)=1 — 8+4a+2b+c=1| 4us2bsc=—7 b:ls—o
£'2)=0 — 12+24=0 4-—6 c:%
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23 La funcié f(x) = x* + ax3 + bx + ¢ no té cap extrem relatiu en x = 1, verifica que f(1) =1
ique f'(1) = 0. Calcula els parametres a, b i c.

f(x) =xf v bxvoc
Flx) =453 + 3ax? + b
f(%) = 125 + Gax

fD)=1+a+b+c=1 > l+a+b+c=1 > 1-2+2+c=1—> ¢c=0
f()=4+3a+b=0 — 4+32+b=0 = 4-6+b6=0 — b=2
f'1)=12+6a=0 — 12+6a=0 — a=-12/6 — a=-2

24 Sigui f(x) =x% + ax®> + bx + 5. Troba a i b perqué la corba y = f(x) tinguien x=1 un punt
d'inflexié amb tangent horitzontal.

Sila corba té un punt d'inflexié en x =1, hadeser f"(1) = 0.
Fi)=3x2+2ax+b — f'(x)=6x+2a — f'1)=6-1+2a — 6+2a=0
Sien x=1 latangent és horitzontal, el seu pendent sera 0; i, per tant, f'(1) = 0.
F(1)=3-1"+22-1+b=3+2a+b=0

6+24=0 — a=-3

Resolem:
esolem {3+24+b=0—’b=_3_2(_3)=3

La corba serd f(x) = x® —3x% + 3x + 5.

Per resoldre

25 Donades les funcions:
x2+2x -1 si x<1 K2+7x—4 si x<2
f(x)={4x—2 si x>1 g(x)={2x2+3x si x22
a) Comprova que sén derivables en [R.
b) Determina'n els intervals de creixement i decreixement i els maxims i els minims.

Les dues funcions s6n continues i derivables (excepte, potser, en els punts on se separen els trossos)
perque estan definides per intervals per mitja de funcions polinomiques.

a) Estudiem el punt x = 1:

lim (x*+2x-1)=2

xlz’_r)nl Fx)= x[;%_(4x—2):2 - xlz'_r)nl f(x) =2=f(1) —> éscontinua també en x = 1.
x—1*

f'(x)={2x+2 S% x<l — f'(17) =4=f"(1*) — ésderivableen x=1.
4 si x>1

Estudiem el punt x = 2:

lim (x*+7x—4)=14

x—2

I =
R £ lim (2x%+3x)=14
x—2*

- lan g(x) =14 = ¢(2) — és continua també en x = 2.
X

] — f'(27)=11=f'(2*) — ésderivableen x=2.
4 +3 si x>2

() = {2x+7 si x<2
b) En el cas de f(x):
f'x)=0 = 2x+2=0 — x=-1 (pertany a l'interval de definicid)

x=-1, y=-2, f"(-1) >0 — El punt (-1, =2) és un minim relatiu.
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En el cas de g(x):

2x+7=0 — x= —% (pertany a l'interval de definicid)

3
4

Zx=0 -

4x+3=0 — x=—=- (no val perqué no esta a l'interval de definicié)

_ l - — 6_5 " _l _l _ﬁ A 7 .
X = , ¥ = 7 , g ( 2>>0 — El punt ( > 4> és un minim relatiu.
26 Estudia els intervals de creixement i decreixement de la funcié f(x) = x| x|. Té maxims o minims?

Determina els intervals de concavitat i convexitat. Té algun punt d'inflexié?

2 .

—x“ si x<0 - . ,

fx) = 5 — Es una funcié continua en R.
x“ si x>0

£ = {‘2’“ SEx <00 00-) 20 = £1(0*) > També és derivable en x = 0.
2x st x>0

La primera derivada només s'anul-la quan x = 0.

F=0 >0
Y

La funcié no té ni maxims ni minims relatius.

f(x) = —2 s% ¥<0 — Es convexa en l'interval (—oo, 0) i cOncava en (0, +0).
2 si x>0

El punt (0, 0) és un punt d'inflexié perque canvia de convexa a concava.
ex
x*+ec

Es tracta d'un maxim, d'un minim o d'un punt d'inflexié?

27 Troba el valor de ¢ de manera que la funcié y =

. . , . ,os
tingul un unic punt critic.

Fx*+o0) - 2x ~ & (x% +c—2%)
(x* +¢)? (x* +¢)?

f') =

f0)=0—> x2-2x+c=0 — x= #
Perque només hi hagi un extrem relatiu, hade ser: 4 —4c=0 — c=1

En aquest cas:
€x ’
= 5 f(x) =
J x?+1 f

fx)=0 = x=1

f'x)=0si x=1 — f(x) éscreixentsi x= 1.

Fx+1)?
(x% +1)?

Hi ha un punt d'inflexié en x = 1.

28 a) Calcula els valors dels parametres 2 i b perque sigui derivable aquesta funcié:

1-x

f@=1 ¢ si x<0

Prax+b si x20

b) Troba els seus extrems relatius en el cas 2=-2, b=1.

a) La funcié esta definida per intervals per mitja de funcions continues i derivables. Només ens queda

estudiar el punt x = 0. Vegem la continuitat de la funcié:
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lim =% 1
lim flx)={x—0" ¢ — b=1
x=0 lz'né (X +ax+b)=b

x—0*

Per al valor obtingut de & la funci6 és continua perqué /z'_r)no f(x) =£(0):
X

x—2 1=
x=2 0— F(07)==2
fl)=1 ¢ uEs Ay — a=-2 perque sigui derivable en x = 0.

2x+a si x>0 — f'(0")=a

Si a=-21i b=1 lafuncié és continua i derivable en IR.

1—x

b) f(x) = {7

si x<0

X2 - 2x+1 si x>0

x—2
f'(x): 7 si x<0
2x—2 si x20

—x_z— — =
F=0 - = =0 — x=2 (noval)
2x—-2=0 - x=1

Estudiant el signe de la primera derivada a prop de x =1, obtenim que el punt (1, 0) és un minim
relatiu.

29 Lacorba y =%+ 0x? + Bx + 7 talla I'eix d'abscisses en x = 1 i té un punt d'inflexié en (3, 2).

Calcula els punts de la corba que tinguin recta tangent paral-lela a I'eix X.

F) =x3 4o+ P+ 7y F1(x) =32 + 2000+ B; f(%) = 6x + 20

f(1)=0 — l+a+b+g=0 a=-9
f(B3)=2 — 27+9a+3b+g=2; b=24
f"(3)=0 — 18+2a=0 g=-16

Aixi: £(x) = x3 —9x2 + 24x— 16; f'(x) = 3x2 — 18x + 24

* Punts amb tangent horitzontal:

oy _ 18+4324-288 18436 1846 x=4
F6)=0 - x= - ==t <,

* Els punts sén (4, 0) i (2, 4).

30 Troba el valor que ha de tenir 2 perqué la funcié f(x) = x2 In %, a> 0, tingui un punt singular

en x=e.

El domini de definicid és (0, +e0) perqué 2 és positiu.
f'x) =x+2xIn %
Perqué tingui un punt singular en x = ¢ hadeser f'(¢) =0
e+2elnt -0 - e<1+2[n§) 0 > 1+2(ne-lna)=0 > 142-2lna=0 > ha=3

a=e
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31 Comprova si existeix algun valor de « per al qual la funcié f(x) = aln x + x> tingui un punt
d'inflexié en el punt x=1.

Perque existeixi punt d'inflexié en x =1, hadeser /(1) = 0:
f(X)=ﬂlﬂx+x3 —)f'(x) =a- L+3X2=£+3x2
X X

f(x) = —§+6x = f'1)=-a+6=0 = a=06

"

Comprovem amb si existeix punt d'inflexié:
p p

F1@==Cu6r = =G 46 - f(1)=0
x x
Pera a =06, lafuncié té un punt d'inflexié en x = 1.

2 .
. ., ax“+bx+c si x<0
32 Es considera la funcié f(x) = .
xlnx si x>0
Determina a4, b i ¢ perque sigui continua, tingui un maxim en x =-1 ila tangenten x=-2
sigui paral-lela a la recta y = 2x.
La funci6 esta definida per intervals per mitja de funcions continues. Exigim la continuitat en x =0
i aix{ serd continua en R.

lim (ax®+bx+0)=c

x—>07
lim (xlnx)= lim Inx _ —eo (indeterminat).
x—0* x—0* 1 +00
x
1
Fent servir la regla de CHopital  /im —* - lim (=x)=0.
x—0* _L x—0*
X2

Per tant, [lim (xInx)=0.
x—0*
Per tant, perque sigui continua ¢ = 0.
Si x<0, f'(x) =2ax+ b
Per tenir un maximen x=-1, f'(-1)=0 = 22+b=0 — b=2a
Perque la tangent en x = -2 sigui paral-lela alarecta y = 2x, hadeser f'(2) =2 — —4a+ b=2.

b=2a

—4a+b=2} > a=-1, b==2

33 a) Fixa't en la funcié:
2 .
—x“+px  six<l
fe)= {x2+mx+n si x>1
i calcula els valors de m, n i p perqueé f sigui derivable en IR i tingui un extrem relatiu en
1
x=-=.

2

b) Es un maxim o un minim?
¢) Comprova si existeixen altres punts singulars i representa la funcié.

a) La funcid esta definida per intervals per mitja de funcions polindmiques; per tant, és continua i
derivable excepte, potser, en el punt.

Estudiem el punt x = 1.
Continuitat:

lim (—x*+ px)=—1+p
x—>1*
= —l+p=l+m+n > m+n—p=-2

lim (+mx+n)=1l+m+n
x—1"
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Si es compleix la condicié anterior, la funcié sera continua en x=1 perque lz’ml f)=£Q).
X —>

f,(x):{—2x+p si x<1 N {f’(l_):—2+p > 2ip-2im = m—p-—b

2x+m si x>1 f(AN)=2+m
Si es compleix la condicié anterior, la funci6 sera derivable en x =1 perque les derivades laterals
coincideixen.
Perqué tingui un extrem relatiu en x = —%, f'(—%) =0 =5 1+p=0 = p=-1.
p=-1
m— p=—4 — m=-5 n=2, p=-1
m+n— p=-2

b) f ”(—%) =-2<0 — L'extrem relatiu és un maxim.

¢) Si existeix un altre extrem relatiu, ha d'estar en el segon interval.

f®)=0x>1) = 2x-5=0 —>x=i

2
f”(%) =2>0 > En x-= % hi ha un minim relatiu.
¥
' f
i 5 b
i b1 )
4 ]
L
{ Y F
!

34 Fixa'ten la funcié f(x) = |x—3|(x + 1) i troba els punts on les tangents sén paral-leles a la recta
y=06x-2.

£ - —(x=3)(x+1) si x<3_ 2 +2x+3 si x<3
(x=3)(x+1) si x23 |x2-2x—-3 si x23

oy ) 2x+2 st x<3
f<x)_{2x—2 si x>3

La funcié no és derivable en x = 3 perque les derivades laterals sén diferents.

fx)=6 — {

x=_2, _y=_5

2x+2=6 > x=-2
2x—2=6 — x=4

X = 4) _y = S
Els punts buscats sén (-2, =5) i (4, 5).

35 Calcula el maxim i el minim absoluts en I'interval [-2, 3] de la funcié:
f@=l(x*+1) + (x-3)

La funcié donada és continua en l'interval [-2, 3]; per tant, arriba al seu maxim i al seu minim
absolut. Aquests poden ser els extrems de l'interval o els maxims i minims relatius.
fl)=—2 41

x*+1
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fx)=0 > 2"1 +1=0 - x=-1
+

Avaluem:
x=-2, f(-2)=In5~-5~-3,39
x=—1, f(c1)=ln2 -4 =~-331
x=3, f(3)=n10

El seu minim absolut és el punt (2, /z 5 — 5) i el seu maxim absolut és el punt (3, /z 10).

La funcié de cost total de produccié de x unitats d'un producte determinat és:
_ 1.2
C(x) = Ex +3x+ 200

Es defineix la funcié de cost mitja per unitat com a:

C(x)

G =

Quina ha de ser la produccié perque sigui minim el cost mitja per unitat?

Busquem el minim de la funcié C(x) = Cw igualant a 0 la seva derivada:
x

Cx) = lx+3+ 200

X

\S)

200

1 _ 200
2 42

C'(x) =

C')=0 — %-@:0 = 22400 — x=-20 (novalid), x =20
X

Comprovem que hi ha un minim en x = 20:

" 400 "
C'@= =3 > Q0= %>o

S'han de produir 20 unitats per minimitzar el cost mitja per unitat.

Una empresa vol produir Q(#) = 200 + 10z unitats d’'un producte per vendre a un preu
p(2) =200 — 2¢ euros per unitat, on ¢ és el nombre de dies transcorreguts des de Iinici de la
produccié.

a) Calcula el benefici si z=10.
b) Escriu, depenent de ¢, la funcié de benefici (0 < #< 60).

¢) Determina quan el benefici és maxim.

10) =200 +10-10 =300 unitats
A Si 1210 < ;?((10)): 200-2-10-= 120 € per unitat
Benefici: Q(10) - p(10) = 300 - 180 = 54000 €
b) B(z) = Q(z) - p(¢) = (200 + 102) (200 — 2¢) = —20£% + 1600z + 40000 si 0 <£< 60
c) Der trobar el maxim, fem B'(z) = 0:
B'(t) =—40r+1600=0 — r=40
Al cap de 40 dies s'obté el maxim benefici, que és:

B(40) = —20 - 40% + 1600 - 40 + 40000 = 72000 €
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38 Es vol fabricar una caixa de volum maxim que sigui el doble de llarga que d’ampla i que, a més,
la suma de Pamplada més la llargada més P'altura sigui igual a un metre.

Calcula les mesures que ha de tenir la caixa i quin sera el seu volum.

: Volum de la caixa: V=2a-a-b=2a%
- /_J a+2a+b=1— b=1-3a
= ™ * V=24*(1-3a) =2a* - 643

Per trobar el maxim volum, derivem i igualem a zero:

a=0 (no val)
V'=4a-184=0 — a(4-184)=0<_ 3
9

Comprovem si el volum és maxim pera « = % :

V'=4_36a — V”<;>:4—36-£:—4<0, maxim.

9 9
Lo _ 2 50,2 _4 oy _6_1
Sia= 5 m, lallargada sera 2 5=9 m, il'altura, 1 9°3 m.
El volum maxim és:
2 4 1 8 3
y-2.4. 1_ 8
9°9°3 243 ™

39 Una empresa disposa de 15 comercials que proporcionen uns ingressos per vendes de 5750 eu-
ros mensuals cada un. Es calcula que, per cada nou comercial que es contracti, els ingressos de
cada un disminueixen 250 euros. Calcula:

a) La funcié que determina els ingressos mensuals que s’obtindrien si es contractessin x comer-
cials més.

b) El nombre total de comercials que ha de tenir 'empresa perque els ingressos siguin maxims, i
quins serien aquests ingressos.

a) Anomenem x el nombre de nous comercials que es contractin. La funcié que determina els ingres-
sos mensuals serd:

I(x) = (15 + x)(5750 — 250x) = —250x% + 2000x + 86250
b) Busquem el maxim de la funcié 7(x) igualanta 0 la seva derivada:
I'(x) = =500x + 2000
I'(x) =0 > —500x+2000=0 — x=4
Comprovem que hi ha un maxim en x = 4:
I"(x) =500 — 7"(4) =-500<0
Perque els ingressos siguin maxims, I'empresa ha de tenir 19 comercials.
40 Els beneficis d’'una empresa en els seus primers 8 anys de funcionament vénen donats, en milions
d’euros, per aquesta funcié:
B() = %—3t2+9t, 0<7<8, ¢ enanys
a) Estudia la monotonia de B(z) i els seus extrems.

b) Descriu I'evolucié dels beneficis de I'empresa en els seus 8 anys d'existéncia.

a) Estudiem el signe de la primera derivada:

2
B'(¢) = %—6t+9

2
B()=0 — 3 _6:49-0 — £=2, 1=6

4
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B(0)=0, B(2)=8, B(6)=0, B(8) =8
La funcié és creixent en els intervals (0, 2) i (6, 8) i és decreixent en l'interval (2, 6).
Els punts (0, 0) i (6, 0) sén minims absoluts, i els punts (2, 8) i (8, 8) sén maxims absoluts.

b) Els beneficis de la empresa creixen durant els dos primers anys fins que en el segon any s'arriba a un
benefici maxim de 8 milions d'euros. A continuaci6 baixen durant els quatre anys segiients fins que
en el sis¢ any no s'obtenen beneficis. Finalment, creixen durant els dos anys segiients i en I'octau es
torna a obtenir un benefici maxim de 8 milions d'euros.

41 Sigui f(x) lafuncié que representa el cost mitja, en euros per quilogram d'aliment preparat, en
una jornada en que es produeixen x kg d'aliment.

@) =2+x+ 2, x>0
x

a) Estudia la variacié del cost mitja. Quina és la quantitat de producte que s’ha de preparar en
una jornada per minimitzar el cost mitja per quilogram?

b) Si el cost mitja no es manté inferior a 10, sera necessari un reajustament del procés. Quina pot
ser la produccié perqué no s’hagi de fer aquest reajustament?

a) Per estudiar la variaci6 analitzem el signe de la primera derivada:
f=1-2
x

F6=0 5 1-2 -0 > x=-3 (noéswlid), x=3
X
o Fer a2l

E e, & 7

El cost mitja disminueix fins que es produeixen 3 kg i, a partir d'aquesta quantitat, augmenta in-
definidament. S'han de preparar 3 kg en una jornada per minimitzar el cost.

b) Per no tenir que reajustar, hem d'esbrinar quan el cost mitja no supera el valor 10.

24 x4 % 10 = x2—8x+9=0 — x= 4—47 =~ 1,35 x= 447 ~6,65

Per tant, hem de mantenir la produccié entre 1,35 kg i 6,65 kg d'aliment preparat.

42 El nombre de vehicles que ha passat un dia determinat pel peatge d’una autopista ve donat per
la funcié:

2
<%) +2  si0<£<9

2
10-(%) si 9<r<24

on N indica el nombre de vehicles i # el temps, en hores, transcorregut des de les 0:00 h.
a) Entre quines hores va augmentar el nombre de vehicles que passava pel peatge?

b) A quina hora va passar el nombre més gran de vehicles? Quants van ser?

a) Per saber quan la funcié és creixent, estudiarem el signe de la seva derivada.

Les funcions amb les quals N(#) esta definida sén continues i derivables si 0 < r < 9
isi 9<r<24. Estudiem la derivabilitat en 7= 9:

%(tgf’) si 0<£<9

_2(t=15
3\ 3

N'(z) =

) si 9<r<24
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N'(9)=
N és derivableen z=9.

SUNGESHTN

N'(9") =

N'(t)=0<%<t53>=0 R

(ﬂ>=o — =15

Signe de N'(z):
, Nl M) =0 . Nl
{I'"“-s,_\‘ﬂ -.r/_'_,—"' B "“-n,_\‘

El nombre de vehicles va augmentar entre les 3 h i les 15 h.

b) El maxim absolut d'una funcié continua definida en un interval tancat es troba entre els maxims
relatius de la funcié o en els extrems de l'interval:

N(0)=3; N(15)=10; N(24) =1

El nombre més gran de vehicles va passar a les 15 h, i van ser 10 vehicles.

43 Es vol construir el marc per a una finestra rectangular de 6 m? de superficie. El metre lineal de
tram horitzontal costa 2,50 € i el de tram vertical, 3 €.

a) Calcula les dimensions de la finestra perque el cost del marc sigui minim.

b) Quin és aquest cost minim?

A 6
a) Area=x-y=0 > y= P ¥
Perimetre = 2x + 2y
Cost=2,5-2x+3-2y=55x+ 06y =
C=sv+ 28
x

C'= 5—%=0 - x=6?‘/§ =2,68m — y= V5 ~2,24m
645

X
(c- 12, C”(—G‘B
3 b

. 5 )>0—>x= 5 és minim).
Les dimensions sén x = % miys= J5 m.

b) C = 5.§+66=1zﬁ ~ 26,83 €

44 Fl nivell diari mitja de CO, en I'aire d’una ciutat depén del nombre d’habitants, p, i ve donat

per la funcié:
2
Clp) = ,/1’7 17

Amb p en milers d’habitants i C en parts per milié6 (ppm). Si ’evolucié de la poblacié
d’aquesta ciutat en ¢ anys és p(z) = 3,1 + 0,1¢2, amb quina rapidesa variara la concentracié6 de
CO, en aquest lloc d’aqui a 3 anys?

L'expressié del nivell mitja diari de CO, en funcié del temps, en anys, és C[p(2)] = (Ce p)(2).

La variacié de CO, ve donada per la derivada de la funcié anterior.

2
(Cop)'() = Cp®] - p'(2) = 3’“0’”2 021
2\/(3,1+§,1z2) 17




Unitat 7. Aplicacions de les derivades

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

Ja que:
C'(p) = + i p'(£) =021
2 %+17
Si t=3 — (Cop)'(3) = 3’“0’92 0,6 =024
2 —(3’“20’9) 17

Ens dona un creixement de 0,24 parts per milié als 3 anys.

45 En un quadrat de costat 10 cm volem recolzar-hi la base d’un cilindre que té I'area del lateral de
50 cm?. Quin ha de ser el radi del cilindre perqué el volum sigui maxim?

el
i

q

50

Area lateral del cilindre = 27t7h = 50 cm? — h = o
-

El volum del cilindre és:

V=nr*h=nr2. 20 _ 25r = V(») =257
2nr

Com que la base es recolza sobre el quadrat, tenim que el domini de V(7) ésl'interval (0, 5].
Hem de maximitzar V(7) = 257, amb » (0, 5].

Com que V/(7) és una funcié creixent, s'arriba al seu maxim en 7r=5.

46 Es vol construir un recipient conic de generatriu 10 cm i de capacitat maxima. Quin ha de ser
el radi de la base?

h?2+R%2=100 —» R?=100-h?
Volum = %nth - %n(loo —hHh-= %ﬁ(lOOh —hd)
Hem de maximitzar la funcié volum:

f(h) = %n (100h — h3)

f'(h) = %n (100h — 3h?)

F(h)=0 — 100-3h*=0 — h=+ %

(considerem I'arrel positiva, ja que h > 0).

(f'(h) > 0 al'esquerra de h = 13& i f'(h) <0 aladretade h= % Per tant, en

h= l}éo hi ha un maxim).
Aixi, el radi de la base sera:

R2 _ 100_1,12 - 100 — 100 _ 200 - R-= 200
3 3 3
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4'7 Troba la base i 'altura d’una cartolina rectangular de
perimetre 60 cm que, en girar al voltant d’un costat
vertical, generi un cilindre de volum maxim.

Perimetre cartolina = 2x + 2y =60 — x+y=30 — x=30-y

Volum = mtyx = y(30 — ) = m(30y% - y7)

Hem de maximitzar la funcié:
V(y) = n(30y% - y3)
V() = 760y — 3y?)
=0 (noval)
’ _ _ 2 _ _ _ .y
V'(y) =60y -3y2=0 — 3920 —y) o<y:20 e e10
(En y=20 hihaun maxim, jaque V'(y) >0 al'esquerra d'aquest valori V'(y) <0 ala seva dreta.)

Els costats de la cartolina mesuraran 20 cm i 10 cm.

48 Volem construir una pista d’entrenament que consti d’un rectangle i de dos semicercles adossats
a dos costats oposats del rectangle. Si volem que el perimetre de la pista sigui de 200 m, troba les
dimensions que fan maxima I’area de la regié6 rectangular.

r
a = &
Perimetre de la pista = 2x + 7 - y = 200
Aillem: y= 200 2¢
T
R 2
Area del rectangle = x - y = x - 200 - 2x _ 200x — 2%
T T
Derivem:
A= 200 _dx _ x=50m — y:_IOO m

T T T

(A= -4, 47(50) <0 — x=50 é maxim.)
I

49 Dos pals de 12 m i 18 m d’al¢aria disten entre si 30 m. Es vol estendre un cable que uneixi un
punt del terra entre aquests dos pals amb els seus extrems. On s’ha de situar el punt del terra
perque la longitud total del cable sigui minima?

. s
IZm ‘H".I_ “..-"'" o

.“«.ﬁn

La longitud total del cable és:

L) = {x2 +122 4 (30— 02 +182; ésadir: L(x) = yx? + 144 + yx? — 60x + 1 224;
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N 2x 2x —60 _ x x—30 _
L'(x) = + = + =
20x2 4144  2{x2—60x+1224 yx?+144 x> —60x+1224

) xyx% — 60x +1224 + (x — 30) yx% + 144

V(2 +144)(x% — 60x +1224)

L'(x) =0 > xyx*—60x+1224 +(x —30)yx%+144 =0
x{x? —60x +1224 = — (x — 30) /x? + 144
x2(x? — 60x + 1224) = (x — 30)(x? + 144)
x% = 60x3 + 1224x2 = (x% — 60x + 900) (x2 + 144)
x4 60x3 + 1224x2 = x4 + 144x% — 60x> — 8 640x + 900x2 + 129 600
180x2 + 8 640x — 129600 = 0
x2 +48x-720=0

oo —48+y2304+2880 —48+/5184 _48+72 <x=12
B )

2 - 2 x=-60 (no val)

(En x=12 hiha un minim, jaque L'(x) <0 al'esquerra d'aquest valori L'(x) >0 ala seva dreta).

Per tant, el punt del terra ha de situar-se a 12 m del pal de 12 m (i a 18 m del pal de 18 m).

50 Determina el radi de la base i I'altura d"un cilindre de 54 cm? d'area total per tal que el seu volum
sigui maxim.

Area total = 21trh + 212

54 — 2mr?

2nrh + 272 =54 — h =
21r

Volum = mtr2h

2
V=mrt. 54;% =r(27 —mr?) = 27r—mr3
r

Busquem el maxim de V:
V=27 -3m2 - 27-3mr2=0 — 2= 2L
n =w
3

— 7= —= (la soluci6 negativa no val).

I

Comprovem si el volum és maxim:

V'=—6mr — V”(i> <0, és un maxim.

n
Gi ;o 3 ho27-mOMm _18{n _Gin
it n(3/{m) 31 T
Per tant, perque el volum sigui maxim ha de ser:
r= 3 . 1,7cm ih= @ ~ 3,4 cm
Jn T

51 Fixa'ten f:[1,e] — R definida per f(x) = L\ Inx, determina quines de les rectes tangents
x
ala grafica de f tenen el maxim pendent.

El pendent de la recta tangent a f(x) en x=a és f'(a). Hem de trobar el maxim de:

f'(X) = ;_%"’%’ XE[I, €]
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Calculem la derivada de f"(x); ésadir, f"(x):

" 2 1 2—x
(W=2-1-
f X2 X3

f'x)=0 = 2-x=0 - x=2¢€][l, ]

(En x =2 hiha un maxim relatiu de f"(x), jaque f"(x) >0 al'esquerra d'aquest valori f"'(x) <0
a la seva dreta).

Trobem f"(x) en x=2 ien els extrems de l'interval [1, ¢]:

F@=L-025 FA)=0; fio=<=L <023
4 2

Per tant, la recta tangent amb pendent maxim és la recta tangent en x = 2. La trobem:
£ = % +In2; £12) = %

La recta és: y = % +n2+ %(x—2)
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52 Observant la grafica de la funcié f', derivada de f; digues:

a) Quins sén els intervals de creixement i de decreixement de f'?

el

b) Té f maxims o minims?

a) f és creixent (f">0) enl'interval (—eo, 2) i decreixent (f'< 0)
en (2, +o0).

b) f té un maxim en x=2. (f'(2) =0 ila funci6 passa de creixent a decreixent.)

53 Aquesta és la grafica de la funcié derivada de f'(x). Explica si f(x) té maxims, minims o punts
d'inflexid en x=1, x=3 i x=5.

1l |
.7 7 YO A . ’ .
x=1: en aquest punt, la funcié té un minim, perqué passa de ser decreixent (f" < 0) a creixent

(f'>0), i f'(1)=0.
3: en aquest punt, f té un punt d'inflexié, ja que f"'(3) = 0.
5:

X
X

en aquest punt, f té un maxim, ja que passa de ser creixent a decreixent i f'(5) = 0.

54 Lafuncié f té derivades primeraisegonaisén f'(a) =0 i f''(a) = 0. Pot presentar f un maxim
relatiu en el punt 42 En cas afirmatiu, posa'n un exemple.

Si, pot presentar un maxim. Per exemple:
fx) = —x% en x=0 éstal que:
f(x) = —4x3
f(x) = —12x2
o F«

_'_,.Fd-""

Per tant: f'(0)=0 i f"(0) =0

En (0, 0) hi ha un maxim relatiu.
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55 Considera la funcié |x| (valor absolut de x):
a) Presenta un minim relatiu en algun punt?
b) En quins punts és derivable?

Raona les respostes.

a) f(x) presenta un minim relatiu en x = 0, ja que
f(0)=0<f(x) si x=0.
r-M De fet, és el minim absolut de f'(x).
H
-1 1
- si x<0 -1 si x<0
b)f(x)=|x|:{x six>0;f(x):{l si x>0

f(x) no ésderivable en x =0, jaque f'(07) =-1=f"(0%) = 1.

Per tant, f és derivable pera x = 0.

56 Si f'(a) =0, quina de les proposicions segiients és certa?
a) f té un maxim o un minim en el punt x = a.
b) f té un punt d'inflexié en x = a.
c) f té enel punt x = 2 una tangent paral-lela a I'eix X.
Si f'(a) =0, només podem assegurar que f téen x=a tangent horitzontal (paral-lela a I'eix OX).
Podria tenir un maxim, un minim o un punt d'inflexi6 en x = a.

Per tant, només és certa la proposicié c).

Per aprofundir

57 Troba el domini de definicié i els intervals de creixement i de decreixement de la funcié:

[ = ln(xz_;)

X"+

La funcié esta definida quan > 0. Com que el denominador és sempre positiu, ha de ser

x2+1

x2—=1>0. Per tant, el domini de definicié és (=0, —1) @ (1, +o0).

oy L 4x
S = G2+ 1D (x2-1)

f'(x) =0 — x=0 (aquest punt no és valid perque no esta en el domini de definicié).
F«d Moredarx f  Fab

La funcié és decreixent en (-0, —1) i creixent en (1, +oo).

58 Fes un estudi dels intervals de creixement i els maxims i els minims de la funcié donada per:
y=|x?+ 2x-3|
Definim la funcié per intervals. Per a aix0, calculem els punts on f'(x) = 0:

2+44+12 D+ 4 x=1
2 2 <x=

x2+2x-3=0 > x= 3

x2+2x—-3 si x<—3
f) =1-x*—2x+3 si -3<x<l
x2+2x—3 si x>1
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Trobem la derivada de f:

2x+2  si x<-3
') =1-2x-2 si -3<x<1
2x+2  si x>1
En x=-3 no ésderivable, jaque f'(-37) =—4 = f'(-3*) = 4.
En x=1 no és derivable, jaque f'(17) =—4 = f'(17) = 4.
* Vegem on s'anul-la la derivada:
2x+2=0 = x=-1
Perd f'(x) =2x+2 pera x<-3 i x> 1.
2x-2=0 - x=-11 f'(x) =—2x—2 pera -3<x<1
Per tant, f'(x) s'anullaen x=-1 — f(-1) =4.
* Signe de la derivada:
F<0 P3¢ Feb
T A T L T
o Lafuncié: Es creixent en (=3, —1) @ (1, +oo).
Es decreixent en (—oo, —3) @ (=1, 1).

T¢é un maxim en (-1, 4).

Té un minim en (-3, 0) i un altre en (1, 0): s6n els punts on f no és derivable.

59 Sigui la funcié y = |x* — 4|. Estudia Pexisténcia de maxims i de minims relatius i absoluts
en aquesta funcié.

x4 si x<=2 2x  si x<=2
f)=7-x*+4 si 2<x<2 f'(x)={-2x si -2<x<2
x*—4 six>2 2% si x>2

En x=-2 no és derivable, ja que f'(-27) =—4 = f'(-2*) = 4.
En x=2 no ésderivable, jaque f'(27) =—4 = f'(2%) = 4.
¢ Laderivada s'anul-laen x=0.

* Signe de la derivada:
F«0  F+t  Fel i

- R R T B

¢ La funcié té un maxim relatiu en (0, 4).

No té maxim absolut (x Z_z)nzoo fx)= ; é;n_zw fx)= +oo).

* Té un minim relatiu en (-2, 0) i un altre en (2, 0). En aquests punts, el minim també és absolut,
perqué f(x) 20 pera tot x.

x+2e” si x<0
alb—x si x>0

a) Troba el valor de 2 i b sabent que f(x) és derivable en el punt x = 0.

60 Sigui f la funcié definida per f(x) = {

b) Té punts singulars?
a) Exigim la continuitat i derivabilitat en x = 0.

Vegem la continuitat:

lim (x+2e™) =2; lz’m/«/b—x:a«/l;

x—0~ x—0

La funcié és continua quan ayb =2, ja que /Zno fx) =£(0).
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Vegem la derivabilitat:

£ 1-2¢% si x<0 f(07)=-1 4
'(x) = —a . - N e
P/ A ey 3 26

Si es compleix la condici6 anterior sera derivable en x = 0, ja que coincideixen les seves derivades

laterals.
zz«/Z:Z
a__q1( > a=2, b=1
24k

. . 2¢7% si x<0
La funcié queda aixi: £(x) = 1°*
1 f() {2\/1—x si 0<x<1

1-2¢% si x<0
La seva derivada és: f'(x) =4 —1

T-x

b) Els punts singulars només poden estar en el primer tros, ja que la derivada no s'anul-la quan x> 0.

si 0<x<1

f'x)=0 = 1-2e%=0 = x=/m2>0 (aquest punt no és valid perque no pertany a l'interval
de definicid)

Per tant, no té punts singulars.



Unitat 7. Aplicacions de les derivades

Matematiques aplicades a les Ciencies Socials II

Autoavaluacié
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1 a) Escriu I'equacié de la tangent a la corba segiient en el seu punt d'inflexié:
[ = 3x2 - (x+2)3
b) Hi ha algun punt on aquesta recta tangent sigui paral-lela a I'eix X?
a) Trobem el punt en qué s'anul-la la seva segona derivada:
f1(%) = 6x—3(x + 2)?
f'(x)=6-6(x+2)=-6x-06
f'x)=0 - —-6x-6=0 > x=-1

Observem que la funcié passa de concava a convexa en el punt d'abscissa x = —1 estudiant el signe
de la derivada segona. Per tant, en x =—1 hi ha un punt d'inflexié.

x=—1, fC) =2, f11) =9
La recta tangent en el seu punt d'inflexié és y =2 - 9(x + 1).

b) Els valors de x en que la recta tangent és paral-lela a l'eix X sén aquells en que s'anulla la derivada
de f
F)=0 = 6x-3(x+2?=0 = x?2+2x+4=0 — No té solucié.

Per tant, no hi ha punts amb tangent horitzontal.

2 Donada la funcié f(x) = M, es demana:
x*—4x+3

a) Els seus intervals de creixement i de decreixement.
b) Els maxims i minims relatius.
a) Calculem el domini de la funcié:

x?—4x+3=0 = x=1, x=3

La funcié no esta definidaen x=1 i x=3. En aquests valors no és continua ni derivable. El domini
de definicié és IR — {1, 3}.
: —14x + 28
£ = (x? = 4x + 3)?
f'(x)=0 > -14x+28=0 = x=2
a4  Ft Pl
Il I T

Els intervals de creixement sén (—eo, 1) i (1, 2).

Els intervals de decreixement sén (2, 3) i (3, +o0).
b)x=2, f(2)=-8

En el punt (2, —8) hi ha un maxim relatiu.

3 La funcié f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verifica que f'(1) =0, que f(1) =1 i que f no té cap extrem
relatiu en x=1. Calcula 4, 4 i c.

Perqueé no tingui extrem relatiuen x=1 hadeser f"(1) =0, ja que, en cas contrari, com que f'(1) =0,
hi hauria un extrem relatiu en x = 1.

f'(x) = 3x2+ 2ax + b
f"(x) =6x+2a
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fQ)=1 > l+a+b+c=1
f(1)=0 = 3+22+6=0
f'1)=0 = 6+24=0

Resolem el sistema:

a+b+c=-1
3+2a+b =0} > a=-3, b=3,c=0
6+2a =0

4 El nombre de persones ingressades en un hospital per una infecci6 després de # setmanes ve donat

per la funcié:
_350¢ on >0

212 -31+8
Calcula el maxim de persones ingressades i la setmana en qué passa. A partir de quina setmana,

després d’arribar al maxim, el nombre d’ingressats és més petit que 252

N(z) =

* Per calcular el maxim, derivem i igualem a zero:
N'() = 350 (242 — 3¢ + 8) — 350¢(4¢ — 3) _ 350 (-2#% + 8) IR
(2£2 -3t +8)? (2¢2 - 31 +8)?

t=-2 (noval, jaque #>0)

—)—2t2+8=0—>t2:4< 350.2
=2 o N@=5 5580

El nombre maxim de persones ingressades és 70, en la 2a setmana.
350y

27 -3t +8

350z < 50#% = 75¢+ 200 — 50£% - 425+ 200> 0 — 26— 17¢+8>0

* Hem de veure quan

Resolem la inequacié:

t=8
f(t)=2t2—17t+8=0<t_0 5

Ffrn A« >0
oy #

f(#)>0 pera te (0;0,5) D (8, +o0).

Després d'arribar al maxim en #=2, a partirde #=8, el nombre de persones ingressades és inferior

a 25.

5 Sigui B(x) = ax + byx la funcié de beneficis d'una empresa. Sabem que el benefici maxim és
50 milers d'euros i s'obté si x = 100 unitats produides. Calcula a i b.

B(x) = ax + byx
Sabem que B(100) =50 i B'(100) =0
B(100) = 100z + 106 = 50
B =a+—te - B'(100) = a+ L -0

2yx

Resolem el sistema segiient:

{100%105:50
b _ __b
a+20—0%¢z— 20

b _ =b . ,_ _ _ IR
100<—ZO>+105_50—> 2+b_5—> b+2b=10 = 6=10; a= 5

Per tant, B(x) = —%+10«/§.
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6 En un parc natural, la mida d’una poblacié d’ocells s’ajusta a aquesta funcié:
t>-8t+50, 0<r<10
NG - 95- 250, 1510
amb N(z) en centenarsi 7, en anys.
a) A partir de quin any creixera el nombre d'ocells?
b) Es minima aquesta poblacié algun any?
¢) A quin valor tendeix la poblacié amb el pas del temps?
d) Calcula l'interval de temps en que la poblacié es manté entre 5000 i 7 500 ocells.

a) La funcié esta definida per intervals per mitja de funcions continues en els seus intervals de definicié
respectius.

En #=10 també és continua, jaque lim (> —8t+50)= lim (95 - ﬂ) =N(10)=70
t—10" r—>10* t

2t —8 si 0<£<10
N'(r) =1250
t2

La derivada només s'anul-la quan 2:-8=0 — r=4.

si £>10

A partir d'aquest instant, la derivada és positiva quan 4 < #< 10 iquan #> 10. Per tant, la poblacié
creixera a partir del quart any.

b) La poblacié és minima quan r=4 iés N(4) = 34, ésadir, 3400 ocells. Aixo és perque la funcié
decreix quan 0 < z<4 iper alldo comentat en |'apartat anterior.
c) Per trobar aquest valor calculem:

lim (95—@) - 95

t —> +oo
Es a dir, amb el pas del temps la poblacié tendeix a ser de 9500 ocells.

d) Com que N(0) = 50, la poblaci6 comenga amb 5000 ocells. Descendeix fins les 3400 quan
t=4 ia partir d'aqui creix. Quan #= 10, la poblaci6 és de 7000 aus, com s'ha vist en ['apartat a).
Perque arribi a 7500 ha de complir-se que:

50 25

75=95—2T =22 125

Per tant, la poblacié es manté entre 5000 i 7500 ocells quan 0 <7< 12,5.

7 Es vol construir una caixa amb tapa que tingui el maxim volum i que sigui el doble d’ampla que
de llarga. Es disposa de 30 m? de xapa. Quines mesures de llarg i d’ample ha de tenir la caixa?

Anomenem x lallargadai y l'altura. Aixi, 'amplada és 2x.
Per tant, la quantitat de xapa utilitzada és 6xy + 4x?% = 30.
Volem que la funcié volum sigui maxima — V'=2x-x-y = 2x?y maxima.

30 — 4x* _ 15— 27
Ox 3x
2 15-2x% _ 2x(15-2x%) _ 30x — 423
3x 3 3

Aillem y en la primera igualtat: Gxy + 4x* =30 — y=

i substituim en la funcié volum: V= 2x

Derivem i igualem a zero:

V'=10-4x% V'=0 > 10-4x2=0 — x= —\/g (no valida), x = \/g
Com que V"=-8x és negativaen x = \/g, en aquest valor hi ha un maxim relatiu.

Les dimensions demanades s6n: llargada = \/g m; amplada =2 \/g =410 m; altura = 1—05 = % \/g m
v



