VINIVAREE LA INTEGRAL DEFINIDA.
APLICACIONS
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Dos trens

Un Talgo i un tren de mercaderies surten de la mateixa estacio, per la mateixa via
i en idéntica direccio, un rere l'altre, quasi simultaniament.

Com podem veure en la grafica, el Talgo, al cap de dues hores, redueix la velocitat:
A que pot ser degut aixo?

Per qué no redueix la marxa també l'altre tren?

A les tres hores tots dos trens modifiquen la marxa: el Talgo s’atura durant uns
quants minuts, mentre que el de mercaderies va molt a poc a poc durant mitja hora.

Aquestes son les grafiques temps - velocitat d’ambdos moviments.

VELOCITAT
(en km/h)

120

100

| e

60

40

20

TEMPS
(en hores)

1 2 3

—— TALGO
MERCADERIAS
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B Per fer-nos una idea clara d’aquests moviments, fem els calculs segiients:

a) El Talgo, durant dues hores, va a 120 km/h. Quants quilometres recorre a
aquesta velocitat?

b) De 2 a 2 %, el Talgo redueix la velocitat. Quants quilometres recorre a

aquesta velocitat?
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c) El tren de mercaderies disminueix la marxa a les 3 h. Quina distancia ha
recorregut fins en aquest moment?

d) Quina distancia recorre el tren de mercaderies durant la mitja hora en que
va lent?

Fent els calculs anteriors, podras comprovar que: tots dos trens recorren 240 km
a velocitat normal. Redueixen la velocitat en el mateix lloc i recorren, aixi,
uns altres 15 km (potser per obres en la via) i, a continuacio, recuperen la
velocitat normal. (Es a dir, el tren de mercaderies no frena quan frena el
Talgo, pero sion frena el Talgo.) Més endavant el Talgo s’atura en una estacio.

e) A quina distancia de I’estacio de sortida hi ha aquesta altra estacid en la qual
s’atura el Talgo?

a) 240 km.
b) 15 km.
¢) 240 km.
d) 15 km.
e) 345 km.

Consum d’energia eléctrica

B La grafica ens dona la poténcia eléctrica que hi ha en funcionament en un ha-
bitatge, a cada instant, entre les 7 del mati i les 12 de la nit.

(en wats)

1000

Un quadradet
equival a

0,1 kw - h

1004 TEMPS |
71T T T T T T 11111 (enhores)
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24

L’area sota la corba és I’energia consumida:

poténcia x temps = energia

B Quants kw - h s’han consumit, aproximadament, en aquestes 17 hores?

Aproximadament 8,1 Kw.
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1. Troba graficament les integrals segiients:

6 x ) 4 —_—
a)fz(E +1|dx b)f_4 V16 —x2 dx
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a) Es un trapezi les bases del qual mesuren 2 i 4 i BE
que té una altura de 4. 112

Area=#~4=12u2

— 4 —>

b)y=vV16-x* = »?=16-x> = x*+ p? =42 (Circumferéncia)

4
T TN El recinte I'area del qual volem calcular
// 3 \\ ¢és mig cercle de radi 4 u.
yEVI6- a2 .
/ 2 \ Area= L m- 2=t g 42
/ \ 2 2
1
! ‘ =% n=8" m=251u?
-4 3 =2 -1 0 1 2 3 4
2. Troba graficament les integrals segiients:
4 4
a)f4(\/16—x2 + §)dx b)f4(4—\/16—x2)dx

A A A
a)f_4(\/16—x2 +4) dx=f_4\/16—x2 dx+f_44dx

4 4
Anomenem I =f V16— x% dx e L =f 4 dx.
—4 —4

Resolem graficament les dues integrals per posteriorment sumar-ne els resultats.

I y=V16-x* = »?=16-x> = &%+ y*=4? (circumferéncia)

4
El recinte I'area del qual volem calcular T T
és mig cercle de radi 4 u. /] 3 N
/ — N
~ = — A2
Area= L m- 2=t .qo 42 / 2| PV N
2 2 / \
16 :
=—  -gx=8 ;m=25]1u?
; ! \
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4
. 4
L: Es tracta d’'un rectangle de dimen- -4
sions 8 u x 4 u. Per tant, la seva area és 3
32u?,
2

Finalment, 7, + I, = 25,1 + 32 = 57,1 u2.
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4 4 4
b)f4(4—\/16—x2)dx=f44 dx—f4\/16—x2 dx

Observem que es tracta de les mateixes integrals que en 'apartat a), tot i que ara és
L — 1, ité com a resultat 32 —25,1=06,9 u’.
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3. Sigui la funcié: F (x) = f log @2 + £)dt. Calcula F'(x).
0
F(x) = f log(? + 4) dt = f Fdt, sent f(1) = log(> + 4) continua.
0 0

Pel teorema fonamental del calcul:

F'(0) = f(0) = log(x? + 4)
/2
4. Calcula la integral segiient: f" cos xdx
0
71/2 w2 o
f cos x dx=[sinx] = sin = —-sin0=1-0=1
0 0 2
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6
5. Calcula:f (4x3 —4x4-3) dx
1

4 5 0 4 5 4
I=|xt - 25— =6i- 2 . 65-3.6|=(14= 2% . 15-3 .1
[x 5 3x]1 ( 5 3 ) ( 5 3

= 49428 + 2,8 = —4940

6. Calcula: f] 1
0

1 +x2

I=arc z‘gx]i) arcigl —arcig0 = %

a d -
Observacio: X -2
0 xz + gz 4a
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7. Troba l’area compresa entre la funci6é y = x3-x2-6x ileix X.

I. Busquem les solucions de I'equacié: x3 — x*> — 6x =10

Sén —2,0 i 3.
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II. f(x) = x3 - x*— 6x. Busquem la primitiva:

G(x) =f(x3—x2—6x)dx= x_4_x_3_3x2

4 3
I G2 = 20 Gy =0, G3)==23 7
3 4 6
e g v
IV. G(O) - G(-2) = 10 \ !
‘ 3 I\l
G3) - G(0) = =93 T ]
gl
L’'area buscada és: 16 =031 253 2 J\
3 4 12 \ 1
JV
(S’inclou la grafica per entendre el procés, perd AN /
és innecessaria per obtenir 'area.) i

8. Troba I'area compresa entre les funcions y =x%+x3 i y =x%+x2 + 6x.

S’obté la funcio6 diferéncia:

o)

y=0"+ a3 - (a2 + 6x) = a3 — X% - 6

6 ', ) =[xT +x
Ara es calcula I'area compresa entre aquesta funcio H
il'eix X, la qual cosa s’ha fet ja en I'exercici ante- - II
1101 \ I
Aixi doncs, I'area buscada és % u?, 4 |- \\ )
T

(També aqui és innecessaria la grafica per obtenir I'a-
rea buscada.) i

m
L
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9. Calcula el volum d’una esfera de radi 5 cm fent girar la semicircumferéncia

y=vV25—-x? al voltant de I'eix X. Quins limits d’integracié has de prendre?

I 5 375
Ve (VB2 Y dx=n- [ (25-aDdx=m-|250- 2| =n- 290 3
nf_S( 5—x%) xnf_s(s x)xn[Sx 3]_5n—3u

Observacio: El volum del cos engendrat pel cercle x? + % = 72,

de l'eix X és:

quan gira al voltant

vedg. 3
3
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

10. Calcula les integrals segiients:

2

4
X 4 b X=La
a)fo Vx2+1 ~ )fl Vx ~
a)szdx=[\/x2+1]2=\/5—1
0 Va2 +1 0
4 2 2
o 2=l = (L 2t dt = 2(t2—1)dl—2[——] =
| vkl M S
]l o2
3 1 3 3

71/4
11. cCalcula: f sin x cos x dx
0

/4 V22 2 V2 /2 1
Sin x - cos x dx = tdt=|— = —
0 0 2o 4

Apliquem el seglient canvi:
sinx=1t cosx- dx=dt

pera x=0; t=0

12. Troba el valor de la integral definida de la funcio f(x) = 1 3 cos (2nx)
’e x+1
en l'interval I = [0, 2].

21
f( -3 - cos 2nx)
olx+1

=B - =Imh@®

3 - sin rx) P _
27 0

dx=[ln(x+ 1 -

13. Calcula I'area compresa entre la corba: y = 3x? —x + 1, I'eix X i les rectes
x=0y x=4.

I. Calculem les solucions de I'equaci6: 3x%> —x+ 1 =0

No té solucions, per la qual cosa no talla I'eix X.
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II. Busquem una primitiva de f(x):
2
G(x) =f(3x2—x+ Ddx = x3 - x7 + x
1. G(0) = 0, G(4) =60
IV. G(4) — G(0) = 60

L'area buscada és 60 uZ.

(Hem inclos la grafica per entendre el procés, perd és innecessaria per obtenir

larea.)
50
/
40 i
y=3x"Fx+1 /
/
/
30 it
20 pd
/,
7
P
10 —
—
1 2 3 4

14. Calcula l'area sota la corba y =3x —2 entre x =-1 i x = 1.

I. Busquem la soluci6 de I'equacié 3x—2=0. Es 2,

3

II. Ordenem els extrems de I'interval i 'arrel que hi ha entre ells: —1, %, 1.

III. Busquem una primitiva de f(x):

G = f(sx— 2)dx = % Cox

I — 8,7 - - I —
I A - =L
V- oD 2’ G(ﬁ) 37 o 2 6 [y=3x42
2 2 7 _ 25 -
V. G =|-G1) == - === Ny
( 3 ) b 3 2 6
2 -1 .2 1 / )
G -Gl &]|="2+2=_
) (3) 2 ’ 3 6 2
/
L’area buscada és: =25, 1. 20 _13 p
6 6 6 3
/
(S’inclou la grafica, si bé és innecessaria per P
obtenir-ne 'area.) /
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15. Troba l’area sotala corba y = Vx entre x =0 i x = 4.

I. Busquem la primitiva de la funcidé f(x) = V.

G() = fx/}dx= % VB

2 16
. G(0)=0, G4 == -8=—=
0 =0, G 3 3

ML G(4) — Gy = 16 _ =10 2 -

3 3 —

<\

L’area buscada és: % u?. 1

(S’inclou la grafica, si bé és innecessaria per
obtenir 'area.)

16. Calcula I’area de la regi6 limitada per la corba y = (x — 1)? (x + 1) i les rectes
y=0,x=2, x=1.

I. Busquem les solucions de I'equaci6: (x— 1% (x+1)=0. S6n -1 il.
II. Ordenem els extrems de l'interval i les arrels que hi ha entre ells: 1, 2.

III. Busquem una primitiva de f(x):

3 2
5 4
V. G(D) = =, G(2)=—
4 5 11 3
V. G -G =2 -2 ==
2 ) 3 12 12
2
= (~ 2
L'area buscada és ~L u2. y=r- D7 1)/ x=2
12 1 »
(S'adjunta la grafica, si bé és inne- /
cessaria per resoldre I'exercici.) 0 1 2

X

17. Calcula l'area de la regié limitada per la corba y = i les rectes

x=2,x=3,y=0. x“—-2

I. Busquem la soluci6 de —*— =0. Es 0.
a2 —
II. Com que aquesta soluci6 es troba fora de 'interval d’integracio, els extrems son
21 3.

III. Busquem la primitiva de la funcié f(x) =
interval:

G(x)=f X ge=L . mix2o2l
X2 -2 2

, que €s continua en aquest

X2 —
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18.

V. G(2) = % S (2), G(3) =

V. GB3) - G2) = % N = in @)

- In(7)

[\)l»—l

L’area buscada és: = Azl_ B
% | () = In ()] v x=2
(S'adjunta la grafica, si bé és inne- x=3
cessaria per a la resolucio de 'exer-
cici.) 0 1 2 =0
Troba en cada cas I’area compresa entre:
a)y=x%2-5iy=-x2+5.
b) y =x?%i y?=x.
a) 1. Busquem les solucions de: x%—5=-x2+5. Son —V5 i V5.
Per tant, aquests seran els nostres limits d’integracio.
II. S’obté la funci6 diferéncia:
=22 +5) - (% =5) =222 + 10
III. Busquem la seva primitiva:
_Dd
G(x) =f(—2x2 +10)dx = =2 1 10x
V. G(V5) = 205, 6(v5) = 2v5 ‘ ’
3 3 4 FE R F S
_ _ _ _ _ AN EAN
V. G(V3) - G(v5) = 225 + 2y5 - 403 \ /
3 3 3
area buscada és: 403 42 “NLEA
L’area buscada és: 3 V5 1\ VA
YETXTH[5
(S’inclou la grafica, tot i que és innecessaria f \

per obtenir I'area.)

b) y = x? Punts de tall  a% = Vx
y=vVx Xt = x
Xt —x=0
x =0
x=1

Larrel en el tram (0, 1) va per sobre de la parabola:

fl(\/x—xz) dx=[2 xﬁ/z_ﬁ]l -2 _1_1
0 3

310 3 3 3
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19. Calcula l'area compresa entre les corbes donades en cada un dels exercicis

segiients:

a) y=4-x% y=8-2x2 b) y=x%y=4-x2

O y=x3-3x2+3x; y=x dDy=xx-DKx-2);y=0
y=x%4y=1 ) y=x2-2x;y=-x%+4x

Qy=—=x’+4x—-4;y=2x-7
a) I. Busquem les solucions de 4 —x? =8 —2x% Son -2 i 2.
Per tant, aquests seran els nostres limits d’integracio.
II. Calculem la funci6 diferencia:
y=(08-2x) -4 -x?) =4-x°
III. Calculem la seva primitiva:

G(x) =f(4_x2)dx= dox - x%

IV. G(-2) = -8 + % -_16

3

8 16
GQ2)=8-2=22
2 3"

_G=10 ([ 16)_32
V. G- G2 = (3) ;

L'area buscada és: 35—2 u?.

e AL
/[ 4 \
/ : \
/ 5 \
[ v=4-x AN
-2 -1 0 1 2

b)1. Busquem les solucions de l'equaci6: x? = 4 — x2.
Son —V2 i V2 (els nostres limits d’integracio).
II. Calculem la funci6 diferencia:
y=(4—-x%) —x*=4-2x?
III. Calculem la seva primitiva:

G(x) =f(4—2x2)dx= hop— szé
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V. G(—V2) = %‘/2, c(V2) = 83&

8v2

V. G(2) - 6(7) - BY2, BY2

3
16v2

Larea buscada és: u?,

(S’adjunta la grafica, si bé és innecessaria per trobar I'area.)

I~

o

(S8}

no

e

o) I. Busquem les solucions de 'equacio: x% —3x% + 3x=x. Son 0, 11 2.

II. Calculem la funcio6 diferéncia:

y=(x3—5x2+3x)—x=x3—3x2+2x

III. Calculem la seva primitiva:

4
G(x) =f(x3—3x2+2x)dx= xj—x3+x2

V. G(O) = 0, G(1) = % G(2) =0
G(D - GO) = L
4
G2 - Gy = L
4
. o Loyl L
L’area buscada és: 7 + % ‘ > u

(La grafica que s’adjunta és per en-
tendre millor I'exercici, perd és inne-
cessaria per obtenir 'area.)

r=x

y=x0-

3x% + 3x

dI. Busquem les solucionsde: x-(x—1) - (x—2)=0. S6n 0,1 i 2.

II. Calculem la funci6 diferencia:

y=x-(x-1 (x-2)
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III. Calculem la seva primitiva:
4
G(x) =fx~ (x—1) - (x—2)dx = XT — a3+ a2
Resulta que es tracta del mateix exercici que I'apartat ¢).

L'area buscada és: % u.

e) 1. Busquem les solucions de 'equaci6: x> =1. Sé6n —1 i 1.
II. Calculem la funci6 diferéncia:
y=x>-1
III. Calculem la seva primitiva:

G(x) =f(x2—1)dx=x?3—x

2 -2
V.G(-D = =, G(1) = ==
IV. G-1) 3 D 3 1
2 2 _ 4
V. G -G === -2 =2
W D 3 3 3 \

2

L’area buscada és: -4 u’.
3 3

(S’adjunta la grafica, si bé és inne-

cessaria per resoldre I'exercici.)

f) I. Busquem les solucions de 'equacié: x> — 2x=—x?+ 4x. Son 0 i 3.
II. Calculem la funci6 diferéncia:
y=(x? = 2x) — (=x? + 4x) = 2x% - 6x

III. Calculem la seva primitiva:

3
G(x) =f(2x2—6x)dx=2i_3x2 4
3 3 y=—x>+4ux

IV. G(0) =0, G(3) =-9 ,
V. GB3) - G(0) = -9 Ny /

L'area buscada és: 1-91= 9 u?. 0

-1 -
(S’adjunta la grafica, si bé és inne- > y=at+2x
cessaria.)

@) . Busquem les solucions de: —x? + 4x—4 =2x—7. Son -1 i 3.
II. Calculem la funci6 diferéncia:

p=(=x%+4x-4) - Qx—7) = —x>+ 2x+ 3.
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III. Calculem la seva primitiva:

G(20 =f(—x2+2x+ S)clx=_7x5 + X%+ 3x

1
T

y=—x*+4x—4

IV. G(-1) = ? G(3) =9 1 10
5 _ 32 1/
V. G(3) - G(-D =9+g=? . =2k =7
/[
L’area buscada és: 22 u2, / S
i /
(S’adjunta la grafica, si bé és innecessa- N

D

ria per a la resoluci6 de 'exercici.) .

20. Dibuixa i troba l’area de la regio limitada per la corba: y =x (3 —x) ilarec-
tay=2x-2.

|

I. Busquem les solucions de I'equacio:

x(B-x)=2x-2 Son -1 i 2. 3 F=XG =)
II. Calculem la funci6 diferencia: 1
S =xB-x-Q2x-2) n 40
III. Calculem la seva primitiva: // )
3 a2 5
GO = [ + x+ Ddv= 2 + X+ 4
2x 3 2 5
1 1 -7 -8 10
V. G ==—+=-2=—;G2)=— +2+4=—
3 2 6 3 3
10 7 _27 _9
V.GQ) -G =—+L=2L=2
2 = 3 6 6 2
L'area buscada és: % u?,

21. Dibuixa el recinte pla limitat per la parabola y2 —x = 1 i per la recta
paral-lelaa y = x que passa pel punt (1, 0). Calcula I’area d’aquest recinte.

I. Calculem les solucions de I'equacio: Y =+l
PP—1=y+1.
(zgquesta equacio resulta d’aillar la x en: ; =
yr—x=1; y=x-1) L
Les seves solucions son y=-1 i 2.
X|
™~
\\\
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II. Calculem la funci6 diferencia:
x=(P-D-@+D=y"-y-2
III. Busquem la seva primitiva:

3 2
G(y>=f<y2—y—z>dy=%_y__zy

2
7 -10
IV. G(-1) = =—, G(2)=—
D c’ (2) 3
-10 7 -9
V. G -G-h="0_7_2
(2) D 3 ¢ 5
L'area buscada és —‘ = % u.

22. Troba l'area limitada per la funcié y = 2x —x? i les seves tangents en els
punts en qué talla I’eix d’abscisses.

I. Busquem les solucions de 'equaci6: 2x— x*=0. Sé6n 0 i 2.

II. Calculem la derivada de f(x) = 2x— x%, que és f(x) = 2 — 2x.
La tangent que passa per (0, 0) té pendent f'(0) =2, per tant és y = 2x.
La tangent que passa per (2, 0) té pendent [f(2) = -2, per tant €s
y=-2x+4.
III. Hem de distingir dos intervals d’integracio: entre 0 i 1 i entre 11 2.
La funci6 diferéncia en el primer interval és:
100 =2x— Q2x—x?) = x?
i en el segon interval és:
S0 =2x+4-Qx—x%) =x—4x+4
IV. Les seves primitives son:

G, (0 =fx2dx= %3

G, () =f(x2—4x+ 4) dx = x; — 2% + 4x

1 1
V. G(0) =0, G(1) = 3 G, (1) - G (0) = 3
7 8 1
Gz(l) ==, G2(2) ==, Gz(z) - Gz(]-) = =
3 3 3
Larea buscada és: 4 + 4+ = 2 2, 3
3 3 3 y=-2x+4 y=2x
(S’adjunta la grafica, si bé no és ne- 2
cessaria per resoldre 'exercici.)
1
y=2x+x°
0 1 2
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23. Donades la hipérbola xy =6 ilarecta x +y—7 =0, calcula I’area limitada per
la recta i la hipérbola.

I. Busquem les solucions de I'equaci6: 7 —x = é Son 1 i 6 (els nostres limits
d’integracio). X

II. Calculem la funci6 diferencia:
6
= 7 — _ =
Yy X ~

III. Busquem la seva primitiva:

G(x) =f(7—x—%)=7x—§—6-lnlxl

1 13
V. ND=7-—=—">
IV. G(1) =7 5 5

G(0)=24—-06-In(6)

v, G(6)—G(1)=24—6~ln(6)—%=%—6~ln(6)

L’area buscada és: 7
6
35 6. In (6) u?. -
2 5
AN ol

(S’adjunta la grafica, si bé no és ne- 3
cessaria per resoldre I'exercici.) 5

1 1 —

0 1 2 3 4 5

24. Calcula I'area limitada per la corba y = x3 — 2x2 + x i la recta tangent a
aquesta en l'origen de coordenades.

I. Calculem I'’equacio de la recta tangent en el punt (0, 0); per fer-ho, calculem la
derivada de la nostra funcio6:
y'=3x>—4x+1
y'(0) =1 (pendent)
La recta tangent té per equacio y = x.
II. Calculem les solucions de: x% —2x% + x = x. S6n 0 i 2 (Iimits d’integracio).
III. Obtenim la funci6 diferéncia:
y=a0 —2x% + x—x= x> —2x%

2x3

4
IV. Busquem la seva primitiva: G(x) = f (23 = 2x*) dx = XT -5
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V. GO0) =0, G2) = ?

G(2) - G(O) = %

L’area buscada és: ‘%‘ = % u2. y=x

(S’adjunta la grafica, si bé no és ne- % ode

cessaria per a la resolucio de l'exer-
cici.)

25. Calcula el volum engendrat en girar al voltant de I'eix X els recintes se-
guents:

a) f(x)=Vx—-1 entre x=1ix=5
b) f(x)=x% entre x =—1 i x =2

oA f(x)=x—-x%entre x=0ix=1

a)ﬁn~(\/x—1)2dx=ﬁn-(x—1) dx=n~[%—x]jﬂr[(%—i)—(%—l)]=8n

2 . P B 2 4 B . xsz _55
b)f_ln (x®)* dx nf_lx dx=m [?]1 o

1 1 3 4 5T
c)fn-(x—xz)zdx=nf(x2—2x3+x4)dx=n-[x——x— +x—j] -
0 0 3 2 5 Jo 30

26. Calcula el volum engendrat en girar al voltant de I’eix X els recintes limi-
tats per les grafiques que s’indiquen:
a) f(x) = Vx, g(x) = a2

b) y2=4x, x =4

a) Trobem els punts de tall entre y = Vx i y = x?

A l'exercici 18 veiem que eren x =0 i x =1

1 _ 1 _ 2 a1
fn'(\/x—x)zdx=nf(x—2x¢x+x2) dx=n[x——%\/x5+x— -
0 0 2

4 — ) 2 B
b)fon-(Z\/x) dx—f0n~4xdx—4n = 0—4n-8—32n
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27. Trobalarea compresa entre la corba y = Lz’ I'eix d’abscisses i les rec-
9+ 2x
tes verticals que passen pels punts d’inflexié d’aquesta corba.

I. Busquem els punts d’inflexio; per fer-ho, calculem les dues primeres derivades:

) —16x
y = —_—
(9 +2x%)?
pr = —16 - (9 + 2x2 — 8x2)
(9 + 2x%)3
Igualem a zero per trobar en quins valors de x la segona derivada és zero.
Aixo6 succeeix en —% i % (punts d’inflexio).

II. Calculem la primitva de la nostra funcio:

(422 Vz_x)
G(x) 07 o 3 arc tg(
ve)_2v2 _ﬁ)
I G(— > ) 3 arc l‘g( 3
6\ _2v2

L’area buscada és: & arc tg (ﬁ) —arclg (—ﬁ)
3 3 3
(S'adjunta la grafica, si bé és inne- )
cessaria per a la resolucio de l'exer- | ,1’:7+—42x2
cici.) / \
- -6
2 2
-3 =2 -1 0 1 2 3

28. Si_f(x)=\/% igx)=|1-x|:

a) Dibuixa les dues grafiques en un mateix pla i troba’n els punts d’inter-
seccio.

b) Determina I’area del recinte tancat entre ambdues grafiques.
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1—-x si x=<1
a1l

D g = 11 -xl= {x—l, si x>1

\

Busquem els punts d’interseccio reso-

<

.._.
=

lent 'equacio seglient:

Vi-a-w

Les seves solucions son % i 2 (Iimits d’integracio).

b) Hem de distingir dos intervals d’integracio de > 2 111 a2

La funcio diferéncia en el primer interval és:

hw-Vr -

La funcio diferéncia en el segon interval és:

L.

[x
b0 = V5 - -

II. Les seves primitives son:

[ x [\
meo= V5 o) V] 5 o
111 Hl(l)— 2_54; H(D) = 2\/26—3 _ %_l
V2 1 4
Hz(1)=?+5, H2(2)=g
Hy(2) - (1) = & - %_%

N ‘ V2 1.5 4 V2113,
Lareabuscadaes?—E+z+§_7_?_zu.
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29. Es considera la funcio:

x2 si 2=sx<0

glx) =1 2x si O0=sx<2
10-3x si 2<x=<4

Representa la funcié g i calcula el valor de les segiients integrals defi-
nides:

1 4 4
1 =f_2g(x)dx J=f1g(x)dx K =f_2g(x)dx

Y

4

yT10-3x

1 0 1 370
[=f g(x) dx=f xzdx+f 2xdx=|i£:| +[x2]1=§+1= 1
-2 -2 0 315 03

4 2 4 4
]=f1 (0 dx=f1 2xdx+f2 (10 — 3x) dx = [xz]i+|:10x—%] =3

4
K=f g(x)dx=l+]=£+5=&
-2 3 3
30. Dibuixa el recinte comprés entre les grafiques de les funcions y = Lz’
y =x, y = 8x, itroba’n l’area. x
5
4 \V4
NIET7AN
T\ o
N N
0
-1 _1!:—12
-2 X
-3
4
-5

I. Busquem els punts d’interseccio de les funcions:

= x: Solucid6 x=1.

.

= 8x: Solucidé x = %

x=8x: Soluci6 x=0.
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Tenim dos intervals d’integraci6: de 0 a % ide % a 1.

II. Busquem la funci6 diferéncia en el primer interval:

J1(0 =8x—x=7x
I en el segon interval:
S0 = L x
22
I1I. Busquem les seves primitives:
2
G, (%) =f7xdx= 7%

2
G (X) =f(%—x)dx= —_xl_x?
x

IV. G,(0) = 0, Gl(%) - %

2

31. Calcula I’area del recinte pla limitat per la corba y = x2e* iles rectes x =0

ix=5.
Busquem una primitiva a la nostra funcio:
G() =fx2 ce¥dx = (x—2x+2) e

(aplicant el metode d’integracio per parts).
G(0) =2 1000
G(5)=17-¢&

G5 -G0)=17- € -2

- 500
L'area buscada és (17 - €> = 2) u?.

(S’adjunta la grafica, si bé no és ne-
cessaria per resoldre 'exercici.)
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32. Troba el polinomi de segon grau que passa pels punts (0, 1) i (3, 0), si sabem

33.

que l'area limitada per aquesta corba, l'eix Y ileix X positiu és 4/3.

Com que el polinomi passa pels punts (0, 1) i (3,0), una arrel és x =3, per tant:
y=(x-3) (ax—-b).

Draltra banda, quan x=0, y=1, aixi: 1=-3-(-b) =3b, b=
5

ax — —
3

Ates que passa pels punts indicats i esta limitat pels eixos X i Y (positius), els li-
mits d’integraci6é son 0 i 3.

L
3

De manera que queda: y = (x—3) -

Aixi doncs, busquem la primitiva del polinomi:

3 2
G(x) =f(x—3) : (ax— l)dx= ax- Sa% - ixz +x

3 3 6

G0 =0

63 =9a-2La-2 +3

63 -G =9a-La-2 +5-2
D’on deduim que a = €

27
Aixi dongcs, el polinomi és: y = (x—3) - (i X — l)
27 3

Donada la corba y = x2 + 2x + 2, troba I’area limitada per la corba, la recta
tangent en el punt on la funcié té un extrem i la tangent a la corba amb pen-
dent 6.

Busquem el punt en que la corba té un extrem, trobant-ne la derivada i igualant a
zero: y'=2x+2=0, el puntés (-1, ).

L’equaci6 de la recta tangent en aquest punt és y = 1.

Draltra banda, 'equaci6 de la recta tangent amb pendent 6 és y = 6x — 2.

Busquem els punts de tall de la corba amb les dues rectes, de y = x% + 2x+ 2 amb
y=1¢és (-1, 1); de y=x>+2x+2 amb py=6x-2 és (2,10); ide y=1

amb y=06x-2 és (%,1).

Distingim dos intervals d’integracio: de —1 a % ide % a 2.

En el primer interval la funci6 diferéncia és:

o =a+2x+2-1=x+2x+1

Unitat 13. La integral definida. Aplicacions



En el segon:
S0 =x2+2x+2-(6x—2) =x*—4x+4

Busquem les seves primitives:

3
Gl(x)=x?+x2+x

3
G,(x) = x? —2x% + 4x

1 19 1 9
_ 1) = R
Gl()G1<)z4+3 8
_olLt)|=8_37_2
G2 Gz(z) 3 24 8
Larea buscada és: 2 + 2 = 2 2.
8 8 4
’ /
- , y4
< _1f'=xz+2x¢—2//
- 7
: y=06x-2
3 <
5 /
’ / y=1
/i
-1 o /12 1 2

34. De la funcié f(x) = ax3 + bx? + cx +d se sap que té un maxim relatiu en
1

x =1, un punt d’inflexié en (0, 0) i que f Sf(x)dx = i.

0

4
Calcula a,b,c i d.

Sabem que passa pel punt (0, 0), és a dir, f(0) =0, d’on esbrinem que d = 0.

Draltra banda, sabem que té un maxim relatiu en x= 1, de manera que f(1) =0, és
adir: 3a+2b+ c=0.

També té un punt d’inflexié en (0, 0), per la qual cosa f"(0) = 0, don
b=0.

Comque 3a+2b+c=01i b=0, tenimque 3a+c=0 — c=-3a

Aixi doncs, la nostra funcio queda reduida a la funci6: f(x) = ax3 — 3ax.
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35.

Busquem la seva primitiva:

4 2
_ _a _3a _ 5a
GO =0, G(1) = 4 - :
G - G(O) = —57“

c

El resultat és —%, que és igual a %, d’on deduim que a=-1 ipertant c¢= 3.

La funci6 buscada és f(x) = —x3 + 3x.

Tenint en compte que la funcié f(x) = 2x3—3x2 + k pren valors positius i
negatius, troba el valor de k& de forma que l'area de la regi6 limitada per
leix X, les rectes x =—1, x =2 ilacorba f(x) quedi dividida per l'’eix X
en dues parts amb area igual.

Suposem que x = a compres entre —1 i 2 és el punt en que la nostra funcio ta-
lla leix X, per tant hem de distingir dos intervals d’integracio: de —1 a a ide a
a 2.

Busquem una primitiva de la nostra funci6:

4 4 .
G(x)=2%—3+/ex=x7—x5+/ex

-3
G(-1) = 5 k

G(2) =2k

Si suposem que en el primer interval la funci6 és negativa, I'area és:
G- - G(a)

i que en el segon interval la funcid és positiva, I'area és:
G(2) - G(a)

I com que l'area en els dos intervals ha de ser igual, es té la igualtat segtient:

G-D - Gla) = G2) - G(a)

és a dir:
G(=1D) = G2
3 =2k
2
po L
2

Observeu que s’obté el mateix resultat independentment de quin interval conside-
rem en el qual la funci6 és positiva o negativa.
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36. Es consideren les corbes y =x2 i y =a, on 0<a <1. Ambdues corbes es ta-
llen en el punt (x,,y,) amb abscissa positiva. Troba a si sabem que l'area
tancada entre ambdues corbes des de x = 0 finsa x =x €s igual a la tanca-
da entre aquestes des de x =x finsa x = 1.

El punt de tall és (Va, a). Y
2
T N . . Akl
Dibuixem les arees per tenir una idea /
més clara del nostre exercici: /

Y]

Vi

Tenim dos intervals d’integracio: de 0 a Va ide Va a 1.
La funci6 diferéncia per al primer interval és:
fi0) =a-x?

La seva primitiva €s:

3
G, (x) = ax— X
3
G (=0, G(Va)=ava - ”‘;“ - 26’5‘/“
L’area en el primer interval és 2aVa ul.

3

La funcio diferéncia en el segon interval és:
L) =x*—a

La seva primitiva €s:

3
Gy(x) = x? —ax

G(Va) = “‘g“ ~aVa, G = % —a
2ava
3
1 2aa
u-.

L’area en el segon interval és 3 a+ 3

G,(1) - G(Va) = % —a+

Com que l'area en els dos intervals és igual, s’ha de:

2ava 1 2ava
= — — g+
3 3 3
D’on obtenim que a = %
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37. Siguin y =ax? e y =ax +a les equacions d’una parabola p id’unarecta r,
respectivament. Demostra les afirmacions segiients:

a) Els punts de tallde p i » no depenen del valor de a.

b) Si es duplica el valor de a, també es duplica I’area tancada entre p i 7.

a) Els punts de tall s’obtenen quan s’igualen les dues equacions:

ax’:=ax+ a

2_ax—a=0

ax
a-(x*—x-1)=0

Com que suposem a = 0, perque siguin certament una parabola i una recta, di-
vidint tota 'equaci6 entre a, arribem a:

X —-x-1=0

1+v5 1-V5
y

> > (les quals no depenen de a).

i les seves solucions son:

b) La funci6 diferéncia és: f(x) = ax+ a— ax* = a - (=x*> + x + 1).
Sianomenem h(x) = —x? + x + 1, tenim que: fj(x) = a - h(x)
ila primitiva de f(x) és a per la primitiva de b(x), és a dir:

G0 =a- Hx)

L’area compresa €s per tant:

[ 155 )- 61550 [ L) -5
Si dupliquem «, tenim que la funci6 diferéncia és ara:

L0 =2a - h(x)
ila seva primitiva:

G,(x0) = 2a - H(x)

Per la qual cosa l'area compresa és:
1+V5 1-vVs | _ 1+V5 1-vs || ,
GZ(T) - GZ(T) =2a (H( > - H 3 u

2
38. Troba el volum del cos limitat per Pel-lipse ;— +y%2 =1 en fer una volta
completa al voltant de OX. 5

5 22 5 2
V=n-f (\/1—2§)dx=n-f (1—x—)dx=
_5 - 25

_ x35_20n 3
=m-|x- 22| ===l
75 3
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39. Calcula l'area limitada per f(x) =

40.

4x

x%+

, Teix X iles rectes x =a i
x =b, essent a i b les abscisses del maxim i el minim de f.

La funcié6 talla 'eix X en x=0.
D’altra banda, té un minim en x=-2 iun maximen x= 2.

Hem de distingir entre dos intervals: de =2 a 0 ide 0 a 2.

Busquem la funci6 primitiva:

G- [ x24’+‘4 dx = 2In (2 + )
L’area en el primer interval és:
G(=2)=2-n®
GO =2 In#
G(0) = G(=2) =2 (In(4) - In (8))

12 (In (D -m@®)| =2 (8 -In4)u?

L’area en el segon interval és:
G(2)=2"In(8)
G(2) -G =2 (In(8) - n(4)
2 (In(8) - In(¥) u?

L'area total és:

2-(n@®-m@)+2 (@) —mn@#) =4 (In® —n#)u?

Troba l'area compresa entre les corbes y = e*, y = 2x —x? i les rectes
x=01ix=2.

I. Busquem la funci6 diferencia:

y=e*—Q2x—-x%) =¥+ x% - 2x
II. Busquem la seva primitiva:

3
G(x)=e’“+x?—x2

10
. G(0) =1 9
8
G =2- % / o
3 ‘ TS
_ 2 4 4
G@) -G == 2 -1 : _— =2
2 —
4 ! )= 2 2
L'area buscada és |e? — = — 1] uZ Y= aXg Y
3 0 1 2
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41. Lacorba y = , els eixos de coordenades ila recta x = 4 limiten una su-

X +
perficie S. Calcula l’area de S i el volum de la figura engendrada per S en

girar al voltant de l'eix X.

Busquem una primitiva:
GX) =4 Inlx+4l
G(0) =4-In(4D
G4) =4 In(8
G(4) = G0) =4 - (In (8) — In (4))
L'area buscada és 4 - (i (8) — In (4)) u.

=
Il
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42. Troba l'area de la regio del pla limitat per la corba y = In x, la recta
y =2 iels eixos de coordenades.

Lacorba y=1Inx ilarecta y=2 estallenen x= ¢ pertant els limits d’'integra-
ci6 son 1 i €% Daltra banda, tenim la regi6 compresa entre 0 i 1.
Aixi doncs, distingim dos intervals: de 0 a 1 ide 1 a €%
En el primer interval, la funci6 difereéncia és: y=2-0 =2
La seva primitiva €s:
G () = 2x
G0 =0, G()=2
G,(1) -G (0) =2
L'area per al primer interval és 2 u?.
En el segon interval, la funci6 diferéncia és:

y=2-Inx
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La seva primitiva €s:
Gy(x) = 2x—(x- In x| —x) = 3x—xin x|
Ge?) =3 - 2=¢
G(1) =3
G - G(D=e*-3

L'area per al segon interval és (e — 3) u?.

Per tant, ’area total és: 3

Q2+e2-3)=(e2-1) u?

2 L2
—
{1A
: ,/J n x
/

43. Calcula l'area de la figura limitada per les corbes que es donen en els casos
segiients:

a)y=2-x%y=|x|
b)xy +8=0,y=x%y=1

cy=sinx,y=cosx, x=0

a) 3 Estallenen x=-1i x=1.

En linterval de =1 a 0, la funci6

2 diferéncia és:

Y= lxl

y=2-x*-(w=2-x"+x
: En l'interval de 0 a 1, la funcio

y=2rx diferéncia és:

3 2 |4 0 T 3 y=2-x*-x

Per simetria, només cal calcular 'area en un dels dos intervals, per exemple, en
el segon. Busquem la seva funcio primitiva:

3 a2
Gl = =2 X 4o
(20 3 2

-7
G() = G
G(0) =0
G - GO) = L
6

Larea total és 2 - = = L 2.
6 3
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b) 5

Les tres funcions es tallen
3 2a2en: =8,-2 1 —1.

/ >
y=|=8 ryax
Sy 2 Per tant, calculem l'area
] ) en dos intervals, de -8 a
=1 -2 ide -2 a -1.

9 8 7 -6 -5 -4 3 -2 -1 0

La funci6 diferéncia en el primer interval és: y = B
x

La seva primitiva €s:
G =-8 Inlxl —x
G(8)=-8-n(-8) +8
G (=2)==8 - In(=2)+2
G2 -G (8 =-8-mn(=2)+2+8 In(-8)-8=
— 8- (In(=2)—In(-8) - 6=-8 - Zn(%)—6=81n4—6

La funci6 diferéncia en el segon interval és:

y=x-1

La seva primitiva €s:
Gy(x) = x; - X
G2 = 2
G- ==

G- G2 = 4

L'area buscada és: (SZn 46+ %) = (81n 4 — 13—4) u?.

o 1

y=sinx
Les dues corbes es tallen en
.x = l

y=cosx 4"
Per tant, els nostres limits d’in-

o .7
tegracio son 0 i %
0 1
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Busquem la funcio6 diferéncia:
Y= Ccosx—Ssinx

La seva primitiva €s:
G(x) = sinx + cos x

G =1
x\ =
G(Z) =2

G(%) G0 =v2 -1

Larea buscada és (V2 — 1) u2.

44. Si sabem que l'area de la regié compresa entre la corba y = x? i la recta

9

y =bx ésiguala > calcula el valor de b.

La corba y = x> ilarecta y= bx es tallen en el punt d’abscissa x = b ien
x=0.

Aixi, els nostres limits d’integracié son 0 i b.

La funcio6 diferéncia és:

y=bx—x*
La seva primitiva és:
bx*  xP
G = - —
(20 5 3
G0)=0
_Pp
G = 6 10
9
(b - G(0) = 2 i
- - ? 7 //
6 y=3x /
Com que l'area és %, tenim que: Z ) V= 2
3
b3 _ 2 2 /
6 2 7
0 1 2 3

d’on obtenim que b = 3.

45. Calcula el valor de a perqueé l'area de la regié limitada per la corba
=—x2+ax ileix X siguiigual a 36.

La corba talla 'eix X en els punts d’abscissa 0 i a (aquests soOn els limits d’inte-
gracio).
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La seva primitva és:

3 an?
G(x) = =X 4 ax”
(0 3 i
G0)=0
&P 10
G(a) = < g TEe
@ 7
Gla) = G(0) = = 6 y4 N\
5
Nraq b : . 4
Com que l'area és 36, tenim que: ; // \\
3 2
% = 30, 1/ \
d’on esbrinem que a = 0. 0 1 2 3 4 5 6

, calcula el valor de a perqueé larea limitada per

46. Donada la funcio y = 2
x+1

aquesta corbailes rectes x =0 i x =a sigui igual a 2.

Busquem la seva primitiva: 5

Gx) =2 -In(x+1 2

V= x+1

G0)=0

Gla)=2 In(a+1) 1

Ga-G0) =2 -n(a+1)
Com que l'area és igual a 2, tenim xqe-l
que: 2-In(a+1) =2 don esbri-

0 1 e—1

nem que a=e—1.

47. Considera la regio del pla que determinen les corbes y =e* i y =e?* ila
recta x = k.

a) Troba’n larea per a k = 1.

b) Determina el valor de k > 0 perqué l'area sigui 2.

a)Si k=1, els nostres limits d’integracié son 0 i 1.
Busquem la funci6 diferencia: y = e*¥ - ¢~

La seva primitiva €s:

2.
G =& _ o
(20 5

-t G
0=, dh=—e

G(l)—G(O)=%2—e+%
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N A ez 1 2
L'area buscada és 5 e+ > u”.

L " SN V) B ) SN e o)

o

b) Ara els nostres limits d’integracio son 0 i k Com que la funci6 diferéncia i la

seva primitiva son les mateixes que en I'apartat a), tenim que:

-1
GO = >

2k
Q@=%"wk

2k
G(k) — G(0) = 97 _ ek %

2k

Com que l'area és 2, tenim que: = - ek + % =2.

Si resolem I'equacio, esbrinem que k= /n (3).

48. Calcula I'area tancada entre la corba y = x? — 2x — 3 ila corda de la mateixa

que té per extrems els punts d’abscisses 0 i 1.

Els punts que determinen la corda son (0, —=3) i (1, —4), d’on obtenim I’equacio

de la recta que conté la corda:
=—x-3
Els nostres limits d’integracioé son 0 i 1.
Busquem la funci6 diferéncia:
y=x*-2x-3-(x-3)=x*-x

La seva primitiva €s:

3 2
Gl = X _ X
(%0 3 >
G(0) =0 0
-1
G(D) = % 5
2
G(1) - G(O) = %1
L'area buscada és %1‘ = % u?.
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49. Donades y =—x%+1 ilarecta y =a, a <0, determina el valor de a de ma-

8V2 ,

nera que l'area entre la corba i la recta sigui us.

La corba i la recta es tallen en els punts d’abscissa x=-V1-a i x=V1-a.
La funcio diferéncia és: y=-x>+ 1 — a.

La seva primitiva €s:

V)
G(x)=%+x—ax

G(_vmpM_«mm-«m

G(\/l—a)=—M+\/1—a—a-\/l—a

G(\/l—&l)—G(—\/l—a>=§(l —a) - V1l-a

Com que l'area és , igualem: e k21
%(1—@)-\/1—a=8\5/—2 !
=) / 41 0 \ ;
Si resolem l'equaci6, obtenim que -1 y=-1

=-1.

50. Troba l'area de la porcié de pla tancada entre les corbes y = sin x i
y =sin 2x per avalors de x en linterval [0, %]

Les corbes es tallen en el punt d’abscissa x = %

Per tant, tenim dos intervals d’integracio de: 0 a L jde L a %

3

La funcio diferéncia en el primer interval és: y = sin 2x — sin x.

La seva primitiva €s:

G, (x) = @ + cos x
Gl(O)—_2—1+1=%
Ty 1, 1_3
Gl(s) 5727 %

gl - _3_1_1

1(3) O=7-3"3
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La funcio diferéncia en el segon interval és: y = sin x — sin 2x.

La seva primitiva és:

Gy(x) = — cos x + cos2x
1

G| E _-1_1_=3 y=sen2x —
A3 2 4 4

x)_ -1
ol3)-5 o

y=senx

T m|_-1,3_1
Gl=|-G|=|=—+ = =—

2(2) 2(3) 2 4 4

1 5 : H .

' 2

Il
o | =
c

L’area buscada és — + %

e

2
51. Troba l'area compresa entre la corba y = (x——l)z’ leix OX i les rectes
x=11ix=2. (x+1)

Busquem una primitiva de la nostra funcio:

(x—1)7 4x
G 1o —Fr Ndx=
« f (x+1)2 f( x2+2x+1) "

=x— Zf 2xt+2-2 dx =
X2+ 2x+ 1

= 2 x+2 d +2. ;d =
o f 24 2x+ 1 N f(x+1)2 ~
. 2,41
x—2-Inm(x+1) 4 i+ D
G =-2-In(4) -3
2
G2) - G(1) = % — 200 (9) + 20 (4) + 3 =

u?

(5]

- +z(1n(4)—1n(9))——+2

u?,

L’'area buscada és [% +2n (%)

_ (x—1?
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52. Calcula I’area limitada per la hipérbola xy =1 ila corda de la mateixa que
té per extrems els punts d’abscisses 1 i 4.

4

Aixi doncs, obtenim que I'equacio de la recta que conté la corda és:

La corda té per extrems els punts (1, 1) i (4, l)

y=i+i

4 4
Els nostres limits d’integracié son 1 i 4.
Calculem la funci6 diferéncia:

y=i+i_

1
4 4 X

La seva primitiva és:

) X
G4)=3-In4 \
G(4)—G(1)=5—Zn4—%=%—ln4 oL k

L'area buscada és (17: —-In 4) u?. I

o
SN
N

53. La regio limitada per la recta y = x — 3, la parabola y = (x —5)? il'eix OX
gira al voltant de I'’eix OX. Troba el volum del cos de revolucid que es ge-
nera.

4

Busquem els punts de tall de la recta i la

parabola: 3 J=%-3 /
x—3=(x-5)?

Es tallen en els punts (4, 1) i (7, 4).

Per tant, els nostres limits d’integracidé 1
son4i7. /

4 5 6 7

Busquem el volum generat per la recta y = x— 3 al voltant de OX entre 41 7, i
posteriorment li restem el generat per la corba y = (x—5)? al voltant de OX en-
tre els mateixos limits.

7 377
Vl=:rc-f4(x—5)2dx=n-[—(x_33) L=21-7:u3

7 577
Vz=rc-f4(x—5)4dx=n-[—(x_55) L=3—55-nu3
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54,

El volum buscat és:

V,-V,=21" n-B =22 g3
5 5

Troba el volum del cos engendrat per la regio del pla limitada pels eixos de
coordenades, la corba d’equacié y =e™ ilarecta x =3, en girar al voltant
de l'eix OX.

f(e")zdx 7 f 2% dx =

- —Zx = . _ 3
) ]o -2 (e®-Du

1

v

55. cCalcula el volum que s’obté en fer girar al voltant de I'eix OX el recinte li-

mitat per les funcions y = l, x=y% x=4.
x

2
1
:_1 \
V > —_—
1 2 3 4

Les corbes y = L i x=9? estallen en el punt d’abscissa 1. Per tant, els nostres li-
X
mits d’integracio son 11 4.

El volum buscat és el resultat de restar el volum engendrat per la corba
y= Vx al voltant de OX entre 114, i el volum engendrat per la corba y = Loa
X

voltant de OX entre els mateixos limits.

4 2 14 S
V1=rr~f(\/x)2dx=n-[x7] =anu3
1

1
4 2 4
VZ:n‘f (l) dx:ﬂ.[—_l] _3m 3
1\x x |y 4

El volum buscat és:
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56. Calcula el volum engendrat per la hipérbola

x E[-4, 4]. 4 9
\ 7 4
ISR S ECE V=2-n »fzf(x)z do =
NN L/ '
\\ /l 4
e [ ]
—4 2 1/ \\ 4 2
‘ r 33 4
§ t =2 .| 2X -
’ \ \ JT [ 4 ]

y) A =2'T[I'24=48ﬂ:u?)

57. Troba el volum engendrat pel cercle x2 +y2—4x + 3 =0 en girar al voltant
de OX.

El cercle de I’exercici té el seu centre en
(2,0) iradil, pertanttalla 'eix OX en
(1,0) i (3,0). Aixi doncs, els nostres li-
mits d’integraci6 séon 11 3.

(x—2)2+y2= 1

3 3 3173
V=n~f1y2 dx=n-f1(1—(x—2)2) dx=x-[x——(x_32) ] = %Lﬁ
1

58. Obtén la familia de corbes en queé el pendent de la tangent és f(x) = x e?*.
Quina d’aquestes corbes passa pel punt 4 (0, 2)?

Busquem la seva primitiva:

fx-ezxdx

Utilitzant el metode d’integracio per parts obtenim:

2X 2X
. e e + k
4

Com que passa per (0, 2), tenim que: —% + k=2 don k= %

Aixi, la corba buscada és:
2 2

et e 9

4 4
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59. Expressa la funcio de posicio d’'un mobil si sabem que la seva acceleracio és
constant de 8 cm/s?, que la seva velocitat és 0 quan ¢ = 3 i que esta en l'ori-
gen al cap d’11 segons.

Anomenem S(#) a la posici6 del mobil al cap de ¢ segons. Aixi:
V(D) =85 y a(t) = S"(1) =8 cm/s?
Calculem la velocitat V(#):
V(D) =f6l(t)dt=f8 dr=8t+ k
V(1) = 81— 24
V(3)=24+k=0 — k=-24
Calculem S(2):
S0 =fV(t) dt=f(8t— 24) dit = 412 — 241 + ¢

S(11)=220+¢c=0 — ¢=-220

Per tant: S(#) = 4#2 — 24t — 220.

60. Un mobil es desplaca en linia recta, amb un moviment uniformement acce-
lerat, amb una acceleracié de 2 m/s? i amb una velocitat inicial v o= 1 m/s.
Calcula i compara les distancies recorregudes entre £ =0 i ¢ = 2 i entre
t=21it=3.

e Calculem la velocitat del mobil:
V(D) =fa(t)dt=f2 dr=2t+k
V(D =2t+1
VO)=k=1
e Distancia recorreguda entre 1=0 i £=2:
2 2 )
d, =f V(Z)dt=f(2z‘+ Ddrt= [+ t]o =6m
0 0
e Distancia recorreguda entre t=2 i t=3:

d2=fV(t)dt=[12+t]32=12—6=6m
2

e Per tant, recorre la mateixa distancia entre =0 i /=2 queentre /(=2 i [=3.
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2

61. calcula la derivada de la funcio donada per F(x) = cos t dt de dues formes:
0
a) Obtenint de forma explicita F(x) i, després, derivant.

b) Aplicant-hi el teorema fonamental del calcul.
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62.

63.

64.

2
a) F(x) = [sin 1] )= Sin X2
F'(x) = 2x - cos x?

b) Com que f és una funcié continua en tots els punts, es pot aplicar el teorema fo-
namental del calcul:

F'(x) = f(x?) - (x*)' = 2x - cos x?

Troba la derivada de les funcions que es donen en els exercicis segiients:

a) F (x) =fxcost2dt b) F (x) =fx @2-1dt
0 0

4 sin x
O) F(x) =fx mm d) F(x) =f0 (1 +t)dt

a) Com que [ és continua, podem aplicar el teorema fonamental del calcul:
F'(x) = cos x*

b) Com que [ és continua, també podem aplicar el teorema fonamental del cal-
cul:

F(0)=*-1D-(x?)'=2x-(x*-1
©) Apliquem el teorema:

1

Fl(x) = ——
1+ sin® x

d) Analogament: F'(x) = (1 + sinx) - (sinx)'= (1 + sinx) - cos x

Sense resoldre la integral, indica on hi ha el maxim o el minim relatiu en la
funcio:

F(x) =fx %Dt
0

Els maxims o minims relatius s’obtenen per als valors de x en que la primera deri-
vada és zero, en el nostre cas F'(x) = 0.

Com que [ és continua, podem aplicar el teorema fonamental del calcul:
F'(0) =x? -1

F'(x)=0 en x=-1 i x=1, aixi en els punts d’abscissa —1 i 1, hi ha maxims
o minims relatius.

Sabem que f f@adt =x2(1 + x), essent continua en R. Calcula f£(2).
0

Aplicant el teorema fonamental del calcul, veiem que:
S0 =2x- (1 +x) + x?
J(2) =16
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65.

66.

67.

68.

69.

X

Sigui F(x) = f cos?t dt. Troba els possibles extrems d’aquesta funcié en
1

I'interval [0, 27].

Com que f(x) = cos? x és continua en [0, 2n], podem aplicar el teorema fona-
mental del calcul, i aixi obtenim la primera derivada de la funcié F(x):

F'(x) = cos® x
Aquesta té els seus extrems en els valors de x en els quals F'(x) =0, és a dir, en
T 37

x==1ix==
2 2

Sabem que l’area limitada per una funcié f, l'eix
d’abscisses i les rectes x =1 i x =5 ésiguala6. 24---

Quant augmentara l'area si traslladem 2 unitats
cap amunt la funcio f?

_ 1 5
Es facil veure que l'area afegida és la d’'un rectangle
de base 4u i 2u daltura, la seva area és 8 u?. Esa dir, 'drea augmentard 8 u?.

Si una funcid f és positiva per a tots els valors de la seva variable, qualsevol
funcio primitiva d’aquesta és creixent en cada un dels seus punts. Per qué?

Cert, ja que si la primera derivada d'una funcio és positiva, aquesta funcioé és crei-
xent.

Les grafiques I, II i III corresponen, no necessariament per aquest ordre, als
d’una funcio6 derivable f, ala

ia Q@ @)

seva funcioé derivada f' ia @
una primitiva F de f. Identi-
fica cada grafica amb la seva — [

funcio, i justifica la resposta. / |

La grafica II és la de la funcio; la

grafica I és la de la seva derivada, i la grafica III, la de la seva primitiva.

La rad és: partint de la grafica II, observem que es tracta d’una funcio lineal (af)
amb pendent positiu, per la qual cosa la funci6 derivada ha de ser una funcié cons-
tant (el pendent de la funcio afi).

Draltra banda, la primitiva de la funci6 afi ha de ser una funcié quadratica, la grafi-
ca de la qual correspon a la parabola.

Quina de les segiients expressions ens dona larea
limitada per la grafica de f il'eix d’abscisses?

Ofr WU oS g S
d
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70.

71.

72.

Si una funcié f no talla I’eix X, qualsevol primitiva d’aquesta no pot tenir
maxims o minims. Per qué?

Cert, perque la funcié f seria la derivada de la seva primitiva i com que mai no és
Z€ero, no pot tenir ni maxims ni minims.

2
Donada la funcié y =x?2, troba el punt ¢ €[0, 2] tal que I’area f x?%dx sigui
0

2
igual a la d’un rectangle de base 2 i altura f(c). Es a dir, 2 f() = f x2dx.
0

Quin teorema assegura l’existéncia de ¢ ?

2
fxzdx=§
0 3

Aixi doncs, tenim: 2 - f(¢) = %, des d’on esbrinem que ¢ =

2V3
=2

El teorema que assegura I'existéencia de ¢ és el teorema del valor mitja del calcul
integral.

Sigui F una funcio definida en [0, +©) de manera que F(x) = fx n(2+

0
+t)dt. Analitza si és vertadera o falsa cada una d’aquestes afirmacions:
ADF0)=m2 bF®)=—1" x=0

2+x

c) F és creixent en el seu domini.

DFX)=((+2) - Inlx+2l —(x+2)-2-In2+2
F(0O)=2-n2-2-2-n2+2=0
Es falsa, a més només cal veure que no hi ha area.
b) Com que [ és continua pera x = 0, apliquem el teorema del calcul integral:
F'(x)=1Inl2+ x|
Tambeé és falsa.

¢) Certa, perque la seva derivada F' és positiva en tot el domini.
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73.

Dedueix per integracio el volum del cilindre de radi » ialtura h.

@ Fes girar al voltant de OX el rectangle limitat per
larecta y=r entre x=0 i x=h

Y

5
‘ b
V=n‘frzdx=n-[rzx]0=n-rz-b
0

Unitat 13. La integral definida. Aplicacions



74. Demostra, utilitzant el calcul integral, que el volum de I’esfera és

75.

76.

v=2.g3
3

& L'esfera s’engendra en girar el cercle x?+y?=R? al voltant de l'eix X.

R R 3R
V=n-f yzdx=n-f (Rz—xz)dx=n~[R2x—£:| =
R R

=JT,'(R3—E+R3—E =
3

3

Demostra que el volum de

2 2
X4V -1 és:

a2 b2

3

—R

inRﬁ
3

I'el-lipsoide obtingut en girar lel-lipse

a) % nab? sigira al voltant de OX.

b) % na?b sigiraal voltant de OY.

a

a) V=n~f (bz—xzb—z) dx=m -
—a a

=n~(b2a—“7bz+b2a——

b

2 P b
b)V=n-f (az—yz—)dy=n- aty— L = | =
b v

= . azh_b_az+g2b_b_a2 =
3 3

Determina la funcié y = f(x) si sabem que la seva grafica passa pel punt
P(1, 1), que la tangent en P &s paral-lela alarecta 3x + 3y —1 =0 ique

S'(x) =x.

La informacié que tenim és:
S =1
S =-1
fr/(x) =X

Calculem f"(x):

S0 =2 4 a
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77.

78.

Com que f'(1) =-1

=L+ a=_ -3
S = 3 1, aleshores a 5
, X3
fi = 2 2
. X3
Calculem f(x): f(x) = Y > + b.
3
Com que f(1) =1, esbrinem que b= %, aixi: f(x) = % - %x+ %

Determina el valor del parametre a > 0 de tal manera que l'area de la regio
del pla limitada per I'eix X i la grifica de la funcio f(x) =a(x + 2)®>—(x + 2)3
valgui 108.

La funci6 talla I'eix X en els punts d’abscissa x= -2 1 x= a— 2. Per trobar els
nostres limits d’integraci6, busquem una primitiva:

(x+2)3  (x+ 2t
3 4

ﬂ@=ﬂdmﬂﬂ—@+mﬂﬂ=a-

o
G 2
(a-2) = D

G(-2)=0

at
Gla-2)-G2) = E

Com que l'area ha de ser 108, igualem:

4
f—z = 108. D’on obtenim que: a = 0.

Troba I'’equacio d’una parabola d’eix vertical, tangent en I'origen de coorde-
nades a una recta de pendent 4 i que delimita amb I'’eix X un recinte de ba-
se [0, 3] i area 9.

ey=ax*+bx+c

e Passa per (0,0) — p(0)=0 — x=0

(=4 — b=4

! y=ax’®+ 4x
/ \ e Lareaentre 0 i 3 €s9, aixi:
0 2 3 4 f(ax2+4x)dx [—+2x2] =94+18=9

D’on esbrinem que: a = —1.

Aixi, la funcio és: y = —x? + 4x.
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79.

80.

Troba, si és possible, un nombre enter n, n = 2, per al qual
siguin iguals les arees dels tres recintes: el vermell i cada un
dels dos blaus.

Per calcular I'area central, busquem la funcio6 diferencia:

y= Vx — x”

Calculem la seva primitiva:

42+ 1 n+1
G(x) = nVx X
n+1 n+1

G(0)=0

7 1 _n-1

G() = —
@ n+1 n+1 n+1

G - Gy = =L
n+1

Draltra banda, l'area de la zona que limita amb OX I'obtenim amb la segtient
funcio:

y= X"
La seva primitiva €s:
n+1
Glx) = X
(20 n+1
G(0)=0
G(1) = —
n+1
G(1) - G(0) = ——
n+1

La regi6 que falta té la mateixa area que aquesta Gltima. Com que les arees han de
ser iguals, les igualem:

n-1_ 1
n+1 n+1

D’on deduim que 7 = 2.

Demostra, utilitzant el calcul integral, que I'area del cercle x2 +y%2<9 és

om.

I+ 2 do -Area=4-fZ\/9—x2 dx

2
TN
/ \ e Calculem G(x) = (V9 - x? dx, mitjancant un canvi
\ 0 I5 de variable:
\ /

o W Bl BT
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Canvi: %=smt — x=3-sint — dx=2-cost-dt
G(x)=3'f\/1—sin2t -BCost'dt=9fcosztdt=

_offl ot ol L g2 29,09 2,
9ﬂ + )dt 9[21+45m t] 2t+4smt

[
o\
N
3
@

N
w|R
+
NN
Do
w|R
$
|
o
[

I
N0
S
19}
“
Q .
N
—_—— —— —_——

« Aixi doncs, l'area sera: A= 4 - (G(3) - G(0)) = 4 - 97“ - om.

81. Demostra, utilitzant el calcul integral, que l'area de l'el-lipse x?2 + 4y% =4 és 2m.

e Aillem y: 4)? =4 - x? —

2 [ (x\2
= . o
' °L’areaserz‘1:A=4»f \/1—(%) o
0

2
e Calculem G(x) =f\/1 - (g) dx.

Canvi: %=sint — x=2-sint — dx=2-costdt

G(x) =f\/1—sz'nzt ~Zcostdz‘=2fcos2 tdt=

=2 f( 4 cos® t)dt f(1+c052t)dt—
1002
=1+ S”; d —arcsm( )+— \/1——=

x- V4 — 2
4

= arc sin (ﬁ) +
2
e Larea serd: A=4-[G(2) - G0)] =4 - % = 2m.
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2 .2
x*  y*

82. cCalcula I'area tancada per I'el-lipse d’equacio 167 1.
X2 )2 ° y_z =1— ‘x_z —
3 16 o 1! 9 16
2
LD g - s VB
m Ti 16
e L'area és:
3 4 2
A=4-f3-\/1—(%) dx =
0

- 12f§\/1—(%)2 dx

)2
e Calculem G(x) =f\/1 - (Z) dx.

Canvi: %=sz’nt — x=4-sint — dx=4-costdt

G(x =f\/l—sin2t “4cost dt=4[cos® tdt=

2
=4.f(%+ CO; t)dt=f(2+26052t) dr =

2
= i =92. i | X X 1-2 _
2t+ sin 2t =2 arcsm(4)+2 4 \/ 16

[ x x V16 — x2
=2. ~ ¢ +
arcsm(4) 3

e Larea serd: A=12-[G(4) — G(0)] = 12x.

83. Troba I'expressio analitica de la funcié polinomica de se-
gon grau que tallal'eix X en x =1 i x =3, idelaqual
sabem que l’area ombrejada de la figura val 4/3.

Com que talla l'eix X en x=1 ien x=3, hade ser: 1 3
S =k-(x=1) - (x=3) =k (x* —4x+3)
L’area ombrejada sera:
1

1 3
A=f/e~(x2—4x+3)dx=/e~[x——2x2+3x] =
0 3 0

=k _4 = k=1
3

3

Per tant, f(x) = x* — 4x + 3.
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PER PENSAR UNA MICA MES

84.

85.

Troba el volum d’un tronc de con que té com Y
aradis »;, =7 cm, r, =11 cm i altura 6 cm.

Per fer-ho, fes girar al voltant de l'eix X el

segment adequat.

11
Quina equacio té la recta que sosté el segment

vermell? Quins son els limits d’integracié que
has d’utilitzar?

La recta passa pels punts (0,7) i (6, 11). Obtenim I'equacio:

m=u=i=%, la recta és y=7+%x

Els limits d’integracié son x=0 i x=0.
El volum sera:

6 6 2
I 2 = 2 -
V=mn fo(f(x)) dx=m f0(7+3x) dx
. 4., 4 _
=171 f0(49+gx+3x2)dx

376
=J‘E~49X+E+4i =350nu3
3 27 0

Per trobar la formula del volum d’un tronc de con, has de procedir com en
I'exercici anterior, pero amb dimensions variables.

Fes-ho per un tronc de con de manera que els radis de les seves bases siguin
r, i r, ilasevaaltura, h. Has d’arribar a la formula:

V= ln h@ 2 +r2+rr,)

3

La recta passa pels punts (0, » i (b, 7).

. - Hh—-h _nh—nh Hhon
Obtenim l'equacio: m = = = y=n+ C X

h-0 h
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El volum sera:

Ny

4 [ 2
V=n-f[rl+(2 1)x] dx =

0

b 5 =2, =1
=Jt~f0[l+( 5 )x +271( 7 )-x]dx=

v, =1, \2 3 [ — h
e 5 (5 4
- 0

-1 \2  p3 r—n
=n [rlzh+( ; )~?+r1 7 h%| =
=x /o~[rlz+%~(r§+rlz—2~rl ”2)+”1”2—71]
=x-h [— 2+ L2 rr+rr]=
230N 1T N
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