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DETERMINANTS
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Resolucio de sistemes 2 x 2 mitjancant determinants

. T 3 IR ] N : : L
B Resol, aplicant-hi x = iy-= , els segiients sistemes d’equacions i
comprova’n la solucio: 4] 4]
3x -5y =73 5x + 4y =33
a){4x+2y= 2 b){7x—11y=13
6x +2p= 8 2x + y= 1
d
c){—Sx+9y=—60 ){6x—2y=28
a)3x—5y=73 _13 5 _ s _ 1735 _qzp
et 2y } lal= |3 2‘ 26; 14| ‘2 2‘ 156;

4 2
C._ 156 _ . -280 _
Per tant: x G 6; ¢ 11
b) Sx+ 4y=33 15 4| aa. _ 133 4 _
7X—11y=15} A= _11‘ 83; 14, 13_11‘ 415
5 33 _
l4,1= 7 13 =-166
Cx= A5 s 2166
Per tant: x ) 5y 83 2
¢ 6x+2y=8 _ 6 2= ) _ 8 2| _ )
—Sx + 9y=—60} Al ‘—5 9‘ 64; 14,1 -60 9 192;
6 8
4, ‘_5 _60‘ 320;
ant: x= 92 230 2 320 _
Per tant: x o 3y A
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d2x+ y=1 } lal=|? 1 ‘=—10; |AI=‘1 1‘=—50;

6x — 2y =28 6 -2 X128 2
2 1
a,1= ¢ 28‘ 50,
=30 50
P tant: = = . = - = _
er tant: x = 3y = 5
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Inversa d’una matriu 2 x 2

B Obtén, de forma semblant, les expressions de z ide . Arribaras, aixi, a la
conclusio segiient:

4-1= 1 (“22 _alz)
4| a3 91

0 ap, a0
a,,z + a12t=0} ‘1 ap| _ "% r= 1921 _ 9
ayz+ dyt=1 |A| |A| |A| |A|
1 a —a
Pertant: A1 = —— ( 22 12)
|A| —dy Gy

B Comprova, un cop efectuat el producte, que: 4 -A~1 =1

A-A1=(a11 “12)‘ 1 ( ay _”’12)= 1 (“11“22 = dypdy 0 )
dy Ay |A| |A] —appdy tdydy,

=ﬁ(lgl| |§1|)=(<1) (1))=’

B Aplica lexpressio anterior per calcular M1 essent: M = (

—dy Ay

47)
2 6/

M71=L(6 —7)=L(6 —7)=(3/5 —7/10)
|m| =2 4 10 \—2 4 “1/5  2/5

B Fes els productes M - M~ i M~!-M icomprova que, en ambdos casos, ob-
tens la matriu unitat.

(4 7 (3/5 —7/10) (1 o)
. 1 = . =

MM (2 6) -1/5 2/ 0 1
| 35 —7/10).(4 7)=(1 o)
MM (_1/5 25 1 \2 6/7\0 1
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B Per que creus que €s necessari que |A|= 0 perqué una matriu quadrada tin-
gui inversa?

En la seva obtencio, dividim per |Al.

Es necessari que |Al= 0 perque el sistema que obtenim tingui solucié tGnica.
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1. Aplica el teorema de Rouché per descobrir si els sistemes segiients son compa-
tibles o incompatibles:

3x -2y =5 4x + S5y =7 x+ y+2z =
a)] x+3y=-2 b)l2x—- y=0 A)l3x— y+ 4 =1

2x— y=3 Tx + 11y = 4 xX—3y -4z +4 =6
a)3x—-2y= 5 3 -2 3 2 5

x+3y=-2 A=11 3 A'=11 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2 -1 3

3 -2 _ _ _

’1 3‘—11#0 ran (A) = 2

[A'l=0 — ran(A4’) = 2

El sistema és compatible.

b) 4x+ Sy=7 4 5 4 5 7
2~ y=0l a=[2 —1] a=|2 -1 0
7+ 11y = 4 7 11 7 11 4

[AT=147=0 — ran(A) =3 = ran(A4) = 2

El sistema és incompatible.

o x+ y+2z =7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4t=1 A=[3 -1 0 4 A'=(3 -1 0 4 1)
X—3y—4z+41=06 1 3 4 4 1 3 -4 4 6
Calculem el rang de A:

11 1 1 2 1 1 0
‘3 _1‘=—4=0; 3 -1 0|=0; |3 -1 4]=0 — ran(4) =2
1 -3 —4 1 -3 4

Calculem el rang de A"

1 1 7
3 -1 1|=-76 —= ran(A") =3 = ran(A)
1 3 6

El sistema és incompatible.
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2. Segueix el mateix procés que en I’exercici anterior i descobreix si els sistemes
segiients son compatibles o incompatibles:

x+3y—-=z=1 x+3y—=z=1 x+ y+2 = 7

a) ! 2x + z=2 b) ! 2x + z=2 A)l3x— y+ 4= 1

2y —z=0 2y —z =5 x -3y —4z + 4t =-13
a) x+3y-—z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x + z=2 A=(2 0 1 A'=12 0 1 2)
2y—2=0 0 2 -1 0 2 -1 0

Calculem el rang de A:
‘ 1 3

5 0‘=—6#0y 1Al=0 — ran(A) =2

Calculem el rang de A"

1 3 1
2 0 2|=0 (jaquelalaila3acolumnessoniguals) — ran(A4’) =2 = ran(A)
0 2 0

El sistema és compatible.

Observacio: Com que la 4a columna de A’ ila la sén iguals, necessariament
ran (A") = ran (A); és a dir, el sistema és compatible.

b) x+3y-z=1 13 -1 13 11
20 + =20 a=|20 1| a=[2 0 1 2
2y-z=5 02 -1 0 2 -1 5

Sabem que ran(A) = 2 (vegeu apartat a) d’aquest exercici).

Calculem el rang de A"

1 3 1
2 0 2|1=-30=20 — ran(A4) =3 = ran(4)
0o 2 5

El sistema és incompatible.

O x+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 41= 1 A=|3 -1 0 4 A=13 -1 0 4 1
X—3y—4dz+ 4t=-13 1 -3 -4 4 1 3 -4 4 -13

Sabem que ran (A) =2 (vegeu apartat ¢) de I'exercici anterior).

Calculem el rang de A"

1 1 7
3 -1 1 |=0 — ran(A") =2 =ran(A)
1 -3 -13

El sistema és compatible.
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3. Enuncia la regla de Cramer per a un sistema de tres equacions amb tres incog-
nites:

apx tapnpy tapz=c,

AX tayy taz =c,
+ + =

Az X tazy tazz =c;

dyy Gy g
Si |Al= 6i21 “22 6l23 =0 — ran (A) = 3 = ran (A/)
a3 3y dsg

Per tant, el sistema és compatible.

Al A 1A

La solucio és: x = , , ,
| 4] | 4] |4]

de manera que A, ésla matriu que resulta de substituir en la matriu A4 la columna
dels coeficients de x per la columna dels termes independents. Analogament, A, i
A, s’obtenen substituinten A la columna dels coeficients de la incognita corresponent
per la dels termes independents.

4. Utilitzant la regla de Cramer, resol el sistema segiient:

x—3y +5z =-24
2x — y +4z = -8

x+ y = 9
X—3y+5z=-24 1 -3 5
2x — y+4z= -8 [Al=12 -1 4|=—1=0
x+ y = 9 1 1 0O
24 -3 5 1 -24 5 1 -3 -24
lAl=|-8 -1 4|=-7; 14)=|2 8 4|=-2; lAl=|2 -1 -8|=5
9 1 0 ' 1 9 0 1 1 9

Pertant: x=7, y=2, z=-5

Pagina 87

5. Demostra la regla de Cramer per a un sistema de tres equacions amb tres
incognites.
Procedeix de forma analoga tal com s’ha fet en aquesta pagina.

Tenim un sistema de tres equacions amb tres incognites:

apx+ any+ dz=c i Gy Ay
Ay X+ dpy+ dypz=c L oamb [Al=|dy dy dyy| =0
Az X+ a3y + a3z = G 3y sy s
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Hem d’aillar cada una de les incognites. Comencem per la x.
Per aillar x, hem d’eliminar ), z. Aixd s’aconsegueix multiplicant les tres equacions,
que anomenem (1), (2), (3), pels adjunts dels coeficients de x:

(D - Ay = ayy Ay X+ ay Ay y+ag Ay 2= ¢ Ay

(2) Ay = dyy Ay X+ dyy Ay Y dy3 Ay 2= ¢y Ay

(3) + A3y = ayy Ay X+ dy Ayy Y+ dzy Ay 7= ¢ Ay

Sumant, obtenim una igualtat que a continuaci6 analitzarem per parts:
— El coeficient de x és:

ayy Ay + dyy Ay + agy Ayy = Al

— El coeficient de la y és:
Ay Ay + dyy Ay + dgy Az = 0
Analogament, es veu que el coeficient de z és zero.
— El terme independent és:

¢ Ajy ¢y Ay + ¢ Ay, que és el determinant de la matriu A que resulta en
substituir en A4 la columna dels coeficients de x per la columna dels termes in-
dependents:
G Gy Gy
A =| G dy dy
G dy A

Recapitulem: en efectuar la suma (1) - A, + (2) - A,; + (3) - A;,, obtenim:

3D
lAlx+0y+0z= 141
Ates que 1Al= 0, podem aillar la x, i obtenim:

_ 1A

X
4]
Per aillar y caldria multiplicar les equacions (1), (2), (3) per 4,,, 4,,, 45,, respectiva-
ment. I analogament procediriem a aillar z, de manera que s’obté:
AL
| 4] 4]

|4

|
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6. Resol els segiients sistemes d’equacions:

x—y+3z=1 x—y+3z=1
a)i3x—y+22=3 b)i3x— y+2z=3
-2 +72=0 -2y +7z =10
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x +y =3

3x +4y = 4
y+z=5 _
) x +z =4 d) 2"""6)’:22
5x-y+z=6 —2x 3y =
a) x— y+t3z=1 1 -1 3 1 -1 3 1
3x— y+2z=3; A=|3 -1 2 A'=13 -1 2| 3
-2+ 7z=0 0 -2 7 0o -2 7 0

Calculem el rang de A:

1 -1

O_A=—2#0y|AHO —  ran(4) = 2

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3| =0 (alaila3acolumnes son iguals) — ran(A’) = 2
0 -2 0

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
2a equacio:

x—y+3z=1 x—y=1—3z—>x=y+1—32=1+§
=2y+7z=0 —2y=-7z —>y=772
Solucio: x=1+k, y=7N, z=2\
b) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 3|1
3x— yp+2z=3 A=(3 -1 2 A'=|3 -1 2| 3
-2y +7z=10 0 =2 7 0 =2 7 110

Sabem, per l'apartat a), que ran(A) = 2.

Calculem el rang de A"

1 -1 1
3 -1 3|=20=0 — ran(4) =3= ran(A)
0 -2 10

El sistema és incompatible.

o x+y =3 1 1 0 1 1 01 3
y+z=5 _(0 1 1 ,_10 1 1 5

X +z=4 4 1 0 1 4 1 0 1 4
Sx—y+z=06 5 -1 1 5 -1 116
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Com que =2=0 = ran(Ad =3

[ )

1 1
0 1
1 0

Calculem el rang de A"
[A=0 — ran(4) =3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de I'Gltima
equacio i aplicar la regla de Cramer:

3 1 0 1 3 0 1 1 3
5 1 1 0 5 1 0 1 5
4 1
N 0 =£=1;y=141=i=2;2=104=§=5
2 2 2 2 2 2
Solucio: x=1, y=2, z=3
d) 3x+4y= 4 3 4 3 4 | 4
2x+6y=231 A=|2 6 A'=|12 6 |23
—2x+3y= 1 -2 3 -2 3 1

Com que |A'l =-309 = 0, aleshores ran(A") = 3 = ran (A).

El sistema és incompatible.
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7. Resol els segiients sistemes d’equacions:

3x—-5 +z=0 x—y—2z=0
a)! x-2p+z2=0 blx+ y+3z2=0

x+ y =0 x—=5-92=0

x+1ly—4z=0 Xty 45z -0
o 2x+ 4+ z2=0 @ | 3x—y -0

x+ y—-2z=0
2x—16y +52 =0

a) 3x—5y+z=0

X=2y+2z=0 lAl=

X+ y =0

x-y+ z—1t=0

=5 1
-2 1| =-5=0
1 0

Per tant, ran (A) = 3 = nre. d’incognites.

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, y=0, z=0

b) x— y— z=0

x+ y+3z=0 LAl =

x-=5y-9z=0

1 -1
1 3]|=0
-5 9
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Seleccionem el menor 11

‘=2¢O — ran(A) =2

Podem suprimir la 3a equacio i passar la z al segon membre:

X-y=2z } X=-z } Solucio: x=-h, y=-2A, z=»A
x+y=-3z| y=-2z

o x+1ly—4z=0

2x+ 4y+ z=0 Lo
Y -2 4 1 |=-18 = ran(A) = 3 = nre. d’incognites
x+ y—-2z=0 1 1 -
2x-16y+52=0

El sistema només té la solucio6 trivial: x=0, =0, z=0

d) x+y+5z =0 1 1 5 0)
3x—y —-2t=0 A=13 -1 0 =2
xX—-y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 1 5
3 -1 0|=-14=20 — ran(4A =3
1 -1 1

Per resoldre’l, passem la ¢ al 2n membre:

0 1 5
B 2t -1 0
Sizi))/}JrSZ;gt X = Lot -/t
X—y+ z=t -4 14 2
1 0 5 1 1 0
3 2t 0 3 -1 2t
1 ¢ 1 7t —1 1 -1 ¢ 0
= = 7 = __. = =_=0
MY 42 T 14
Solucio: x=N, y=-k, z=0, t=2\
8. Resol:
x—-2+32=0 x + 3z =0
y+ z=0 y— t=0
V1 x_3p+22=0 Dy ws 3+ z=0
—x + 5y =0 2x +2p+32+ =0
a) x—-2y+3z=0 1 -2 3
y+ z=0| |0 1 1
xX—3y+2z=0 1 -3 2
-x+ 5y =0 -1 5 0
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Calculem el rang de A:

L 1 =2 3 1 =2 3
‘0 1‘=1¢0; 0 1 1/=0]0 1 1[=0
1 -3 2 1 5 0

Per tant, ran (A = 2. El sistema és compatible indeterminat.

Per resoldre’l, podem prescindir de les dues tGltimes equacions i passar la z al
2n membre:

x—2y=-3z =32+ 2y=-3z-2z=-52
=—z =—z

Solucio: x=-5N, y=-k, 2=\

b) x +3z =0 1 0 3: 0
- 1=0 o1 04 _
X+ p+ 2t=0 4 1 1 O  141=0
2x+2y+3z+ =0 2 2 3 1
1 0 3
0 1 0|=-3=0 — ran(A) = 3 < nre. d’incognites
1 1 O

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
4.2 equacio i passar la ¢ al 2n membre:

-x 3t
— =0 =—==-=1
X 3z z 3 3
y =1 y=1
xX+y =2t X=-20—y=-2t—1t=-3t

Solucio: x=-3N, y=A, z=A, t=1A
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9. Discuteix i resol:
x+ y+taz= 0 x+ y=R
Alax— y =-1 b)lkx - y=13
x+4+6z= 0 5x + 3y =16
a) x+ ytaz= 0 1 1 a 1 1 a| O
ax— 'y =-1 A=|la -1 0 A=|a -1 0 ‘—1
x+4y+ 6z= 0 1 4 6 1 4 6 0

| OS]
|

5:V25+96 _ 5xV121 _5=11
8 8 8

A

Q
Il

lAl=4a?>-5a-6=0 — a-=
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*Si a =2, queda:

1 1 2 0 11
A'=12 -170 | -1 ‘2 _1‘ =3%0 = ran(4) =2
1 4 610
———
A 1 1 0
2 -1 -1|=3=0 —= ran(A4A) =3 = ran(A)
1 4 0
El sistema és incompatible.
e Si a =-3/4, queda:
1 1 -3/4 0 1 1 1
A=|-3/4 -1 0 -1 ‘_3/4 _1‘=_T¢O—>mn(A)=2
1 4 6 0
—
A 1 1 0
=3/4 -1 =1 =320 — ran(A4") =3 = ran(A)
1 4 0

El sistema és incompatible.

eSia=2ia=-3/4 — ran(A) = ran(A") = nre. d’incognites = 3, el sistema és

compatible determinat. El resolem:

0O 1 a 1 0 a
-1 -1 0 a -1 0
x=046=6_4g.=106_ a-6
4 —5a-6  4a’—5a—-6' Y 4 —5a-6  4a’—-5a-6'
1 1 0
a -1 -1
1 4 0 3
Z_I I=
4a*-35a-6 4a*-5a-6
Solucio: x = 6 —4a , Y= a-6 ,z=;
4a* —5a-06 4a* —5a-06 4a* - 5a-06
b x+ y= k 1 1 k
kx— y=13 ¢ A'=|k -1 ‘ 13
5x+3y=16 5 3 16
R
A
11+ V121 - 120 11+1//e=2
A =3 -11k+10=0 — k= c =— \Ie=%
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e Si k=2 queda:

1 1 2
A'=12 -1i] 13 A 3=0 — ran(A = ran(4) = 2 = nre. d’incognites
———————————— 2 -1
5 3 16
.
A
El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
3a equacio:
xX+y=2 _ _ _ - -
Sumant: 3x=15 — x=5; =2-x=2-5=-
2x—y=13} umant: 3 5 5y 5 3

Solucio: x=5, y=-3

*Si k=5/3, queda:
11 5/3
A'=15/3 -1 ‘ 13
5 3 16

| —
A

‘ 5}5 _11 ‘ = ? =0 — ran(A) = ran(A") = 2 = nre. d’'incognites

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
3a equacio:

p)
x+y==
3 Sumant: §x=ﬁ — x:ﬁ:ﬂ
5 _ 3 3 8 2
—x—-y=13
3
o5 .5 11 _-2
YTITYTE T2 TG
Solucio: x=%, y:%

eSik=21ik=5/3 — ran(A") =3 = ran(A), el sistema és incompatible.

10. Discuteix i resol, en funcio del parametre a, el segiient sistema d’equa-

. | @-Dx + y=0

cions: {(a—l)x f@+Dy=0

(a—Dx+ y=0 A=(a—1 1
(a—Dx+(a+Dy=0 a—1 a+ 1

1

1
IAI—(a—l)‘l e

‘=(a—1)(a+1—1)=a(a—1)=0

:
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e Si a=0, queda:

-x+y=0

y=x. Sistema compatible indeterminat.
-x+y=0

Solucio: x=N, y=»A\
e Si a=1, queda:

y=0

5 } Sistema compatible indeterminat.
y =

Solucio: x=\, y=0

e Sia=0ia=1 — ran(A) =2

El sistema només té la solucio trivial: x=0, y=0

Pagina 94
11. Calcula la inversa de cada una de les matrius segiients:
1 -1 -1 2 1
A=|-1 0 3 B=(1 :2)
-2 5 3

Calculem la inversa de la matriu A:

|Al=-1=0 — existeix 47!

o, —— Adj() —— (Adj( D) —— - (adjC)

-15 9 -5 -15 -9 -5 -15 -8 -3 15 8 3

8 -5 3| =8 5 3|—=|-9 -5 2|—=19 5 2|=4"

-3 2 -1 -3 2 -1 -5 3 -1 5 3 1
Calculem la inversa de la matriu B:

IBl=-3=0 — existeix B!

a, — Adj(B ——— (Adj(B) —— %(Adj(B))’

S IO e I e e {wr E

12. cCalcula la inversa d’aquestes matrius:

1 2 -3 -1 1100
01 2 0 0110
A4=10 2 3 1 B=lp011
3 20 1 0001
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1 0 1 0
6/5 -3/5 8/5 -2/5
-3/5 4/5 —4/5 1/5
-3/5 -=6/5 1/5 1/5

Calculem la inversa de la matriu B:

IBl=1=0 — existeix B!

o, Adj(B) ——— (Adj(B))' %(Adj(B))t
100 0 1 0 0 0 1211 -1
1 1 0 O - -1 1 0 0 _ 0 1 -1 1 .
1 1 1 0 1 -1 1 0 0 0 1 -1
1 1 1 1 -1 1 -1 1 0 0 0 1

1 -1 1 -1

0 1 -1 1| .,

“lo o 1 |7 P
0 0 1
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13. Expressa en forma matricial i resol (tingues en compte I'exercici 11 de la
pagina anterior):

x— y—z=6
_ 2x— y=7
al « +3z=2 b){ x 2y =11

—2x +5 -3z=0

A x—- y— z=6 1 -1 -1 x 6
y|=12
z 0

—x +3z=2 -1 0 3|
—2x+5y-32=0 -2 5 3
| [— ——
A - X =B

A l'exercici 11 de la pagina anterior hem calculat A7,

15 8 3 6 106
9 5 2f-[2]=|o04
5 3 1 0 30

Solucio: x =106, y= 064, z=36

i) (G-
x—2y=11 1 -2 y 11
——

—_

B X =

A X=B — X=A"1-B=

A l'exercici 11 de la pagina anterior hem calculat B~

e o2 ) G2
BXCXBCg(—lz 1) 315/ -5

Solucio: x=1, y=-5
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14. Expressa en forma matricial i resol:

x—=2-3z—-t= 0 x+y =5

y+2z = 4 y+z =-1

) 2y +3z+t= 1 b) z+t= 4
3x —2y +=-2 t=

1 2 3 -1 X 0

(o 1 2 0 |y | 4

a) A= 0 2 3 1 xX=1 c=1,

3 -2 0 1 t -2

A l'exercici 12 de la pagina anterior hem calculat A™

1 0 1 0 1
| 65 =3/5 8/5 =2/5 4 o~ |0
A=l 35 45 /5 175 AT =),
-3/5 -6/5 1/5 1/5 -5
Solucio: x=1, y=0, z=2, t=-5
x+y =5 1 1 0 0 x 5
b) y+z =-1 0 1 1 0 y1_|-1
z+t= 4 0 0 1 1 z 4
1= 2 o 0 0 1 t 2
—_— —— —_——
B X =
A l'exercici 12 hem calculat B~
1 -1 1 -1 5 8
v . 1. 10 1 -1 1 -11_1-3
B-X=C X=0B C 0 0 1 -1 4 5
0O 0 0 1 2 2
Solucio: x=8, y=-3, z=2, t=2
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR
15. Estudia la compatibilitat d’aquests sistemes:
x—y=06 X+ y— z=-2 2x +3y—-2=3
A4+ y=-1 b)l2x—- y-3z=-3 Al —x-5+2=0
S5x +2y=-5 x—-2p-2z= 0 3x + y—2=6
xX—-y—-2z=2 z:2y17§z (2) x+3 + z=-1
D! 2x+y+3z=1 e) §+ >=_1 ! x—y—=z=-1
3x + z=3 2%+ 3y -0 2x+y+3z=5
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a x— y= 6 1 -1 6 1 -
dx+ y=-11 a'=(4 1| -1| Comque |, 7 ‘=5=01 14’1 =0,
Sx+2y=-5 5 2 -5
2
A

tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incognites = 2

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la terce-
ra equacio:

x—y= 6} Sumant: Sx=5 — x=1 } Solucic: (1, -5)

dx+y=-1[ py=-1-4d4x=-1-4=-5
b x+ y- z=-2 1 1! -1 =2
2x— y-3z=-3 =12 -1. 3| -3
x—-2y—-2z=0 1 -2 -2 0
[ ——)
A
. . 1 1
Tenim que |Al=0 ique 5 _1’=—3¢0 — ran (A =2
1 1 -2
Comque |2 -1 3|=-3=20 — ran(4)=2=ran(4A) =2
1 -2 0

Per tant, el sistema és incompatible.

0 2x+3y—-z=3 2 3:-11]3
—-x-5y+z=0} A'= —1—5 1 0
3Ax+ y—z=6 31 -116
N
A
.12 3 .

Com que |A41=0 i 4 s =-7=0, tenim que ran (A = 2.

2 3 3
Amés, |-1 =5 0 | =0. Pertant ran (A) = 2 = ran (A) < nre. d’incognites.

31 6

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la ter-
cera equacio:

2x+3y—-2z=3 2x—z=3-3y Sumant: x =3 + 2y
—Xx-5y+2z=0 -x+ z=5y Z=5y+x=5p+3+2y=3+7y

Solucions: x=3+2\, y=»A z=3+7A

d x-—y-2z=2 1 -1 =22
2x+y+3z=1, A4'=(2 1. 3 |1
3x + z=3 3 001 3

[
A
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Com que [Al=0 i g (1)‘=—3¢O, tenim que ran (4 = 2.
1 -1 2

Amés, |2 1 1| =0. Pertant, ran (A") = 2 = ran (A < nre. d’incognites.
3

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la pri-
mera equacio:

Fem z= 3\
3x + z=3|3x =3-z 7z
y=1—32—2x=—1—?

2x+y+52=1}2x+y=1—32 T 3 3

Solucions: x=1-N, y=-1-7\, z= 3\

X+ y+ z= 2 11 1:] 2
x=2y-7z= 0| ,_[1 27| 0
y+ z=-1 0 1 17} -1
2x + 3y =0 2 3 0 0
—_—
A
11 1
Comque |1 -2 =7|=5=01i |A'1=0,
01 1

tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incognites = 3

El sistema és compatible determinat. Per resoldre’l, podem prescindir de la quar-
ta equacio. Apliquem la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1
0 -2 -7 1 0 -7
-1 1 1 0 -1 1 _
x= £=3;y= =ﬂ=—2,
5 5 5 5
1 1 2
1 -2 0
0 1 -1
z= i=1
5 5

Solucio: x=3, y=-2, z=1

H x+3y+ z=-1
z=-1

xX— y-

2x+ y+3z=

A=

1 3 1 |-1
1 -1-11|-1
21 315
| —

A
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16.

Com que 1Al =-14= 0, tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incogniles = 3.

El sistema és compatible determinat. El resolem mitjancant la regla de Cramer:

-1 3 1 1 -1 1
-1 -1 -1 1 -1 -1
5 1 3 0 2 5 3 14
X = =—=0; y= =— =-1
14 14 14 -14
1 3 -1
1 -1 -1
2 1 5 28
Z = = o =
14 -14

Solucio: x=0, y=-1, z=2

a){8x+14y=

2

3x — 5py=11

Resol els sistemes segiients aplicant-hi la regla de Cramer:

x+y—z-=1 3x — y = 2
b) x—y+z=1 c)l2x+ y+ z=0
X +y+z=1 3y +2z=-1

2x+ y+ z=-2 x+y-—z+t=1 +t=4
-x—-y+ z=-3 z-t=0 e
a) 8x+ 14y = 2 A/=(8 14 2) — 1Al =-82=0
3x— S5y=11 35 11
2 14 8 2
’11 =5 | —164 ‘3 11‘ 82
= =2;y= =-]1
_82 -82 —82 —82
Solucio: x=2, y=-1
b) x+y—z=1 1 11
x—y+z=1LA4A'=[1 -1 1 | 1| = 1Al=-4=0
—x+y+z=1 -1 1 111
_—
A
11 -1 11 -1
1 -1 1 11 1
11 1| 4 L
X = =—=1 y= =— -5
4 — —i —4
1 1 1
1 -1 1
-1 1 1 —
z= =—4=1
—4 —4

Solucio: x=1, y=1, z=1
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) 3x— y = 2 3 -1 0 2
2x+ y+ z= 0 =12 1 1 0] = 14l=1=0
3+ 2z=-1 0 3 2 |-1
[ ——
A

1=0

d2x+ p+ z=-2 2 1 1 -2
x—-2y—-3z= 1} A'=|1 =2 —5‘ 1] — l4l=-1
-X—- y+ zZ=- -1 -1 1 -3

[ ——
A
-2 1 1 2 21
1 -2 3 1 1 -3
=3 -1 1 11 -1 -3 1 22
x= __=_1; y= = — = b
—11 -11 -11 -11
2 1 =2
1 -2 1
-1 -1 -
z= 5 =£=—2
~11 -11

Solucio: x=-1, y=2, z=-2

e)x+ty—z+t=1 11 -1 1 1 1 1 -1
xX—y —t=2 A'=11 -1 01—1 2|. Veiemque |1 -1 0| =-2=0.
z—1=0 001 -1 10 00 1
[ —
A
1-¢t 1 -1 1 1-1 -1
2+t1t -1 O 1 2+t 0O
O L - T A 1. SO B S N R B A By |
' 2 ' i) 2 ' ) ' 2 2
1 1 1-1¢
1 -1 2+7¢
0 0 t _ .
z= =ﬁ=l‘. Solucions: (u, 1 )‘,7», 7»)
2 -2 2 2
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X+ty+z—t=72

4+z—-1 -1 1 4+z-1t
S
e z =%=3;y= z _2-2z%20

2 2 2

Dx—y—z+t=4}x—y=4+z—t}‘l -1

Solucions: x=3, y=-1-h+u, z=A, =0

17. Estudia i resol els sistemes segiients, quan sigui possible:

3x +y—z=0 X =2+ z=—
a)l x+y+z=0 b))l 2x+ y+ z=—
y—-=z=1 X+ y—2z=-—
x+2p+ z =0 x+y =5
o X +4y +3z+2=0 ol x +z=0
x+7y +7z+4t=0 y+z=7
2x +2z+ t=0 2x+y +z =11
) 3x+y—2z=0 31 -11]0
x+y+z=0} A'=(1 1 1 0
y—z=1 01 -111
N
A
Com que |Al=-6=0, tenim que: ran (A) = ran (A") = nre. d’incognites = 3.

El sistema és compatible determinat. El resolem mitjancant la regla de Cramer.

0o 1 -1 3 0 -1
0o 1 1 1 0 1
1 -1 2 -1 o 1 -1 —4 2
'x= =_=_; y= =_=_7
-6 -0 3 -6 — 3
3 1 0
1 1 0
0O 1 1 2 -1
> = = 4 - L
-6 -6 3
Solucio: x=_—1, y=£, z=—L
3 3 3
b)) x-2y+ z=-2 1 201 | =2
2x+ y+ z=2 =2 101 | =2
X+ y—2z=-2 1 1 212
[
A
1 -2 . .
Com que 51 ‘=—3 i 1A1=0, tenim que ran (A = 2.
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1 -2 -2
-2 1 -2
1 1 2

A més, =18 = 0. Pertant, ran (A) = 3 = ran (A) = 2.

Aixi doncs, el sistema és incompatible.

O Xx+29+ z =0
X+ 4y+3z+21=0

x+Ty+Tz4dr=0 Es un sistema homogeni.

2x +2z+ =0

12 1:0

/= -1 4 3 2 N =
A= 1774 lA1=0
2 0 21
| —
A

1 21
-1 4 3| =16=0 — ran(A) =3. Es compatible indeterminat.
1 7 7

Per resoldre’l, podem prescindir de la 4a equaci6 i passar la ¢ al 2n membre. Aixi:

0 2 1 1 0 1
-2t 4 3 -1 -2t 3
—4t 7 7 6t 3t 1 -4t 7 4t 3
X = A = —— =)= ==
16 1 8 16 1 4
1 2 0
-1 4 =2t
1 —4t — _ _
z= 7 . 14t _ =7t Solucions: (i}\, l}\, 7%, k)
16 16 8 8 4 8
d x+y =5 1 1 0 5
x +z=0 -1 0 1] 6
y+z- 0.1 1|7
2x+ y+ z=11 2 1 1 11
[ ——
A
110
Tenimque [A1=01 |1 0 1|[=-2=0.
011

Per tant, ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. El sistema és compatible de-
terminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 4a equacio:

51 0 1 5 0
6 0 1 1 6 1
1 1 0 1 —
xe 4L =i=2;y= ! =— =3
-2 -2 -2 -2
1 1 5
1 6
1
z= / =i;=4. Solucio: x=2, y=3, z=4
) -
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18. Resol en funcié de k:

x+ y— z=1 3x +y—z=0
a)! x+3y+ z=0 b)] x+y+z=Fk
2x -3y -2z =k y-z=k-1
1 1 -1
a) IMl=(1 3 1|=10
2 32
1 1 -1
IMI=[0 3 1|=4k-3
k-3 -2
1 1 -1
M= |1 0 1 |=-2k+4
2 k2
11 1
IMI=|1 3 0|=2k-9
2 -3 k
M| 4k-3 M 2k+ 4 IM_| 2k-9
P - X Yy _ - z_ _
Solucic:  x = 10 77 T 0 7 Ml 10
3 1 -1
b IM=[1 1 1]|=-6
0 1 -1
| M| = 2k -2
1M1 ==Tk+ 4
| M| = k-2
Solucio:
M 2p—-2 1-Fk
X = = =
| M| -6 37
_ Ml e+ 4 7k-4
Y= T -6 6
M k-2  k+2
z= = =
| M1 -6 6

19. Resol els segiients sistemes homogenis:

9x +3y +22=0

x+ y—z=0
_ 3x—y+ z=0
a)l12x—3y—-2z=0 b) 8x+ y+4z=0
x-y+ z=0 x+2p—22=0
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a) x+ y— z=0 x+ y— z=0
12x - 3y—-2z=0 x—-2y+ z=0! A=
x—-2y+ z=0| 12x-3y—-2z=0

1

Comque 1A41=0 i 5 _1 ‘ = -3 =0, aleshores, ran (4) = 2.

El sistema és compatible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la
3a equacio6 i passar la z al 2n membre:

z 1 1 =z
x+ y= Z} o 172 2| _ -z _ =z 1 -z -2z _ 2z
-3

Z, y= - 2z
x—2y=-z -3 -3 3’ 3

Solucions: (&, ﬁ, 7»)
33

b) 9x + 3y + 2z=0 9 3 2
3x— y+ z=0 A= 3 -1 1
8x+ y+4z=0 8 1 4
x+2y—2z=0 1 2 =2
9 3 2
Comque |3 -1 1|=-35=0, aleshores: ran (A = 3 = nre. d’incognites.
8 1 4

El sistema només té la solucio trivial: x=0, y=0, z=0.

20. Discuteix els sistemes segiients segons els valors del parametre m:

mx +y+ z=4 x+ y+ z=m-1
a) x+ty+ z=m b) ! 2x+ y+mz=m

x—y+mz =2 x+my+ z=1

X+ 20+32=0 x+my+z=4
Al x+my+ z2=0 D x+3F+z=5

2x + 3y + 4z =2 mx+ y+z=4

x + 2z= 3

Bx+ y+ z=-1 A+m)x +y +z =1
e) dy— z=—2 f)! x+Q+m)y+z=m

=2

x— ytmz=—5 x+y+(A+m)z =m
a) mx+y+ z=4 m 1 1 4

x+y+ z=ml A 1 1 1 m

X—y+ mz=2 1 -1 m | 2

—_—
A
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m= 1
= 51,2 -
lAl=m*-1=0=—_, _ 4

e Sim =1, queda:

A= 1 1 1 f :| Contradictories —  Sistema incompatible.
1 -1 112

®Si m =-1, queda:

-1 1 1] 4
A=11 1 1]-1 ]Contradictéries — Sistema incompatible.
1 -1 -1 2

eSim=11im=-1 — ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

b x+ y+ z=m-1 1 1 1 | m-1
2x+ y+t mz=m A'=12 1 m m
X+ my+ z=1 1 m 1 1
e
A
Al= -2+ 3m—2=0 — me3tV9-8_-3+1__—m=1

2 2 T m=2

eSim =1, queda:

1 1 110
A=(2 1 1|1 ] Contradictories —  El sistema és incompatible.
1 1 1 1

e Si m =2 queda:

1 1:1 |1
A’={2 1.2 | 2| Lescolumnes la, 3a i 4a son iguals.
1 2111
[N —
A
Com que ; 1 ‘ =-1=20 — ran(A4) = ran (A = 2 < nre. d’incognites

El sistema €s compatible indeterminat.

eSim=11im=2 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

) Xx+ 29+ 3z=0 1 2 3]0
x+my+ z=0L A'=(1 m 1|0
2x+ 3y + 4z=2 2 3 4|2

[ ——
A

[Al==2m+2=0 — m=1
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eSi m =1, queda:

12130 120
A'=11.1.1 | 0] Comque |, 1‘=—1i 11 0|==2=0,
273 412 2 3 2

aleshores: ran (A) = 2 = ran (A") = 3. Sistema incompatible.

e Sim =1, queda: ran (A = ran (A") = nre. d’incognites = 3. Sistema compa-
tible determinat.

d) x+my+z=4 1 m 1| 4
x+ 3y+z=5L A'=|1 3 1|5
mx+ y+ z=4 m 1 11| 4

[ —
A

4+V16-12 _ 4+V4 4
m_ = =

3
2 2 1

m
Al = m2—4m+3=0 — 2

Do+

e Si m =3, queda:

1 3 1|4 I, . . .
a=l13 15 :| Contradictories —  Sistema incompatible.
31 114
eSi m =1, queda:
1 101 |4
A'={1 311 | 5| Lalaila 3afiles son iguals.
1 1 114
—_——
A

1 1
A més, ‘ 1 3 ‘ =2=0. Pertant, ran (A) = ran (A") = 2 < nre. d’incognites.

El sistema és compatible indeterminat.

eSim=3 im=1 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. Sistema
compatible determinat.

e) x + 2z= 3 Lo 23
vt y+ o z=-11 |3 1 1 -
2y— z=-2 0 2 -1 =2
X— y+ mz=-5 L =1 ml -5
-
A
FILES
1 0 2 3 la Lo 2 :
31 1 1 2a-31la o1 -5 -0
[ Al = 0 2 -1 2|7 3 0 2 -1 2"
1 -1 m -5 4a—1la 0 -1 m-2 -8
FILES
1 -5 -10 1la 1 -5 10
=2 -1 =2|=2n-2mn 0 9 18-
1 m-2 -8 3a + 1a 0 m-7 -18
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9 18 1
-

_ 9 - -
. _18‘—18’7}1_7 _1‘—18(—9—m+7)

=18m-2)=0 — m=-=-2

1 0
Amés, |3 1 1|=9=20 — ran(Ad =3
0 2 -1

eSim=-2 — vran(A) = ran (A" = nre. d’incognites = 3. El sistema és com-
patible determinat.

eSim=-2 — ran(A) =4 = ran(A) = 3. Sistema incompatible.

) (1+ mx+ y+ z=1 1+m 1 1 1
x+ (1 +my+ z=m L A= 1 1+m 1 m
X+ y+ (1 +mz=m? 1 1 1+m | n?
A
m= 0

LAl = m? + 3m? = m?(m + 3) = 0<m=_3

e Si m =0, queda:

1 11
A'=11 1 1
1 11

1
0
0
El sistema és incompatible. (La 1a equacio contradiu les altres.)

® Si m =-3, queda:

2 1:!1]1
A'={1 =2;1 -3
1 1 =219
—
A
-2 1
Com que 1 _2‘=3=O — ran(A) =2
-2 1 1
Amés, |1 -2 3[=21=20 — ran(A) =3
1 1 9

Per tant el sistema €s incompatible.

eSim=0im=-3 — ran (A = ran (A" = nre. d’incognites = 3. El siste-
ma és compatible determinat.
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21. Discuteix els segiients sistemes homogenis en funci6 del parametre a :

2x — y+ z=0 x+y+ z=0
a)] x+2p-32=0 b)lax +2z=0

3x —4y —az =0 2x —y+az =0

ax+ y— z=0 3x+3y— z=0
Al x+ 2p+ z=0 d4x+2y—az=0

3x +10y +4z =0 3x +4y +62 =0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1

x+2y-3z=01 A=|1 2:-3

3x—4y—az=0 3 —4 —a

Com que és homogeni, sabem que ran (4) = ran (A").
lAl=-5a-25=0 — a=-5
=5=0 — ran (A =ran(4') = 2.

. 2 -
°eSia=-5 — Comque 1 2

El sistema és compatible indeterminat.

eSi a=-5 — Només té la soluci6 trivial (0, 0, 0).

b) x+y+ z=0 1:1 1
ax + 2z=0 A'=|a 0 2
2x—y+az=0 2 -1 a

Com que és homogeni, sabem que ran (A) = ran (A").

1+V1+24 1x5 —a=-3
) T T——a= 2

lAl=-a?-a+6=0 — a=

eSia=-3 oa=2 — Comque =2=0 — ran(A =ran(A) =2.

1 1
L

El sistema és compatible indeterminat.

eSia=-3ia=2 — ran(A = ran (A" = 3. Només existeix la solucio tri-
vial (0, 0, 0).

coax+ y—- z=0

aw
x+ 2+ z=00 a'={1:2 1
3x+ 10y +4z=0 3

Com que és homogeni, sabem que ran (4) = ran (A").
|Al=—2a-5=0 — a=_2—5

e Si =_i — 1
Sia 2 Com que >

‘=3¢O — ran (A = ran (A" = 2.

El sistema €s compatible indeterminat.
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eSia= —% —  yan (A) = ran (A’) = 3. Només existeix la solucio trivial (0, 0, 0)

3 3 -1
4 2 -—a

3 4 6

d3x+3y- z=0
4x+2y+az=01_1 A'=
3x+4y+06z=0

Al =3a—-46=0 — a=%
46

eSia=—

2 2‘=—6¢0 — ran (A = ran (A) = 2.

El sistema és compatible indeterminat.

4

-Sia#—6
3

— Com que

—  ran(A) = ran (A") = 3. Només existeix la solucio trivial (0, 0, 0).

22. Hi ha algun valor de a per al qual aquests sistemes tinguin solucions infinites?
3x —2p—3z= 2
a)l2x+ay—-5z=-4 b)
x+ y+2z= 2

x+y+ z=a-1
2x + y +az=a <)
x+tay + z=1

@+Dx+2y+z=a+3
ax+ 'y =a

ax +3y+z=a+2

a) 3x—2y—3z= 2 3 2 3| 2
2x+ay-5z=—41 A'=|2 a -5 | -4
x+ y+2z= 2 1 1 2 2

A

[Al=9a+27=0 — a=-3

e Si a =-3, queda:

3 203 2
A'=12.-3]5 _4)
1 1 2 2
3 2 2
Com que ‘5 2l =-51 |2 -3 —4| =20, aleshores:
2 11 2

ran (A) = 2= ran (A") =3 — El sistema ¢&s incompatible.

eSia=-3 — ran(A =ran(A) =3 — Compatible determinat.

Per tant, no existeix cap valor de a per al qual el sistema tingui infinites solucions.

b) x+ y+ z=a-1

111 a-1
2x+ y+az=a A'=12 1 a a
x+ay+ z=1 1 a 1 1
—_—
A

_ 0_g8 _ =1
lAl=—a?>+3a-2=0 — a-= 3+V9-8 _3+1_—4a
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eSi a =1, queda:

1 1 110
A=[2 1 1|1 :| Contradictories. El sistema és incompatible.
1 1 111

e Si a =2, queda:

1
2|. Les columnes 1a, 3a i 4a sOn iguals, i
1

11
) 1‘——1;:0,

per tant, ran (4 = ran (A) = 2. El sistema és compatible indeterminat.

eSia=1ia=2 — ran(4A =ran(A) =3 — Compatible determinat.
Per tant, el sistema té infinites solucions per a a = 2.

o (a+ Dx+2y+z=a+3

2 1] a+3
ax+ y =a A'=| a 1 0 a
ax+3y+z=a+?2 a 3 1| a+?2
A

lAl=a+1=0 — a=-1

e Si a=-1, queda:
0 2112

A'=|-1 1/ 0 | -1| La primera fila és la tercera menys la segona.
-1 3 111

‘_01 1 ‘ =2=0; pertant, ran (A) = ran (A" = 2.
El sistema &és compatible indeterminat.

eSia=-1 —

ran (A) = ran (A) =3 — Compatible determinat.
Aixi doncs, el sistema té infinites solucions pera a = —1.

Pagina 102

23. Troba la matriu inversa de les matrius:

R ITRER

[ 2 1) _1=(1/3 o)
M (—5/2 1 N =1ss6 122
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24. cCalcula la inversa de cada una de les matrius segiients:

1 21 210
A=[(0 1 0 B=|0 1 3
2 0 3 211
1 2 1
lAl=]10 1 0|=1=0 — Existeix A7}
2 0 3
o, Adj(A) (Adj () ——— A= %(Adj(/l))t
3 0 -2 3 0 2 3 -6-1 3 —6-1
6 14| - |61 4| = (01 0] =01 0]=4at
-1 0 1 -1 0 1 24 1 24 1
2 10
IBl=|10 1 3|=2=0 — Existeix B!
2 1 1
o, Adj(B) (Adj(B)' Bl = ——(adj(B)
2 -6 2 2 6 =2 2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] = |-12 0] = |6 2 6| — |3 1 -3|=81
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1

25. Utilitza les matrius A~! i B! que has trobat en I’exercici anterior per resoldre
les equacions:

a)AX =B b)XB = A
A X=A"-B
3 6 -1\(2 1 o\ [ 4 —4 -19\
x=l0o 1 oflo 1 3|=il0 1 3 |=Xx
2 4 1/\2 1 1 2 3 13 3
b)X=A-B"
12 1\ (-1 -1/2 32\ 4 3272\
x={o 1 off3 1 3|=3 1 3 |=x
2 0 3/\-1 O 1 =5 -1 6 777777777777777 ‘
x 1 0
26. Considerem la matriu segiient: A =|0 1 3
x 1 1

a) Troba els valors de x per als quals A té inversa.

b) Calcula, si és possible, A~! pera x = 2.
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a) Existeix 47! només quan |Al = 0.

[Al = =x=0 si x=0

2 O R
— = e

0
3
1

Per tant, existeix A~! per a tot x = 0.

b)Pera x=2, tenim que |Al=2=0, pertant existeix 47! en aquest cas. La cal-

culem:

@, —— Adj(d) (Adj (D)’ T%{A@Q@Y
2 -6 -2 2 6 =2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2

1 2 0] —=1|-12 0]—=16 2 —=6|—-(13 1 =3|=4"!
3 6 2 3 6 2 -2 0 2 -1 0 1

27. Expressa en forma matricial i resol utilitzant-hi la matriu inversa:

2x +y =2 x+ y—z=3

a) y+32=0 b)l2x+ y+ z=-2

2x +ty+ z =2 x—-2-3z=1
a)2x+y =212 1 0 X 2
y+3z=0 (O 1 3 y =(O)
2x+y+ z=2112 1 1 z 2
R e — —_ —_
A - X = B

lAl=2=0 — Existeix A7!. La calculem:
0y ——— Adj() ——— (Adj) ——— 4= L (adj

-2 -6 -2 -2 6 -2 -2 -1 3 -1 -1/2 3/2
1 2 0] =12 0)]—=[|6 2 -6]—=[|3 1 3

3 6 2 3 -6 2 -2 0 2 -1 0 1

=41

Per tant:
A-X=B — A' 4. X=41B —

-1 -1/2 3/2 2 1
3 1 =31-10|={0
-1 0 1 2 0

- X=41-B=

Aixidoncs: x=1, y=0, z=0

b) x+ y—- z= 3 11 -1 X 3
2x+ Y+ z=-2 2 1 1 yli=1-2
x—-2y—3z= 1 1 -2 -3 z 1

— —— ——
A - X = B
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lAl=11=0 — Existeix AL La calculem:

o, —— Adj(4) (Adj(A)! ——— ' = llw(Adj(A))[
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
5 23| =[5 23|17 23217 23|-at
2 3 -1 2 -3 -1 5 3 -1 5 3 -1

Per tant:

A-X=B — A' 4. X=41-B —

-1 5 2 3 . -11 -1
7 =2 =3|-|-=2 =17 22 =12
-5 3 -1 1 -22 -2

28. Escriu en la forma habitual aquests sistemes:

—~ x=4at! =L

Aixidoncs: x=-1, y=2, z=-2

x 1 1 4
oft 3206wy i[9
z 2 1/ 1
a) x+3y+2z=4 b);;iizé
x—y- z=0 2x—y=1

29. Escriu en forma matricial els sistemes segiients:

x +y—-z=1

2x tz=_1 X— y+tz—t=2

a) X —y+tz= 2 b) i +ti1
2y —z=0 xty -t=0
; (1) _11 x _11 1 -1 1 -1 j}“ 2
a) yl= blo 3 0 1 =11
Lo-1 1y 2 2 1 0 —/|”? 0
0 2 -1 0 t

PER RESOLDRE

30. cCalcula la matriu inversa de cada una de les matrius segiients per a aquells
valors de a que sigui possible:

ol 7 wRE el

a)A=(§l _al) — |Al=a?+1=0 pera qualsevol valor de a.
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Aixi doncs, existeix 4! per a qualsevol valor de a. La calculem:

o, —— Adj(H) —— (Adj) —— %(Adj(A))f

a 1
(a 1) (a -1) (a 1) @+l a+1 4
— — — = A
-1 a 1 a -1 a -1 a
a+1 a+1
3 a . ) P R
b) A= 1 a4 — |Al=2a=0 si a=0. Només existeix A si a=0.

La calculem en aquest cas:

a, — Adj(d) —— (Adj)) — T AI ——(Adj ()

R
(a 1)_)(@—1)_)(a—a)% 2 2 _
a 3 -a 3 -13 -1 3
2a 2a
c)A=(“82 2) Al =(a—2)a=0 si a=0 i a=2

Existeix A~ només quan a=0 i a= 2. La calculem en aquest cas:

o, —— Adj(A) (Adj (D) %(Adj )
! 0
EPRAE CO R EPRN RS i
0 a-2 0 a-2 0 a-2 0 1
a

31. Determina si les equacions segiients tenen solucio6 i troba-la si és possible:

10 4 100 -11 2 2 10
aXx|0 1 4|={0 10 p|3 0-1|x=[0 1 =2
-13 1 0 01 1 2 3 3 0 1
2 -1 0 —1 1 2
Al0 1 2|Xx-= -1
3 0 -1 1 2 3
1 0 4 1 0 0
aX-|0 1 4 010
-1 3 1 0 0 1
N
A
Com que |Al=-7=0, existeix A7 il'equacio té solucio.
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X-A=] - X-A-A'=71-41' - X=4" Busquem AL

a, —— Adj(4) (Adj() ——— I (ddj)

g

-11 4 1 -11 —4 1 -11 12 —4 -11 12 —4
(—1253—>12 5—3)—>—4 54)—>‘_45—4 = A"
4 41 4 4 1 1 31 1 31
-11 12 —4
Per tant: X=i(—4 5 —4)
711 301
-11 2 2 -1 0
b)(5 0-1|x=(0 1 —2)
12 3 3 0 -1
- = N
A B

Com que |Al =0, no existeix A™'. L'equacio no té solucio.

2 -1 0 -1 1 2
olo 1 =2|x={3 o —1)
3 0 -1 1 2 3
| —) | —
A B

Com que |Al=4=0, existeix A7 il'equacio té solucio.

A-X=B — Al -A-X=A41-B — X=A4"'-B Busquem A7

o, Adj ) (Adj() ——— - (Adj)
16 -3 1 =6 -3 1 -1 2 141 2
1 2 3| > (-1 23| >|=6-=2 4] >2L|6 -2 4] =a
2 =4 2 2 4 2 -3 -3 2 -3 -3 2
Per tant:

121 2\ (-1 1 2 035

x=%—6—24-30—1=%422

332 {1 2 3 413

Aixi doncs:

1
X=—
4

IS

0 3 5 0 3/4 5/4
4 2 2|=11 12 1/2
1 3

-1 1/4 3/4
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mx + y=2-2m

32. Discuteix i resol segons els valors de m:
x+my =m-—1

mox + y=2_2m}A,=(m 1 Z—Zm)

x+my=m-1 1 m m—1
[—

A

m= 1
= 1,2 -
lAl=m"-1=0<—__, _ 4

e Si m =1, queda:
11 0 . _ . . .
A= (1 1 O) El sistema &és compatible indeterminat. El resolem:
x+y=0 — y=x Solucions: x=MA y=-\

e Si m =-1, queda:

-1 1
A= ( 1 4 _2) Les equacions son contradictories. El sistema és incompatible.

e Sim=1im=-1 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 2. El sistema és
compatible determinat. El resolem:

2-2m 1
— m—1 m =_2m2+m+1=(—2m—1)(m—1)=—2m—1
2 — 1 1 (m+D(m=1) m+ 1
m 2-2m
_ 1 m—1 =m2+m_2=(m+2)(m—l)=M+2
Y 2 — 1 2 — 1 (m+Dm-1 m+1
Solucié: x= —2M= 1; -mr2
m+ 1 m+ 1

33. Resol l'equaciéo A XB =C si:
3 2) 2 3)

A=(43 1 2

o

11)

€=l1 1

& Multiplica C per A~ per lesquerra i per B! per la dreta.

AXB=C — A'-A-X-B-B'=4'C B! - Xx=41 C B!

Calculem A i1 B1(1Al=11 IBl=1 — existeixen 4! i B):

1

a; —— Adj() —— (AdjD) ———

IR IREE T I
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a, Adj(BH ——— (Adj(B) ——— - (Adj(B)’

(; ;) - (—25 _21) - (—21 _23) - (—21 _25)=B_1

Per tant:

X=A71'C'Bl=(—34 _52)(1 1)(—21 _25)=(—11 —11)(—21 _23)=(—11 _11)

34. Determina els valors de m per als quals son incompatibles aquests sistemes.
Resol-los quan siguin compatibles:

mx—y— z=m m+1DDx+ y+ z=3
a)] x-y+mz=m b) x+ 2y +mz =4
x+y+ z=-1 x+my+ 2z=2
2x + y— z=m-—4
o) m-6)y+32=0
m+1)x+ 2y =3
a) mx—y— z=m m -1 =1 | m
x—y+mz=m}l\ A'=(1 -1 m | m
x+y+ z=-1 1 1 1 -1
[ ——
A
[Al=—m?-2m—-1==-(m+1?=0 — m=-1

e Si m =-1, queda:

-1 =1 =1 | -1\<
A=(1 -1 -1 | -1 JContradict(‘)ries. El sistema és incompatible.
1 1 1 1-1

e Si m =—1, és compatible determinat, ja que ran (A = ran (A") = 3.

e Per tant, només €s incompatible pera m = -1.

b) (m+ Dx+ y+ z=3 (m+1D 1 1 |3
X+ 2y+mz=4 1 A'= 1 2 m | 4
X+ my+ 2z=2 1 m 2 2
(S ———
A
m= 0
IAI=—m3—m2+6m=—m(m—2)(m+3)=04m= 2
\m=_3
e Si m =0, queda:
1 1173 ) 113
a=[1_2,0 | 4| Comque |, 2‘=11 12 4| =0,
1 0 2] 2 1 0 2
A

aleshores: ran (A) = ran (A) =2 — Compatible indeterminat.
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e Si m =2 queda:

3
A=

—_ =W

1
2
2

NN =

Contradictories —  Sistema incompatible.

e Si m =-3, queda:

21 13 o 21 3
a=[1 2 =3 4| Comque | 2‘=—5i 1 2 4| =45,
1 -3 2 |2 1 -3 2

A

aleshores: ran (A) =2 = ran (A) =3 — Sistema incompatible.

°Si m=0, m=2 i m=-3 — Sistema compatible determinat, ja que
ran (A) = ran (A) = 3.

Per tant, és incompatible pera m =2 ipera m=-3.

C) 2x + y— z=m-4 2 1 1 om—4
(m—6)y+3z=0 Al = 0 m-6 3 0
(m+ Dx + 2y =3 m+1 2 0 3
A
= 2 - - =2i\/4+760=21-8/m= 5
[Al=m*-2m—-15=0 m 5 e
e Si m =5, queda:

2 1 -1 11 51 > 1 1
A'=10 -1 3 | 0| Com que 0_1‘=—2¢01 0 -1 0|=0,
6 2 013 6 2 3

A

aleshores ran (A) = ran (A" = 2; el sistema és compatible indeterminat.

® Si m =-3, queda:

2 1 -1 -7 21 2 1 =7
A'={0 9 3 0 |. Com que 0 _9‘ =-181i |0 -9 0| =72
-2 2 0 3 -2 2 3

A

aleshores ran (A) = 2 = ran (A') = 3. El sistema és incompatible.

°Si m =5 i m = -3 —  Sistema compatible determinat, ja que
ran (A) = ran (4") = 3.

Per tant, és incompatible només pera m = -3.
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35. Discuteix en funci6 de p i resol quan siguin compatibles els sistemes segiients:

x+2p+ 2= 5 2y —-z=5
a) ! 2x +py +2z =10 b) {p2x—-z=1
px + 6y + 3z =12 xX—=y=p
1 2 1
AA=(2 p 2 |Al = —p? + 7p—12
p 6 3

Quan |Al=0 — p=3 p=4
Sip=3ip=4 — rang (A = 3 = rang (A) = 3. El sistema és compatible deter-

minat.
5 2 1
10 p 2
o 12 6 3| _  3p-12 .
P+ TIp—12 P+ Tp-12
1 5 1
2 10 2
p 12 3
= =0 =
Y PP+ T7p—12 Y
1 2 5
2 p 10
Lo [P 0 121 5pA+32p-48 _

P +Ip-12 P +Tp-12
Avaluem el sistema quan p=3 — rang (A = 2; rang (A" = 3. El sistema és in-
compatible.

Avaluem el sistema quan p=4 — rang (A = rang (A") = 3 <3 = n® incognites.
El sistema és compatible indeterminat.

x=5
_10-\
2
z=A
0o 1 -1
A=|p 0 -1 [Al = p? -1
1 -1 0
Sip=1ip=-1 — sistema compatible determinat.
2 1 -1
1 0 -1
1 1o —p-1 -1
x_ + = = =
| Al -1 p-1
0o 2 -1
P11
_tp O p-1 _prp-p
y= = = =)
1Al r-1 p-1
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1

2
1
-1 =_p3_2p2+1=

LAl P-1

Avaluem el sistemasip=1 — rang (4 = 2 < 3 = rang (A"). El sistema és in-
compatible.

Avaluem el sistema si p=—-1 — rang (A = rang (A) = 2 < 3 = n? incognites. El
sistema és compatible indeterminat.

01 -1 2 10 -1 1 o] xmen
10 -1 1|—=101-1 2|— X‘Z:Z y=2+L
1 -1 0 - 00 0 0 y-27 z=A

Pagina 103

36. Donada A = (2

37.

2 1)_)(2 —1)
3 2 -3 2

Per tant:

3
1 2

1 1).

, troba una matriu X talque 4 X4 = ( 2 3

& Multiplica dues vegades per A™, una vegada per l'esquerra i una altra per la dreta.

Calculem A1 (1Al=1=0 — existeix A™b:

Adj(4) —— (Adj(D) ——> l—i“(Adj(A))’

— 2 3 — 2_3:_1
(—1 2) (—1 2) 4

i

o1 = ey (3 30 G )

P RS R

Donades les matrius:

31

(2 0 1 ~ _(1 2 _(-9 3)
A'(l-l 5) B'_Oli) ¢ (3 4) D (—817
troba la matriu X que verifica AB + CX =D.
AB+ CX=D — CX=D-AB — X=C7!' (D-4B
e Calculem C1(ICl=-2=0 — existeix C):

ay Adj () (Adj(©))! e (Adj ()

B33 (57 (3 Ll

2 1 2 1 -3 1 3/2 -1/2
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e Calculem A4 - B:

3
0

ap-(20 é)( £)=(j o)

—_

e Aixi doncs:

X=(5_/22 —11/2)'[(:2 157)_(:2 100)]=(3_/22 —11/2)‘(_42 §)=(

1 0 2 1 0 2
38. Troba X de maneraque 34X =B, si: A=|0 1 1| B=|(1 0 1
1 01 111
34X= B — X=%A*1~B
Calculem A1 (14l=-1=0 — existeix A™):

o

g

1

—— Adj (D) (Adj (&) ——s l—L(AdJ(A))‘

-1 -1 1 1 -1 1 0 -2 1 0 2
0 -1 0] =0 =1 0] |1 11| =|-11 1]=u4a1
2 1 1 2 -1 1 1 0 1 1 0 -1
Per tant:
1 0 2 10 2 120 /3 2/3 0
x=L{-1 1 1|1t 0o 1l=L{1 1 o|l={1/313 o0
3V1 0 af W11 1) 3o a1 0 -1/3 1/3
2 0 5)\[x -3 4
39. Resollequacio: (1 1 2|y [+ 1 |=[-1
11 1)\z 2 1
2 0 5 X 7
1 1 -2|-[y|=]-2] Calculem A (141=16=0 — existeix A™):
11 1 z -1
[—— — —
A X = B
a; ——— Adj() —— (Adj(A) ——— S (Adj D)
3 -1 2 3 1 2 3 5 =5 3 5 =5
5 7 2| =|5 7 22| = 7 9]l L1 7 9=y
5 -9 2 5 9 2 2 2 2 612 2 2
Aixi doncs:

3 5 5\ [7 16 1
A-X=B - x=atp=-"1{1 7 9| |-2|-L|-6]-|-
161, 5 2 \4) 10146 1

Per tant,

1
-1
1

; ésadirn x=1, y=-1, z=1

X
y|=
z
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40. Discuteix i resol, segons els diferents valors del parametre a, aquests siste-
mes d’equacions:

ax +7y +20z =1 x+y+ z=1
a)lax +8 +23z=1 b) ! ax =2
x —az=1 ay +2z=0
a) ax+7y+20z=1 a 7 20 |1 a= 1
ax+8y+23z=10 A'=|la 8 23 | 1 lAl=1-a?=0=—____,
X - az=1 1 0 —all
-
A

eSi a =1, queda:

1 7 20 1
A'=|1 8! 23 | 1| Observem que la 1a ila 3a columnes son iguals.
1 0i-111
[ ——)
A
. 1 8
A més, ‘ 1 ol™ -8 = 0; pertant, ran (A) = ran (A = 2.

El sistema és compatible indeterminat. El resolem. Podem prescindir de la
la equacio:

x+8y=1-23z
X 1+ =z

} 8y=1-23z2-1-2=-242 — y=-3z
Solucions: (1 +\, =3\, N)

*Si a =-1, queda:

17201 o 171
Ar={-1823 | 1]. Comque | 0‘=—8¢Oi 181|=-2=0.
101 |1 101
[
A

Per tant, ran (A) = 2 = ran (A) = 3. El sistema és incompatible.

eSia=1ia=-1 — ran(A = ran (A" = nre. d’'incognites = 3. El siste-
ma &és compatible determinat. El resolem:

1 7 20
1 8 23
1 0 -a| 1-a 1
T 1 — 2 T d-ao(+a 1+a
a 1 20
a 1 23
. 1 1 -a _3-3a _ 3(1 - a) _ 3
1 — 2 1-2 (d-a+a 1+a
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a 7 1
a 8 1
o L a-1 . - _ -
1— &2 A-a+a A-ao(+a) 1+a
Solucic: x= — , Y= 5 , = -1
1+a 1+a 1+a
b x+ y+ z=1 1 1 1 1
ax =21 A'=la 0 O 2
ay+2z=0 0 a 2 0
N
A

a=0
|AI=—a(2—a)=O<d=2

*Si a =0, queda:

1 1 1 1
A'=|0 0 0 | 2] Sistema incompatible (la 2a equaci6 és impossible).
0 0 2 0
e Si a =2, queda:
1 1] 1
A'=|2 0 0 | 2] Lala ila3acolumnes son iguals.
02 210
N
A
. 1 1
A més, ‘2 O‘ =-2=0; pertant, ran (A = ran (A = 2.
El sistema és compatible indeterminat. El resolem. Podem prescindir de la
3.2 equacio:
x+ytz=1 %=1 Solucions: (1, -\, N)
2x =2 y=1-x-2z=-z

eSia=0ia=2 — ran(A =ran(A) = nre. d’incognites = 3. El sistema
és compaltible determinat. El resolem:

1 1 1 1 1 1
2 0 0 a 2 0

_ 0 a 2 __2(2_61)=£‘y= o 0 2 _2Q-a _ 2
—a2 - a) -a2-a) a’ —a2 - a) -a2-a) a
1 1 1
a 0 2
0 a O - — _

z =4 b= a2-a) 1;  Solucio: x=£, y=—2, z=1

—a2 - a) —a2-a) a a

Unitat 4. Resolucié de sistemes mitjancant determinants



41. Discuteix el segiient sistema d’equacions segons els valors del parametre a
ielresols enelcas a = 2:

ax +2y +6z=0
2x tay + 4z =2
2x tay +6z=a -2

ax+ 2y+6z=0 a 2 6 0
2x+ ay + 4z =2 A'=|2 a 4 2
2x+ ay+6z=a-2 2 a 6|l a-2
[ —
A

| Al = 5 _ /6l= 2
Al=2a"-8=0—_ _ _ 5
*Si a =2, queda:

202 60
A'=|212 4| 2] Lalaila 3a files s6n iguals.

22 610

———

A

) 2 6 S

A més, 2 4 = 0; pertant, ran (A = ran (A) = 2 < nre. d’incognites.

El sistema és compatible indeterminat. El resolem en aquest cas. Podem prescindir
de la 3.2 equacio6 (ates que és igual que la 1a):

2x+2y+62=0| x+y+32=0]| y+3z=—x 13 -
2x+2p+4z=2x+ypy+2z=1[ y+2z=1-x ‘1 2‘
‘—x 3 1 —
1-x 2‘ x—3 1 1-x 1
- - =3-x 2= S |
Y 7 = 3-x % 3 =

Solucions: x=~A, y=3-A, z=-1

e Si a=-2 queda:

-2 2160
A=li2 20 4] 2
2 -2 6|4
—_—
A
) 6 2 60
Com que =201i|-2 4 2 |=-128=0, llavors ran(A) = 2= ran(4) = 3.
=24 -2 6 —4

El sistema es incompatible.

eSia=2ia=-2 — ran(A = ran(A) = 3 = nre. d’incognites. El sistema és
compatible determinat.
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42. Troba els valors de o per als quals admeten infinites solucions els sistemes
segiients. Obtén totes les solucions i interpreta geométricament els resultats

obtinguts:
x+ y+2z=3 _
a) x+2ptoz=5 b) o —y=1
2x+ y—3z=4 x—oy=20-1
a) x+ y+2z=3 1 1 2 3
x+2y+oz=51 A'=|1 2 a | 5 l[Al=a-9=0 — a=9
2x+ y—3z=4 21 31 4
————
A
eSi =9, queda:
1 1 2 3 1 1 1 3
A'=|1 2. 9 | 5| Com que 1 2‘ =11 |1 2 5|=0, aleshores:
21 31| 4 2 1 4
[ ——
A

ran (A = ran (A") = 2 < nre. d’incognites. El sistema és compatible indeter-
minat. El resolem. Podem prescindir de la 3a equacio i passarla z al 2n mem-
bre:

X+ y=3-2z . 5-9z 2 — 1452 y= 1 5-92 =2-7z
x+2y=5-9z 1 1

Solucions: x=1+5\N, y=2-7\, z=A

Geometricament, son tres plans que es tallen en una recta.

eSi a=9 — ran(A = ran (A" = nre. d’incognites = 3. El sistema és com-
patible determinat. El resolem:

3 1 2 1 3 2
5 2 a 1 5
4 1 = _ 4 - _ _
o 3| _«a 9=1;y=. 3|=2a 18 _ 2(a 9)=2
-9 a—-9 a-9 a—-9 a-9
1 1 3
1 2 5
1 4 0 P
z= = =0. Solucio: x=1, y=2, z=0
a-9 -9

Geometricament, son tres plans que es tallen en el punt (1, 2, 0).

b ox—- y=1 A/=(OL —1‘ 1 )
x—oy=20-1 1 —a | 200-1
—

4
a=1
lAl= a2+ 1=0=—_  __,
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eSi aa=1, queda:
1 -1 1 . , .
A'= 1 1 1) Compatible indeterminat. El resolem:
x-—y=1 — x=1+y Solucions: x=1+A, y=A
Geometricament son rectes coincidents (es tracta de la mateixa recta).

eSi a=-1, queda:

-1 -1 . . o . L .
A/=( 11 _5). Les equacions son contradictories. El sistema és incompatible.

Geometricament, son dues rectes paral-leles.

eSia=1lia=—1 — ran(A) =ran(A") = nre. d’incognites = 2. El sistema és
compatible determinat. El resolem:

1 -1
x=‘2a_1 —OL‘= a-—1 _ —(1-a _ 4
1 -2 A-d+a) (-wl+0) 1+a
a 1
=‘1 2a—1‘=(a—1)(2a+1)=_20_1
! 1-o? (1-(1+ow o+ 1
Solucio: x = —1 S y= 20— 1
I+a a+1

Geometricament son dues rectes que es tallen en un punt.

43. Discuteix la compatibilitat del sistema segiient segons els diversos valors de

)\ ielresols pera A=—1 ipera A=2:

—x +hy + 2z =\
2x + Ny — z =2
X — y+2z=A

X+ Ay +2z=\ -1 A 2| A
2x+Ahy— z=21A'=({2 N 1| 2
Ax— y+2z=2»A A -1 2| A
[ ——
A

lAl=-30\ -—6h-3=-3A+1D?=0 — A=-1

e Si A =-1, queda:

-1 -1: 2 | -1
A'=[2 -1.-1| 2 [ Lalaila 3aequacions son iguals.
-1 -1 2 | -1
—
A
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Com que _21 j ‘ =3 = (, aleshores ran(A4) = ran (4" = 2.

El sistema €s compatible indeterminat. El resolem. Podem prescindir de la 3a equa-
ci6 i passarla z al 2n membre:

—x—y=—1—2z} x+y=1+2z

Sumant: 3x=3+3z — x=1+z2
2x—y= 2+ z | 2x—-y=2+

y=1+2z-x=1+2z-1-2z==z2

Solucions: x=1+\N, y=\, z=X\

eSi A=—1 — ran (A = ran (A" = nre. incognites = 3. El sistema és compatible
determinat. El resolem per al cas en qué A = 2:

2 2 2 -1 2 2
2 2 -1 2 2 -1
2 -1 2 -18 2 2 2 2 -1 2
x= ==-=% y= -— ==
—27 =27 3 —27 -27 3
-1 2 2
2 2 2
|2 12 a2 2 2 __2
z= =—==;  Solucio: x==, y== z= =
27 27 3 3 3 3
1 0 -1
44. Troba, en funcio de a, el rang de la matriu 4 =|0 a -3 | i calcula, si exis-
4 1 a

teix, la matriu inversa A1 enels casos a=1 i a =-1.

1 0 -1
A=(0 a 3] —- lAl=a*+4a+3=0 —
4 1 a
Loy 4rV16-12 42V 4x2 _—a=-]
2 2 2 —a=-3
0 L
A=|[0] a 0 —3| =3=0
4 1 a B
Per tant:

eSia=—1o0a=-3 — ran(4) =2
eSia=—1ia=-3 — ran(AdH=3
Aixi, si @ =-1, com que |14l =0, no existeix A7

Pera a=1, |Al=8=0, sique existeix A7, La calculem en aquest cas:

1 0 -1
A=(0 1 -3
4 1 1
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45.

46.

o, Adj(A) (Adj() ——— - (4dj )
4 12 —4 4 -12 —4 4 -1 1 4 -1 1
1 5 1] (=15 | (=125 3| L2125 3|=41
1 -3 1 1 3 1 4 -1 1 8\4 -1 1
100
Considera la matriu A =|0 1 0).
a 0 b

a) Quan el determinant de A és el sinus d’algun nombre real?
b) Calcula A~! quan existeixi.
c) Determina tots els parells (a,b) per als quals A coincideix amb la seva

inversa.

a) | Al = b sera el sinus d’algun nombre real quan -1 < b= 1.

b) Existira A~ quan | Al = 0, ésa dir, quan b= 0. La calculem en aquest cas:

a, —— Adj(4d) —— (AdjD) —— %(Adj(fl))‘

b 0 -a b 0 -a b 0 0 1 0 0
o b O =10 b 0] =10 b O0f = 0 1 0

0 0 1 0 0 1 —-a 0 1 -a/b 0 1/b

= 41

0 1 0 b

—a/b 0 1/b pedt o 2o q—b=1=a=0

100 L 0 0 a=-2 = ab+a=0 - alb+1)=0
C) 01 0= —

a 0 b =
b T—b=-1 > a€ER

A=A quan)®@=0 1 b=1 = (0D
quan {. = -1 i a qualsevol nombre real — (a, -1)

Troba els valors del parametre ¢ per als quals les matrius 4 i B no son in-
vertibles i calcula:

aAAlsit=1 b)Bl sit=2
1 0 4 1 0 t

A=10 t 4 B=|1 1 0
-1 3 t t 01

_—4+V16+48 _ —4+V64 _ 428 1
~_

D IAl=2+4-12=0 — 1= == 2
2 2 2 —0

A no és invertible pera t=2 nipera t=-0.
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Calculem A~! pera ¢=1:

1 0 4
01 4| — 14l=-7
-1 3 1

A=

a; —— AU —— AGW) —— = (ddj)

ij
-11 4 1 -11 -4 1 -11 12 —4 -11 12 —4
125 3| - [12 5 B3| |4 5 4| >[4 5 4
4 4 1 4 4 1 1 31 7\1 301

= 41

r=1
b)IB|=1—z‘2=O<t=_1

B no és invertible pera =1 nipera t=-1.

Calculem B™' pera 1= 2:

B= - |IBl=-3

1
1
2

S = O
— O N

L
| BI

1 -1 -2 1 0 -2 -1 0 2
0 30| >|-132|=21|1 3 2|=p1

-2 2 1 -2 0 1 2 0 -1

a, —— Adj(H ——— (Adj(B)’ ———

1 1 =2
0 -3 0] —
-2 =2 1

47. Donades les matrius A = (

(Adj (B))"

13
A O
0 2

1 2 A

1 -1 _1) iB-= en qué A és qualsevol nom-

bre real:
a) Troba els valors de A per als quals AB és invertible.
b) Determina els valors de A per als quals BA és invertible.

c) Donats a i b, nombres reals qualssevol, el segiient sistema pot ser com-
patible determinat?

1 -1-1

RAESAR o R e

NN O W

3+V9+16 _ -3+V25 _

. Bl = 2)\2 _ 2= — =
A Bl=2A+3L-2=0 A % 7
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€L
2
-2

_SiS/}\.
4 \)\

A - Bés invertible quan A = % iA==2

b)B- A=

13 A 1 A-3
A 0)(1 21 7‘1)=(x o N )
0 2 T 2 2 -2

|B-Al=0 — B-A noésinvertible.

0 A'= (1 _21 _)\1 ‘ Z), 1 _21 ’ =-3 — ran(A = ran(A") = 2 < nre. d’incognites.
[ —
A

El sistema és compatible indeterminat, per a qualsevol valor de a i b. Per tant,
no pot ser compatible determinat.
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48. En el cas que existeixi, calcula una matriu X tal que AX =B en els casos se-

glients:
2 01 11 11 201
aA=|1 3 0|iB=(21 ba=|2 1|iB=|1 3 0
51 3 0 3 0 3 51 3
a) lAl=4=0 — Existeix A7l. Per tant:
AX=B — A'4AX=41-B —- X=41B
Calculem AL
a; —— Adj(H) —— (Adj(D)' %(Adj(A))t
9 3 -14 9 -3 -14 9 1 -3 9 1 -3
11 2| =>l1 1 2| =13 1 1] =Xz 1 1]|=4
316 31 6 _14 =2 6 4\14 22 6
Per tant:
9 1 -3\ (11 1 1
x=Llz 1 1] 2 1]=L|a 1
41214 2 6) o 3/ 4\as 2

b) Per poder efectuar el producte A - X = B, X hauria de ser (si existis) de dimen-
Si6 2 x 3.

xyz)

Donat X=(a b ¢
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Aleshores:

11 x+a y+b z+c 2 01
Ax=12 1 (x Z Z): 2x+a 2y+b 2z+c|=|1 30
0o 3¢ 3a 3b 3¢ 513
x+a=2 — x=2—i=l
3
2x+a=1 — 2x=1—2=—£ — x=—i
3 3 3
5
3da=5 — a=—
3

No té solucio. Per tant no existeix X tal que AX= B.

x—y+((@+Pz=a
49. Donat el sistema: S: | x + z=0
x — z=0-3p

a) Demostra que és compatible determinat per a qualsevol valor de o i f.

b) Resol-lo pera o= = 1.

a) x—y+(a+Pz=a 1 -1 a+p o
x+z=0fL A'=|1 0O 1 B
x—z=o0-3B 10 -1 o - 3p
N
A
1 -1 a+p 11
lAl=11 0 1 =‘ ‘=—2¢0 — yan(A) = ran (A) = 3
10 -1 Ll

El sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de o i .

b)Si o =B =1, queda:

1 -1 2 1
A=11 0 1 ‘ 1 |, amb 1Al =-2. El resolem mitjancant la regla de Cramer:
1 0 -1 =2
-
A
1 -1 1 1 2
1 0 1 1 1 1
I O e e e | O
-2 -2 -2 -2 2
1 -1 1
1 0 1
z= Lo = -3 -3 Solucio: x=__1, y=é, z=23
> 2 2 2 2 2
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xtay+ z=a+2
50. a) Discuteix, en funcio de a, el sistema segiient: x+ y+az=-2@(@a+1)
ax+ y+ z=a

b) Resol el sistema anterior per al cas a = —1.

a) xtay+ z=a+?2 1 a 1 a+ 2
x+ ytaz=-2(a+D ! A'=|1 1 a | 20a+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a

[ ———
A

a=1
lAl=a®-3a+2=(a-Da+2)=0=—____

e Si a =1, queda:

A=

_ =
_ =

1] 3
1 | —4|. Elsistema és incompatible.
1 1

e Si a =-2 queda:

1 2010 . 1 2 0
a=|1 12| 2| Comque |, 1‘=3i 1 1 2]=0
21 1 =2 o1
R
A

aleshores ran (A) = ran (A") = 2 < nre. d’incognites.

El sistema és compatible indeterminat.
eSia=11ia=-2 elsistemaés compatible determinat.

b)Pera a =-1, queda:

1 -1 1 1
A'={1 1 —-1| 0 | isabem que |Al=4.
-1 1 11 -1
[ —
A
El sistema en aquest cas és compatible determinat. El resolem aplicant la regla de
Cramer:
1 -1 1 1 1 1
1 -1 1 0 -1
= -1 1 1=£=1;y=_1_11=_—2=_—1
4 4 4 4
1 -1 1
1 1 0
z= -t =0 — 0. Solucic: x=l, y=i, z=0
4 2 2
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QUESTIONS TEORIQUES

51.

52.

53.

54.

55.

56.

En un sistema d’igual nombre d’equacions que d’incognites, el determinant
de la matriu de coeficients és igual a 0. Respon raonadament les preguntes
seguents:

a) Pot ser compatible?

b) Pot tenir solucid Gnica?

c) S’hi pot aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminat si ran (A = ran (A") < nre. d’incognites.

b) No, ja que com que ran (A) < nre. d’incognites, el sistema no pot ser compati-
ble determinat.

©) Si, si és compatible, passant al 2." membre les incognites que sigui necessari.

El rang de la matriu de coeficients d’'un sistema homogeni de quatre equa-
cions i tres incognites és igual a 3.

Que pots dir de la seva soluci6? Raona la teva resposta.

Com que el sistema és homogeni amb 3 incognites, tenim que ran (A) = ran (A" =
= nre. d’incognites = 3. El sistema seria compatible determinat. Per tant, tindria
com a solucid tnica la soluci6 trivial (0, 0, 0).

Quina condicié ha de complir una matriu quadrada per tenir inversa?

La condici6 necessaria i suficiente perque una matriu, A4, quadrada tingui inversa
és que el seu determinant sigui diferent de zero, és a dir, Al = 0.

Siguin A i B inverses una de l'altra. Si |4| = 4, quantval |B|?

Si A i B sOn inverses I'una de l'altra, aleshores A - B= I Aixi:

lA4-Bl=14l-1Bl=11l1=1 - Ipl=-—1 -1
lAl 4
El rang de la matriu de coeficients d’un sistema de tres equacions amb tres

incognites és igual a 1. Quin rang, com a maxim, pot tenir la matriu am-
pliada?

Com a maxim, la matriu ampliada podra tenir rang 2.

2_
Hi ha algun valor de a per al qual la matriu (1/11 2) no tingui inversa?
a ﬂz -2 2 2
. ‘ =a*—a-+2=2=0 pera qualsevol valor de a.
a

Per tant, no existeix cap valor de a per al qual la matriu donada no tingui inversa.
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57.

58.

59.

Donades aquestes equacions: { Z : g : i : _Z

a) Afegeix-hi una equaci6 perque el sistema sigui incompatible.

b) Afegeix-hi una equacioé perque el sistema sigui compatible determinat.
Justifica en cada cas el procediment seguit per afegir 'equacio.

a) Per exemple, 3x—2y+ z=1 contradiu la 1a equacio; per tant, si afegim aques-
ta equacio, el sistema obtingut seria incompatible.

b) Per exemple, si afegim I'equacié y =0, com que

321 31
2 31| =- =—1=0, el sistema seria compatible determinat.
01 0 21

Representa matricialment els sistemes:

3x+ y=1 . 3x+ y=0
s: s"
11x +4y = 0 1lx + 4y =1

Resol-los i descobreix si hi ha alguna relacio entre les solucions obtingudes

Justifica la relacid obtinguda.

L . (3 )
i la inversa de la matriu ( 11 4)°

SISTEMA S SISTEMA S’

(131 i)()yc)=((l)) (131 i)(;)=((1))

11 4) (1Al=1=0):

Calculem la inversa de A4 = (

o, —— Adj(A)

(A —— L aaic)
i (Adj (D) i (Adj (A)

(4 11) (4 —11) ( 4 —1) ( 4 —1) 1
— — — = A
1 3 -1 3 -11 3 -11 3
SOLUCIO DEL SISTEMA S SOLUCIO DEL SISTEMA S’

Bl-G3e)-Gn) G- 30015

b% -11 3 /\0 -11 Y -11 3/\1 3

Les solucions obtingudes son cada una de les columnes de la matriu inversa. Ob-
servem que les matrius dels termes independents dels dos sistemes son les colum-

nes de la matriu identitat. Per tant, les incognites que busquem son els elements de
la matriu inversa.

Demostra que no hi ha valors de m per als quals el sistema segiient no tin-
gui solucio:

x+ 2p+ z2=3
x+ 3y +2z=5
x+my +3z=7
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60.

X+ 2y+ z=3 1 2 113
x+ 3y+2z=5L A4'=|11 3 2|5
X+ my+3z=7 1 m 317
N
A
[Al=4—-m=0 — m=4
e Si m =4, queda:
1 20113
A= 13 2 | 5| La 4a columna s’obté sumant la 2a i la 3a.
1 4 317
[ —
A

Aixi doncs, ran (A) = ran (A"). El sistema és compatible. (En aquest cas seria

compatible indeterminat, ja que =0 — ran(A = ran(4) = 2.)

1 2
1 3

e Sim=4 — ran (A = ran (A) = nre. d’incognites = 3. El sistema és compa-
tible determinat.

Per tant, no hi ha cap valor de m per al qual el sistema no tingui solucio.

Si el rang de la matriu d’un sistema de tres equacions amb tres incognites és
dos i el de la matriu ampliada tres, quines interpretacions geomeétriques po-
dem donar a aquest sistema? Posa un exemple d’un sistema d’aquestes ca-
racteristiques i la seva interpretacio geomeétrica.

Si ran (A) = 2 = ran (A) = 3, el sistema és incompatible.
Interpretacions geometriques possibles:

1) Dos plans paral-lels i un altre que els talla:

2) Tres plans que es tallen dos a dos, pero
sense cap punt comu als tres:

Un exemple de cada un dels dos casos seria:

Dx+y+z=1 2) x+ y+z=1
x+y =2 x+ y =2
x+y+z=3 2x+ 29+ z=5
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61.

62.

63.

64.

Si dos sistemes de quatre equacions lineals amb quatre incognites, AX =B i
AX = B’, tenen una mateixa matriu de coeficients 4, pot ser incompatible
un dels dos sistemes mentre que I'altre és compatible i determinat?

No. Si un d’ells és compatible determinat és perque ran (A) = ran (A’) = 4. Per tant,
si A ésla mateixa matriu en els dos sistemes, també en 'altre sera ran (A) = 4. Ai-
xi dongcs, els dos serien compatibles determinats.

Pot passar que un sistema d’equacions lineal homogeni no tingui soluci6?
Pot passar que tingui solucions infinites? Raona les respostes.

Un sistema homogeni sempre t€, almenys, la solucio6 trivial (0, 0, 0). A més, ran (A =
= ran (A"); per tant, sempre és compatible. Si ran (A) = nre. d’incognites, aleshores
només tindria la solucio trivial; i, si ran (A) < nre. d’incognites, seria compatible in-
determinat, és a dir, tindria infinites solucions.

El rang de la matriu dels coeficients d’un sistema de quatre equacions amb
tres incognites és 3. Quin rang pot tenir la matriu ampliada? Segons aixo,
quantes solucions tindra aquest sistema?

La matriu ampliada, A’ podria tenir rang 3 o rang 4.

e Si ran (A = ran (A" = 3 = nre. d’incognites — El sistema seria compatible de-
terminat, és a dir, amb una sola solucio6.
eSi ran(A) =3 = ran(A) =4 — Elsistema seria incompatible, sense cap solu-

C10.

Determina una matriu A perque el sistema homogeni AX = 0 sigui equiva-
lent a ’equacidé matricial:

1 -2
xy=z)|2 1]=(0,0)
1 2

L’equacioé matricial donada, la podem escriure aixi:

x
x+2y+ z=0 . Si anomenem A=(1 2 1) i X=|y»
2x+ y+2z=0 -2 1 2 >
aleshores: AX =0
. . 1 21
Per tant, la matriu A que busquem és A = 51 2

PER APROFUNDIR

65.

a) Per a quin valor de a aquest sistema &s compatible determinat?

x—2y =1
y+ z= a
X -3z =-1
y—z= 2
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b) Pot ser compatible indeterminat?

X =2y = 1| x-2y =1 1 -2 01
a) y+ z=a | x -3z=-1 A= 10 —3§ -1
X -3z=-1 y— z= 2 N 0 1 -1 2
y— z= 2 y+ z= 2 01 1 a
-
A
1 -2 0
1 0 B3[=1=20 — ran(A =3 = nre. d’incognites
1 -1
FILES
1 -2 0 1 ot 1 -2 0 1
N RO R N 02 32| |27 )
[A'l = 01 -1 2|7 s 01 -1 217 1 -1 2|=a-14=0
01 1 al| 01 1 af |V 1 @
- a=14
Per tant {- Si a=14 — ran (A = ran (A) = 3 — Compatible determinat
"leSia=14 — ran(A) =3 = ran(A) =4 — Incompatible

b) No, pel que hem vist en I'apartat anterior.

66. Estudia i resol quan sigui possible:

x+y +2t=3 ax +z+ =1
a) 3x —y+ z— t=1 b ay +z - t=1
5x -3y +2z—4=a ay + z =2t =2
2x+ y + z+ =2 az — t =0
a) x+ +2t=3 11 P2 3
3x— y+ z— t=1 A= 3 -1 1.1 1
Sx—3y+2z—4t=a 21 1:1 2
2x+ Y+ z+ (=2 53 2 -4\ a
[ —
A
1 10
[Al=01 |3 -1 1|=-3=0 — ran(4A) =3
211
(La 4a columna depen linealment de les tres primeres.)
FILES
11 0 3 1a 1 11]0| 3
3-1 1 1 2 3 11 1 i3
21 1 2|7 3-2 -1 200 1 |[T|b2 1=
5.3 2 a 4a-22 1100/ a-2| |71 a-2
FILES
la 1 1 3
2a + la 0 3 4 =3(a+1)=0 —= a=-1
38 @ g 0 0 a+1
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eSia=-1 — ran (A = ran(A") = 3 < nre. d’incognites. El sistema és com-

patible indeterminat. Per resoldre’l, podem prescindir de la 4a equacio i passar
la 7 al 2n membre:
x+y =3-21
3x—y+z=1+ 1
2x+y+z=2—-1

3-2t 1 0 1 3-2t 0
1+¢r -1 1 3 1+t 1
e 2—-1r 1 1 =2t—5=5—2t.y= L 22—t 1| 41-4 _4-4
-3 -3 3 7 -3 =3 3
1 1 3-2¢
3 -1 1+¢
so 2 1 2-0] _8-5t_-8+5¢
-3 -3 3
Solucions: x=5_2)\, y= 4 —4h z=_8+5}“, r=X\

3 7 3

eSia=-1 — ran(A) =3 = ran (A" = 4. El sistema és incompatible.

b) ax + z+ t=1 a 0 1 1 1
ay+ z— t=1 4= 0 a 1 -1 1
ay+ z—2t=2 0a 1 =22
az— 1=0 00 a -1 0
%,—/
A
40 1 1 FILES
0 a 1 -1 a 1 -1 la a 1l -1
=0 4 1 2 eala 1 2|-nn o oaloo -
00 a -l 0 a -1 = 0 a
—al? 1‘=6l'6l2=6l3=0 - a=0
0 a

*Si a =0, queda:

00 1 1 1
J_ 0O 0 1 -1 1 - z= '
4 00 1 =2 o = 222 } Incompatible
0O 0 0 -1 0 — =0

eSia=0 — ran (A = ran (A) = nre. d’'incogniles = 4. El sistema és compa-
tible determinat. El resolem:

1 0 1 1
1 a 1 -1
2 a 1 =2
x=|0 0 a _1|=(2a+1)a=2a+1
a’ @ a?
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a 1 1 1

0o 1 1 -1

0O 2 1 =2

0 0 a -1
y=r r = a -1

@ BB

a 0 1 1

0O a 1 -1

0O a 2 =2

0O 0 0 -1 2
z= =4 -2

I a?) T d3

a 0 1 1

0 a 1 1

0O a 1 2

0O 0 a O _p
=1 ; F="% -

@ @
Solucions: x = M, y= L7 z= __1, 1=-1
612 az a

67. Discuteix els sistemes segiients segons els valors dels parametres que conte-

nen:
X—py+ z=2 x+ y+ z=a-1
a)l 2x+3y— 2z=-8 b)!2x+ y+az=a
4x+ y+az=>b x+ay+ z=b
x—3y+z=a ax+ y—-z=b-1
Alx —-z=b dDi2x+ay =b+1
x +tz=c —x +z=>b
A x— y+ z= 2 1 -1 1 2
2x+3y—-2z=-8L A'=|2 3 -2 | -8
4x+ y+az=b 4 1 a b
-
A
lAl=5a=0 — a=0
e Si a =0, queda:
1 -1 1 2 1 -1 1 -1 2
A=12 3; 2| 8|, S|=5=0; |2 3 8|=5b+20=0 = b=—4
4 1 0 b 4 1 b
A

eSia=0ib=—4 — ran(A) =ran(A) = 2 < nre. d’incognites. El sistema
és compatible indeterminat.

eSia=0ib=—4 — ran(A) = 2= ran (A" = 3. El sistema és incompa-
tible.
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eSia=0 — ran (A = ran (A = nre. d’incognites = 3. El sistema és com-
patible determinat, qualsevol que sigui el valor de b.

b) x+ y+ z=a-1 11 1]a-1
2x+ y+az=a A'=12 1 a a
x+ay+ z=25b 1 a 1 b

[ —)
A

Al = ~(a-1a-2)=0=_  _,

eSi a=1, queda:
0

1 :| Contradictories, llevat que b= 0.
b

11 1
A'=12 1 1
1 1 1

—Sia=11b=0 — Sistema incompatible.

—Si a=1 1 b=0, queda:
1 1010
A'=|2 1.1 | 1| Laprimera filaila tercera son iguals.
1 1 1 0
1 1 e s
‘2 = 0 — ran (A = ran (A") = 2 < nre. d’incognites.

El sistema €s compatible indeterminat.

e Si a =2, queda:

1 1:1 1
A'=[2 1! 2 | 2| Laprimeraila tercera columnes son iguals.

1 2 1 b

! 20 — ran(A4) =2

‘ 21

1 1 1

2 1 2|==(b-1=0 — b=1

1 b

—Sia=21 bzl — ran(A =2 = ran(A’) =3 — Sistema incom-
patible.

—Sia=21ib=1 — ran(A = ran(A) = 2 < nre. d’incognites — El
sistema és compatible indeterminart.

—Sia=lia=2 — ran(A =ran(A) = 3 = nre. d’incognites — Fl
sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de b.
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o) x—-3y+z=a 131 a
X —-z=bl A'=|11 0 1| b
X +z=cC 1 0 1 c

[ ——
A

lAl=6=0 — ran (A = ran (A") = nre. d’incognites — El sistema és com-
patible determinat per a qualsevol valorde a, b ic

dax+ y—-z=b-1 a 1 -1 b-1
2x + ay =b+1L A'=({2 a 0 | b+1
—x +tz=0b -1 0 1 b

| —)
A
a=-1

=2 g-2=0—
lAl=a-a-2=0=—_ __ ,

e Si a =-1, queda:

-1 1i-1 | b-1
A=(2 -1:0 | b+1
-1 0 1 b
-1 1
‘2_1 =0 — ran(4) =2
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-3b=0 — b=0
-1 0 b

—Sia=-11 bz0 — ran(A) =2 = ran(A’) =3 — Sistema incom-
patible.

—Sia=-11b=0 — ran(A) = ran (A" = 2 < nre. d’incognites — Fl
sistema és compatible indeterminat.

*Si a =2, queda:

2 1141 b-1
A= 22 0 b+1
-1 0 1 b
21
‘2 5 =0 — ran(A) =2
2 1 b-1
2 2 b+1|=3b-3=0 — b=1
-1 0 b

—Sia=21i bzl — ran(A) =2 = ran(A") = 3 — Sistema incom-
patible.
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—Sia=21b=1 — ran(A =ran(A) = 2 < nre. d’incognites — El
sistema €s compatible indeterminat.

—Sia=-11ia=2 — ran(A) =ran(A) =3 = nre. d’incognites — Fl
sistema és compatible determinat per a qualsevol valor de b.

68. Calcula els valors de a i b per als quals aquest sistema té solucions infini-
tes. Troba’ls per a aquests valors:

ax+ y+ z=1 ax+ y+z=4
a)! x+ay+ z=>b b)! x+ y+z=-b
x+ ytaz=1 x—ay+z=>b
a)ax+ y+ z=1 a1 1|1
x+ay+ z=bl A'=|1 a 1 | b
x+ yt+taz=1 1 1 all
[ —
A

=1
_ o5 _ 3 5 _ /ﬂ
lAl=a’-3a+2=(a-D*(a+2)=0=__ ,_ _,

*Si a =1, queda:

—_

A=

I )
=
Ny

1
1
1
A

—Sia=11ib=1 — ran(4 =ran(A) =1 — Compatible indeter-
minat.

xX+y+z=1 — x=1-y—z Solucions: x=1-h—u; y=»k z=u
—Sia=11ib=1 — Incompatible.

®Si a =-2 queda:

2 1:1 |1
A=l 21 1 b

1 1 211

)

A
21 -2 1 1
‘1_2‘=3 = ran(D =2 |1 2 b|=3b+6=0 — b=-2
1 1 1

—Si a=-21 b=-2 — ran(A) = ran (A") =2 — Compatible inde-
terminat.

—2x+ y= 1-2z
X—2y=-2-2z
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1-z 1 -2 1-z
XM% ‘1 —2—2‘=Sz+3=3<z+1>=1+

3 zZ Y= 3 3 3 z

Solucions: x=~, y=1+AN, z=\A

—Sia=-21b=-2 — ran(A) =2=ran(A) =3 — Incompatible.

eSia=1ia=-2 — ran(A) = ran (A" = nre. d’incognites = 3. El sistema
és compatible determinat.

b)ax+ y+ z=4 al 1] 4
x+ y+ z=-bl A'=|1 1 1| -b
x—ay+ z=25>b 1 -all b

A

-1
Al= @+ D (a-1=0=__"_",

eSi a =-1, queda:

-11 1] 4
A=[1 1 1|-b o o
11 1! :| Contradictories llevat que b= —-b b=0

—Si a=-11i b=0 — Sistema incompatible.

—Si a=-1 1 b=0, queda:

-1 10 1| 4
A= 1 1. 1| 0 La2aila3afilesson iguals.
1 1 1 0
-1 1 I .
’ 11l 0 — ran(A = ran(A") = 2 < nre. d’incognites — Siste-

ma compatible indeterminat.

—x+y+z=4| x+y=4-z2
x+y+z=0 X+ y=-z

Sumant les dues equacions:

2y=4-22 — {y=2‘z
X=—z—-)y=—-z-2+z=-2

Solucions: x=-2, y=2—-L, z=A

eSi a =1, queda:

1 1 1) 4 o ) o
a=11 1 1 ‘ i :| Contradictories llevat que —b = 4 b=—4
1 -1 1 b
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—Si a=11 b=-4 — Sistema incompatible.

—Si a=1 1 b=-4, queda:

1 1 1 4
A'=|11 11| 4 | Lalaila 2a files son iguals.
114
1 1 e
‘1 2 ‘ =20 — ran (A) = ran (A") = 2 < nre. d’incognites —

Sistema compatible indeterminat.

X+ y+z=4 x+y= 4-z
X—y+z=-4| x-y=-4-z

Sumant les dues equacions:

2x=-2z — 1*7°F
Yy=4d4-—z-x=4-z+z=4
Solucions: x=-\, y=4, z=N»\
eSia=—-1ia=1 — ran(A = ran(A) = nre. d’incognites — Sistema

compatible determinat per a qualsevol valor de b.

A+ Dx + y+Az=1
69. Discuteix en funcio de A i p: 3x+(A+ Dy +2x=p-1
Ax + 2y + Az =2

L+ Dx + 3y+Az=1

A+1 3 A 1
3x+M+Dy+2z=n-11 A'=| 3 A+1 2 ‘ u-1
Ax + 2y + Az =2 A 2 A 2
-
A
A= 2
lAl=22—d=0=—_5 _
e Si A=2 queda:
A=1313 2 | u-1
2i2 2 2
N —
A
3 2 3 2 1
=2=0 — ranAD =213 2 u-1|==2u+4=0 — nu=2
22 2 2 2

—SiA=21iu=2 — ran(A = ran(A") = 2. Compatible indeterminalt.

—Si A=21iu=2 — ran(A =2 = ran(A) = 3. Incompatible.
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e Si A=-2 queda:

a=l3 12 | u-1
2
| S
A
-1 3 b3 !
=8=0 — ran(A) =2 3 -1 u-1{=-4u-8=0 — u=-2
> 2 2 2

—Si A==21iu=-2 — ran(A = ran (A) = 2. Compatible indetermi-
nat.

—Si A==21iu=-2 — ran(A =2 = ran (A" = 3. Incompatible.

e SiA=2iA=-2 — ran(A = ran (A) = 3. Compatible determinat, qualse-
vol que sigui el valor de .

PER PENSAR UNA MICA MES

2-10
70. Donada la matriu: A = (a;) = 3 0 4
21 1

a) Troba la matriu (4 l.j) formada pels adjunts dels elements de A.

b) Calcula |4 | = |a i ila i | itroba una relaci6 entre aquests.
-4 5 3
a) Ap=11 2 4 b)l1Al= |al.j.|=—15
‘ —4 -8 3

14,1 =169 = (-13)* = 14I°

71. En general, quina relacié hi ha entre el determinant d’'una matriu 4, d’or-
dre 3 x 3, i el determinant de la matriu formada pels seus adjunts? Per de-
mostrar-ho, tingues en compte que: |4 -B| = |[A| |B| il'expressio de AL
e Sabem que el determinant d'una matriu coincideix amb el de la seva transposada:

4,1 = 14,

e D’altra banda, tenim que (suposem que existeix A™1):

L
1Al

_ _ 1\ 1 _
1 - 1) = . - . = 1
A = (Aﬁ) — |A I—( ) A, VI IAU,I [ A~

Al s

e També sabem que:

A A1 =T = JAl- 14V =111=1 — IA*1I=%
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72.

e Unint les dues igualtats obtingudes, tenim que:

L=—1 ' = 2 )
Al | A3 l4,l — 14,l=141° (4 dordre 3 x3)

Si A és una matriu quadrada n xn, dona el valorde |4 i | enfunciode |4]|.

Amb el mateix raonament que hem seguit en 'exercici anterior, arribem a la con-
clusio que si A és nx n:

Sy 1

A= 1y
- l4,l= 141"t

|A‘1I=—|1| ‘
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