NIEYCI PUNTS, RECTES | PLANS
EN L'ESPAI
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1. Punts alineats en el pla

B Comprova que els punts 4 (5, 2), B(8, 3) i C(13, 5) no estan alineats.

AB=(3,1); BC=(5,2)
No tenen les coordenades proporcionals; per tant no estan alineats.
B Troba el valor de n perqué el punt D (9, n) estigui alineat amb els punts 4 i
B del grafic anterior.
A, Bi D estan alineats si ABi BD son LD.
AB=(3,1); BD=(1, n-3)

3o 1 5 3m-3-1 > 3m-9-1 - »=-10
1 n-3 3
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2. Rectes en el pla

B Per trobar les equacions parameétriques A
de la recta r, pren el vector p(1,4) per s al
situar-t’hi i el vector d (5, 2) per rellis- = ]

car-hi. A4

/
Troba’'n I'equaci6 implicita. (WD)
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Equacions parametriques:
x=1+ 5\
y=4+ 2\

Equacio implicita:

—2x=-2-10A
5y =20 + 10A
2x+5y=18 — 2x-5y+18=0

B Troba les equacions paramétriques i 'equacié implicita de la recta s:

La recta s passa pel punt (-1, 0) i té la direcci6 del vector d(1, -1).

Equacions parametriques:

=-1+A
y=-A

Equacio implicita:

Sumant les dues anteriors: x+ y=-1 — x+yp+1=0.
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]. Representa els punts segiients:
P(S’ 2a 3)’ Q(?’a _29 5)3 R (19 41 0),
$(0,0,4) i T(0,6,3).

7
re.2 9 o
03,-2,5) R T e — .
R(1, 4, 0) : I :
500, 0, 4) e :
70, 6,3 v """" ,'.:.-.-'-'-': ------- .
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2. Situa sobre uns eixos coordenats un z
punt P. Projecta’l, P’, sobre el pla
XY. Continua el procés fins a determi-
nar les coordenades de P. (Observa % I
que Iinic pas no determinat és decidir ’ T
la situacio de P'.)

P(3,5,2)
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3. Calcula m in per tal que els punts P (7, -1, m), Q (8, 6, 3), R (10, n, 9) estiguin
alineats.

— —
Si P, Qi Ralineats — PQ i QR han de ser proporcionals
PQO=1,7,3—-m — m=0

OR=(2,n-6,6) = =="20_-_0 5 14=5¢-6 - n=20

4. Troba les coordenades dels punts mitjans dels costats del triangle 4 (1, -3, 5),
B(O, 7, 2)’ C(_17 59 6)'

1+0 —3+7 5+2)=(l 21)
2 T2 2 27772

PuntmigAiB=(

PuntmigAiC=(1+(_1), _5+5, 5+6)=(0, 1, E)
2 2 2 2

0+(1) 7+5 2+6
2 272

Punt mig Bi C'= ( ) =(=1/2,6, 4)

5. Donats els punts 4 (-3, 5, 11), B(3, 5, -1)
a) Troba el punt mitja del segment AB.
b) Troba el simétric de B respecte de 4.
©) Obtén un punt M de AB tal que AM = 2 MB.
d) Obtén un punt N de AB tal que NB = 3AN.

a) Punt mig = (0, 5, 5)
B+S 3+ Sx

b) 4= 3= 8 =9
=5J;Sy R Sy—S
- S, =23
§=(9,5,23)
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O AM = (M, + 3, M~ 5, M, 11)
M_J§=(3—Mx, S;Mv,—l—MZ)
M +3=2GB-M),  M-5=(5-M) M —11=2(1-M)
M =1 M =5 M, =3
M=(1,5,3)

D AN= (N, + 3, N,~5, N,~ 1)
NB=(3-N,5-N,-1-N)
N,+3=3B-N), (N,-9=3-(-N) N,-11=3(-1-N)
N_+3/2 N,=5 N, =2
N=(3/2,5,2)
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6. Troba les equacions paramétriques de les rectes que passen per:
o0OP(1,0,-3) i Q(1, 4,-3) dRO,2,3)iS0,2,1)

-
a) Vector direccid: AB = (=3, 4, 1)

x=2-3\
Equacions parametriques: { y = 4\
z=5+A

b) Vector direccio: MN = (4, -4, -8) // (1, -1, =2)

xX=5+A
Equacions parametriques: 4 y=1 - A
z=7-2Ah

¢) Vector direccio: PQ = (0, 4, 0)

x=1
Equacions parametriques: J y = 4A
z=-3

s
d) Vector direccio: RS = (0, 0, -2)

x=0
Equacions parametriques: { py =2
z=3-2A
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7. Obtén les equacions paramétriques, 'equacié en forma continua i les equa-
cions implicites de la recta que passa per aquests punts: (5,3, 7) i (2, -3, 3).

Vector direccio: (2, -3, 3) — (=5, 3, 7) = (7, -6, —4)

Equacions paramelriques:

x= 2+7\
y=-3-06A
z= 3 -4\

Equacio continua:

x=2_Y*3 _=z-3
7 -6 —4

Equacions implicites:

x;2=y_+63 - 6x+12=7y+21 - {

6x+ 7y + 9=0
4x+ 7z-29=0

= - —dx+ 8=7z-21

8. Localitza sis punts, a més dels donats, de la recta anterior.

Si donem valors a A, obtenim:
A=1 — (9,9,-D
r=2 — (16,-15,-5
A=3 — (23,-21,-9)
A=4 — (30,-27,-13)
=2 — (~12,9,11)
A=-3 — (-19,15,15)

(Pera A =0 i A=-1, obtenim els punts que teniem.)

9. Comprova si algun dels punts que es donen a continuacio pertanyen o no a la
recta donada r:

5-2L=3 — A=1
A&r, jaque z=4 B: 3L=3 — A=1! Ber
4 =4
5-2h= 15 — A=-5
C 3n=-15 = Ar=-51 CcEer D& 7, jaque z=4

4=4
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10. Estudia les posicions relatives dels parells de rectes que apareixen en aquests
apartats. Quan es tallen, calcula el punt en qué ho fan:

x= 1-5\ x=1 x =3+2\ x =-1-6\A
a)ly= 2+3\ y=1 b)ly=1- A y= 3+3A
z=-5+ A z=A z=5 z=5
a) P=(1,2,-5 d, =531
0=(1,1,0 ,=(0,0,1
PQ=(0,-1,5)

-5 0 0
M’=(5 0 —1); IM'N=-5 — ran(M') =3 — Les rectes es creuen.

115
———
M
b) P=(3,1,5) d, =(2,-1,0)
0=(-1,3,5) d,=(=6,3,0)
PO =(-4,2,0)

2 —6-4
M = (—1 3 2 ); ran (M) = ran (M) =1 — Les dues rectes coincideixen.
0O 0 0

[—)
M

11. Estudia les posicions relatives dels parells de rectes que apareixen en aquests
apartats. Quan es tallen, calcula el punt en qué ho fan:

x =\ x=3 x=3+A x= =2\
aly=»A y=3 b)ly=-2-A y= 3+2A
z=0 z=A z=1 z=-1
2) P=(0,0,0) Ez =(1,1,0)
0=(@,3,0 d,=(0,0,D

PO=(3,3,0)

1 0 3
M'= ( 1 0 3); ran (M) = ran (M') = 2 — Les rectes es tallen.
0 1 0

——
M

Busquem el punt de tall:

A=3
A =3 | Estallen en el punt (3, 3, 0).
0=u
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b) P=(3,-2, 1 5)1=(1,—1,0)
0=(0,3,-D d,=(=2,2,0
PQ=(-3,5,-2)

1 -2 -3
M= (—1 2 5 ); ran (M) =1, ran (M) =2 — Les rectes sOn paral-leles.

0 0 2
—
M
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12. a) Troba les equacions paramétriques i I’equacio implicita del pla que passa
Per P(l, 7, _2)9 Q (47 5, 0) i R (69 37 8)'
b) Troba uns altres tres punts del pla.

c) Calcula n perqueé A (1,n,5) pertanyi al pla.

a) El pla és paralllela PQ=(3,-2,2) ia QR=(2,-2,8)//(1,-1, 4).

x=4+3L+ u
Equacions parameétriques: y=5-2A— 1
z = 2N + 4n

Equacio implicita:
Un vector normal al pla és: (3, -2, 2) x (1, -1, 4) = (-6, =10, =1) // (6, 10, 1).
Lequaci6 és: 6(x—4) + 10(y—5) + 1(z—-0) =0, ésadir: 6x+ 10y + z—74=0.

b) (5—57 0, 0); (0, % 0); 0, 0, 74)

¢) Substituim a I'equacié: 6 -1+10-n+5-74=0 — 6+ 10n+5-74=0.

63

10n =63 — =
n 3 n 10
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13. Estudia la posicio relativa del pla i de la recta:

x = 2+3\
w2x -y +3z2=8 r:ly=-1+3\
z= - A

Busquem els punts de tallde » i m:
22+ 30 —(=1+30) +3(-0) =8
4+6M+1-3L-3L=8 — Oh=3 — No tésolucio.

La recta i el pla son paral-lels, ja que no tenen cap punt en comd.
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14.

Donats aquests tres plans, estudia’n la posicio relativa entre cada dos d’aquests:
2x —y +3z =8 x+3y—-z=5 2x + 0y -2z =5
Tenen els tres plans cap punt en comui?

2x— y+3z=38

Es tallen en una recta.
X+3y—- z=

x+3y- z=5 Son paral-lels.
2x + 6y— 2z=5

2x— y+3z=38

Es tallen en una recta.
2x+ 6y-2z=5

No hi ha cap punt comu als tres plans.

Pagina 151

B Escriu les equacions implicites i paramétriques de les figures segiients:

®

Z @Z

PLA Y- Z EIX X

a) x sempre val 0.

» pot adoptar qualsevol valor.

z pot adoptar qualsevol valor.

x
wmox=0 — m !y
z

Il
= > o
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b) x pot adoptar qualsevol valor.
2y sempre val 0.

z sempre val 0.

Eix X {y=0 ~ Eix X
z=0

N R
[
o o>

¢) z pot adoptar qualsevol valor.
El pla m en la seva interseccid amb el pla XY determina la recta » d’equacio:
rx—y=0
Aixi, en l'espai XYZ:

x=»A\
Tmx—y=0 — mw ly=A»A
zZ=u

d) Calculem I'equacio de la recta en el pla XZ:

r passa per A(4,0) i B(O,3) — A_I;= (—4, 3)

r{x=4—47» -
' = A= A==
z 3 3
x=4—iz
3

rn3x+4z=12 enel pla XZ

En I'espai XYZ la recta no adopta valors en y, per tant, y= 0. Aixi doncs l'e-
quacio de la recta r enl'espai XYZ és:

y=0 X =4 — 4\
B ~ - n ly=0
{5x+ 4z=12 P

e) x pot adoptar qualsevol valor.
z pot adoptar qualsevol valor.

y sempre val 7.

x=M\
wmy=7 —= mw {y=7
Z=u
f) » pot tenir qualsevol valor.
Calculem la recta que determina el pla m en la seva interseccio amb el pla X7
r passa per A(4, 0) i B0, 3).
Per I'apartat d):
r3x+4z=12 enel pla XZ
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Aixi:

X =4 -4\
Twi3x+4z=12 — mw ly=u
z =3\

B Representa les figures donades per les equacions segiients:

x =M\ x =M\ x =M\
aAz=4 b) ly=u Aly=2»A dDiy=0
z=4 z=4 z=4
- - x=3
e){y“’ f){x 0 9y =0 W ly-o
z=4 z=0
z=A+n

=1

x =3 x =X\ i:-’(;+2<
Diy=4 PDiy=u Kx+y+z=1 D yz_O
z=5 Z=P z=0

Atencid! Una d’aquestes representa un punt i una altra, tot 'espai. N’hi ha una
que té dos parametres, pero actuen com si només n’hi hagués un.

Q) z=4 — z sempre val 4. z

x i y poden adoptar qualsevol
valor.

x pot adoptar qualsevol valor.
y pot adoptar qualsevol valor.
z sempre val 4.

b)

Vi

A
n
4

N R
[

Es el mateix pla que el de l'apartat anterior.

X=h—__ . . o
oly=n— x i y sempre adopten el mateix valor.

z=4 — z sempre val 4. .

Com que només hi ha un parametre, és una
recta (paral-lela al pla XY).
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— x pot adoptar qualsevol valor.
— y sempre val 0.
— z sempre val 4.

d

N R
I
SO >

Com que només hi ha un parametre, és una recta.

Com que y =0 sempre, és una recta del )
pla XZ

e) {y - 2 Es 'equacio implicita de la recta anterior.
Z =

x=0 — x sempre val 0.
) 1 z=0 — =z sempre val 0.
2y pot adoptar qualsevol valor.
Es l'equaci6 de l'eix Y.
X
Z
g y=0 — y sempre val 0.
x pot adoptar qualsevol valor.
z pot adoptar qualsevol valor.
Es 'equaci6 del pla XZ.
X
x=3
hily=0
z=A+u — sifem A+u=p, pER, tenim:
x=3 — x sempre val 3.
y=0 — yp sempre val 0. — Ens movem en el pla XZ.
z=p — z potadoptar qualsevol valor.
Com que només hi ha un parametre, és una recta. z

r
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x=3 — x sempre val 3. ) S —
D !ly=4 — 1y sempre val 4. o o
z=5 — z sempre val 5. __________ 1};'
Es un punt.
: Y
X
x=k — x potadoptar qualsevol valor.
P dy=u — y» potadoptar qualsevol valor.
z=p — z potadoptar qualsevol valor.
Representa tot 'espai.
KDx+y+z=1
Calculem les interseccions amb els eixos:
Eix X Z
{y=0 - x=1 - (1,0,0)
z=0
Eix ¥: \
{x=0 - y=1 = (0,1,0)
z=0 Y
Eix Z

{ng —~ z=1 — (0,01

D{x+y+2z=<1 — Descriu la regio limitada pel pla anterior, les coordenades de
la qual estan per sota d’aquest.

[\

O\
0 Les tres variables han de ser positives.
0

NS R
v

v

Representa la regié compresa entre la part
positiva dels plans XY, YZ, X7 ielplax+
+y+z=1

X

Unitat 6. Punts, rectes i plans en I'espai



Pagina 157

EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS

Punts

15. Les coordenades dels punts representats en aquesta
figura son:

@, 0, 3); (0,3, 3); (3,3 3); @3, 0, 3) @G,0,0);
@3, 3, 0); (0,3, 0); (0,3/2,3); (0,3, 3/2); (3,3/2, 0);
(3,0,3/2)

Associa a cada punt les seves coordenades. XK

A0, 0, 3); B(O, 3, 3); C(3,3,3); D(@3,0,3); EG,0,0,); F@3,3,0; G0, 3, 0);
P(0, 3/2, 3); Q(0, 3,3/2); R(3,3/2,0); S@,0,3/2)

16. Comprova si els punts 4 (1,-2,1), B(2,3,0) i C(-1, 0,—4) estan alineats.

—
Aﬁ(l’ 5-D Les seves coordenades no son proporcionals. Per tant els punts

AC (=2, 2,-5) | no estan alineats.

— —

17. Trobaels punts P i Q tals que AQ =2 4B i AP = EA_Q), essent 4 (2,0, 1)
iB(,5,9. 5 3
*Si QO(x, y, 2), aleshores AQ(x—2, y, z— 1)

3.3 _( 9)_
2 AB= 2 = Z)=(x-2,92-1
5 5(5, 5,3) =13, 3, 5 (x-2,, )

x-=2=3 — x=5
_ in)
y=3 Q(s’s’s
Z—l=2 — z=ﬁ

5 5

e Si P(a, b, ¢), aleshores AP(a—2, b, c—1):

2 523 _( 6)_
LAB= 2.2 =12,2, 2]=(a-2 ~1
3 3 5(5,5,3) 23 (a-=2,b,c-1
a-2=2 — x=4
b=2 P(E7§,—_1)
5 5 5

c—1=£ — c=£

5 5
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18.

Troba el simétric del punt 4 (-2, 3, 0) respecte del punt M (1, -1, 2).

4" Sigui A'(x, », 2 el simétric de A respecte del punt M.

Com que M és el punt mitja del segment AA’ aleshores:

u X=2 V%3 z)\_q 4,
"‘0 2 ) 2 b 2 (7 ? )
, _ +3
4% 2ot > e e = =5 Zm2 > i

Per tant: A'(4, -5, 4).

19. Calcula a i b perque els punts A(1, 2,-1), B(3,0,-2) i C(4,a,b) estiguin
alineats.
AB (2,2, -1) _
— Perque estiguin alineats ha de ser: S_a-2_b+ 1.
ACQBR,a-2,b+ 1) 2 -2 -1
Per tant:
6l_—22=% - g-2=-3 — g=-—
b+1_3 L, -3 _ 1 5 p=2
-1 2 2 2
Rectes

20.

Escriu les equacions paramétriques i les equacions implicites dels eixos de
coordenades.

Eix X P_0,0,00 v=(1,0,0

x=0+A\ 0 0 0
parameétriques J y =0 implicites 2= = 6 = ZS
z=0

Eix ¥ P_0,0,00 v=(0,1,0)

x=0
parametriques J y =0 + A implicites x-0_py=-0_2z-0
=0 0 1 0
Eix Z P_0,0,00 v=(0,0,1)
X0 0 0 0
parametriques J y = 0 implicites XV Y=Y ._z2-
z=0+A 0 1 0
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21.

22.

23.

Escriu les equacions de la recta que passa pels punts 4(-3,2,1) i B (—%, %, 0).

. =1
Un vector direccio de la recta » és AB DR 1.

Adoptem el vector a)(l, -1,-2)// AB.

e Equacio vectorial:
(x, 3,2 =(=3,2, D +N1,-1,-2)

e Equacions parameltriques:

=-3+ A
y= 2—- A
z= 1-2A

e Forma continua:

x+3_)V-2 _=z-1
1 -1 -2

e Forma implicita:

x1r3=y_;12 - —x-3=y-2 — x+y+1=0
x1r3=z—21 — 2x—6=2z-1 — 2x+2z+5=0

Comprova si hi ha alguna recta que passi pels punts P (3,1, 0), Q(0,-5,1) i
R (6,-5,1).

—

PQ (-3,-6, 1) ) .

_Q> Les coordenades no son proporcionals, per tant els punts no es-
PR(3,-6,1) tan alineats.

Q?(Ba 67 _1)

OR (6,0, 0) gle ja que no estan alineats.

Com que no so6n proporcionals, els punts P, Qi R formen un trian-

No hi ha cap recta que passi pels 3 punts.

Troba les equacions de la recta que passa pel punt A4 (-4, 2, 5) i és paral-lela
aleix OZ.

Si és paral-lela a I'eix OZ, té com a vector direccid (0, 0, 1).
e Equacio vectorial:
(x, 9, 20=(-4,2,5 +NM0,0, D

e Equacions paramelriques:

x=-4
y= 2
z= 5+A
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e Forma continua:
x+4_V-2 _=z-5
0 0 1

e Forma implicita:
x=—4 — x+4=0
y= 2 —= y-2=0

24. Escriu les equacions dela A recta que passa pel punt P (1,-3, 0) iés paral-lela
al vector ux v, essent u(l -1,2) i v(2 0, 0).
u x v =(0,4,2)//(0,2, 1D

e Equacio vectorial:
(x, 9, 2=(1,-3,0 +M0, 2, 1)

e Equacions parametriques:

x=1
y=-3+2\
z=M\

e Forma continua:
x=1_Y+*3 _2z-0

0 2 1

e Forma implicita:
X = - x-1=0
y;5=% - y+3=2z — y-2z+3=0

25. Estudia la posicio relativa de les rectes segiients i troba’n el punt de tall,
quan sigui possible:

a)r:x;1=y;2=z;1 s..x_"12=y;3=z;2
b)r:x__ll =J’;1 =z;2 S:x;4=y;4=z;5
z =4+ 8\

D d (3,2, 4 P(1,-2,1)
d.(-1,2,3); P(-2,3,2)
PP(-3,5,1)
3 -1 3
M=12 2 5 — |M'l=-51=0 — Lesrectes es creuen.

4 3 1
—
M
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D d (1,2, 15 P(1,1,2)
d.(4,1,2); P(4,4,5)

PP'(3, 3, 3)
_14 3 2 1
M=(2 1. 3] — IMI=0i ‘=3=0 — ran (M) =ran(M) =2 —
; 1 2
1 23
[ —)
M — Les rectes es tallen.

Per trobar el punt de tall, escrivim les dues rectes en forma parameétrica:

x=1- A X =4+ 4u
rly=1+2\ sdy=4+
z=2+ A z=5+2u

1- A=4+4n Sumantla1?ila3*3=9+6u — w=-1
1+20=4+ u | Substituintenlal®1-A=4-4 — h=1
2+ A=5+2u

Substituint A =1 en les equacionsde r (obé wu=-1 enlesde ), obtenim el
punt de tall: (0, 3, 3).

O d(2,1,3); PO,1,-1
d.(1,-2,00x (0,3, -1 = (2, 1, 3)

Tenen la mateixa direccio, i el punt PE r, perd P& s, per aix0 les rectes son
paral-leles.

& di2, 3, 4)
d.(4,6,8)

Tenen la mateixa direccio.

Vegem si el punt P(1, 0, 0) € r, pertany també a s:

3+4N=1 — =-1/2
3+60h=0 — =-1/2 L pPEs
4+8\=0 — =-1/2

Per tant, les rectes 7 i s coincideixen, son la mateixa recta.

26. Obtén el valor de a per al qual les rectes r i s es tallen, i troba’n el punt de
tall:

S.Zx—l_y+3_z—2
3 -2 0

@& En s, divideix per 2 el numerador i el denominador de la primera fraccio.

r:x=y=z-a

rx=y=z-a — d(1,1,1; A0,0,a

x—1/2 _Y*3_ -2 —>(j_ ) /(i_ )
S: 3/2 ) ds 2 2707P 27 372
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PP,(%, _3, 2 — g)
132 12
M={1 =2 -3 — ran (M) =2
1 0 2 —a
-
M

Perque les rectes es tallin, ha de ser ran (M') =2, ésadir, |M'l =0:

=292 o 43
2
Per trobar el punt de tall, escrivim les rectes en forma parametrica:
1.3
x=A X=5+5u0
rly=N»n S - _3_9
z=3+A TS
z=2
1.3
2tz
A=-3-2u -1=-3-2u — u=-1
3+A= A=-

Substituint A =-1 en les equacions de r (o uw=-1 enles de s), obtenim el punt
de tall: (-1, -1, 2).

27. Troba els valors de m i n perque les rectes » i s siguin paral-leles:

x =5+4\ x y-1 z+3
r:ly=3+ A Ss—="—_=
m 3 n
z= — A
d.(4,1,-1) ,
= Les coordenades han de ser proporcionals:
d(m, 3, )

m_3 - L =12, n=--3

41 4
(El punt P(0, 1,-3) € s; perd P& r, per tant les dues rectes son paral-leles si
m=12 i n=-3)

28. a)Troba el vector director de la recta determinada pels plans

x =y =0
y+z=2

b) Escriu les equacions parametriques de 7.
e
ad=001,-1,0x,1,DH=(-1,-1,D

b) Obtenim un punt de la recta fent y = 0:
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x= g } El punt (0, 0, 2) pertany a la recta.
z =
x=-\
Equacions parametriques: 1y = —A
z=2+A
x _y+1 . .
29. Donada la recta 2= % expressa-la com a interseccio de dos plans.
§=z - x=2z — x-2z=0
> - y_+11 — x=2p+2 — x+2p+2=0
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Plans
30. Troba les equacions dels plans segiients:

a) Determinat pel punt 4 (1, -3, 2) i pels vectors K(z, 1,0) i 7(—1, 0, 3).
b)Passa pel punt P (2,-3, 1) iel vector normal del qual és n (5, -3, —4).

c) Perpendicular alarecta =~ =——— = = i que passa pel punt (1, 0, 1).
D UxV=(21,0x(-1,0,3)=(3,-6,1)

Ax-1D-6(y+3)+(z-2)=0
3x—6y+z-23=0

b)5(x—2)-3(y+3)-4(z—-1)=0
S5x-3y—4z-15=0

0 n(2,-1,3)
2x-D-(@-0+3(z-1D=0
2x—y+3z-5=0

31. Troba les equacions paramétriques i implicites dels plans OXY, OYZ, OXZ.

Pla OXY:
x=A\
Parametriques: { y = w Implicita: z=10
z=0
Pla OYZ:
x=0
Parametriques: {y= A Implicita: x=0
z=u
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Pla OXZ:

Parametriques: Implicita: y=0

N R
I
T o>

32. Escriu les equacions paramétriques dels plans:

az=3 b)x =-1 Ay =2

x=A x=-1 x=A
aly=u b)dy=~xa Aly=2
z=3 zZ=1 Z=1

33. Quin és el vector normal del pla x =-1?

Escriu les equacions d’una recta perpendicular a aquest pla que passi per
A(2, 3, 0).

El vector normal al pla x=-1 és ?(1, 0, 0).

x=2+A
Recta: Jy=3
z=0

34. Calcula m i n perqué els plans: cxmx +y—32—1=01i f: 2x +ny—2—-3=0 si-
guin paral-lels. Poden ser coincidents?

-
n, (m, 1, -3) .
— Les coordenades han de ser proporcionals:
nﬁ(Z, n, —1)

Aixi, quedaria:
wbx+y-3z-1=0 — O6x+)y-3z-1=0
B: 2x+%y—z— 3=0 — Ox+y-32z-9=0
Els plans son paral-lels, no coincidents. No poden ser coincidents ja que els termes
independents no sén proporcionals als anteriors.
35. Escriu I'equaci6 del pla que passi pels punts (0, 0, 0), (2, 2,0) i(1, 1, 2).
(2,2,00x(1,1,2) = (4,-4,0) — n(1,-1,0)

P(0,0,0)
El pla és: x—y=0.
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36. Determina I’equacio del pla que conté el punt P (2, 1, 2) ila recta:

x—-2= _)1__13 = ‘%

Si conté la recta, contindra el punt Q(2, 3, 4) i sera paral-lel a ?(1, -1, -3).
També serd paral-lel a P_é(O, 2,2)//@0, 1, 1.

Un vector normal al pla és: (1, -1,-3) x (0, 1, D) = (2, -1, D.

Lequacid del plaés: 2(x-2) - (-1 +(z-2)=0

2x—y+2z-5=0

37. Comprova que les rectes:

x -1 2
r: = = —
2 V7F

e 2z=5
-2y =11

son paral-leles, i troba I'’equacié del pla que les conté.

d,2,1,1); P(1,0,2)

—

d,=(1,0,-2x (1,-2,0) = (—4,-2,-2)// (2,1, D

Les rectes 7 i s tenen la mateixa direccio. A més, P(1,0,2) € r, perd P& s. Per
tant les rectes son paral-leles.

Obtenim un punt, Q, de s fent y=0:

x=11

x—22=5} xilé} 0(11, 0. 3)

— —
El pla que busquem sera paral-lela d (2, 1, 1) ia PQ(10, 0, 1). Un vector normal
és: (2,1, 1) x (10,0, 1) = (1, 8, —10).

Lequacid del plasera: 1-(x—1D+8-(y-0)-10-(z-2)=0
x+8y—10z+19=0

38. Son coplanaris els punts A4 (1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) i D(-1, 2, 1)?

-
AB=(-1,1,00| 1 1 0
AC=(1,1,0) 1 1 0[=-=2=0
—

AD=(=2,2,D | |72 21

Els punts 70 son coplanaris.
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PER RESOLDRE

39. Els punts A(1, 3,-1), B(2,0,2) i C(4,—-1,-3) son vértexs consecutius d’'un
paral-lelogram. Troba el vertex D i el centre del paral-lelogram.

B-’ """"""""""" 7.’A Si D(x, y, z) és l'altre vertex:
' _;" N — —
'.' el '.' BA=CD — (-1,3,-3)=(x—-4,y+1,z+3)
.' a"' ,'
N /"M B XxX—4=-1 - x-= 3
:. ',x :. y+1l= 3 —= ypy= 2 D(3, 2, -6)
. i z4+3=-3 > z=-6

-
Si M és el centre del paral-lelogram, és el punt mitja de AC:

_(4+1 —1+3 —3—1)=(5 1_2)

M , , >
2 2 2

40. Calcula b perque les rectes » i s es tallin. Quin és el punt de tall?
x—1 y+5 =z+1 x y-b =z-1
T2 T3 2 i 2

d(2,-3,2); P(1,-5,-1)
d.(4,-1,2); PO, b 1)
PP(-1,b+5,2)

2 4
M= (—3 -1 b+5 ) —  Perque les rectes es tallin, ha de ser |M'l =0 (perque

2 2 2 ran (M) = ran (M) = 2).

IMN=4b+44=0 — b=-11

Per trobar el punt de tall, escrivim les dues rectes en forma parameétrica:

x= 1+2\ X = 4u
rndy=-5-3\ sdy=-11-u

z=-1+2\ z=1+2u
1+ 2\ = 4u

-5 -3k =-11 - ! Restantla 3a equacid ala 1.%: 2 =-1+ 2u.
-1 +2h=1+2u

4u—1
2 2 2
Substituint A = % en les equacions de r (0 w= % en les de ), obtenim el punt

de tall: (6, ‘—25 4).
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41. Determina el valor de a perque les rectes » i s siguin coplanaries:

x y-a =z x=1+A
r: T = T =6 S: y = 1 —)\.
z=-1+A
Troba el pla que les conté.
—
d,.(1,1,0); PQ,a, 0)
—
d.1,-1, D; PQA,1,-1)
-
PP'(1,1-a,-1)
1 1 1
M=|1 -1 1-a]| — Perque les rectes siguin coplanaries, ha de ser |M'l = 0.
0 1 -1

IMl=a+2=0 — a=-2

Un vector normal al pla és: CT: X CT: =(1,1,0x1,-1, 1D =@, -1,-2).
El pla que les conté és: Ilx-D-1y-D-2(z+1 =0
x—-y—-2z-2=0

42. Es pot construir un triangle que tingui dos dels costats sobre les rectes r

is?
x—1 x =2\
r: =y=z+1 s:ly=-1+A
2
z=\

Estudiem la posici6 relativa de las rectes:

-

d (2,1, 1); P(1,0,-1)

_

d(2, 1,1

Les dues rectes tenen la mateixa direccio. A més, P(1,0,-1) € r, perd P& s

2h=1 — A=1/2
atessque: -1 +A=0 — A=1
h=-1

Per tant, les rectes son paralleles. Aixi doncs, 7o es pot construir un triangle que
tingui dos dels seus costats sobre les rectes 7 i s.

— +1
43. Estudia la posicio relativa de la recta: 7: xTS = J’T = il iel pla
wx—y+z-3=0. -
x=3+ 2\
rndy=-1+A
z=-\
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wx—)y+z-3=0
B+2M -1+ + (M -3=0
3+20+1-A=-A=-3=0
1=0

La recta €s paral-lela al pla (ja que no tenen cap punt en comu).

44. Donadalarecta » determinada pels punts 4 (1,1,1) i B(3, 1, 2), ilarecta:
o [x- 2=-1=0
’ y -2=0

estudia’n la posicid relativa i troba, si existeix, I’equacio del pla que les
conté.

— —
dy=AB=(2,0,1); A(1,1,1)

- Les rectes sOn paral-leles.
d,=(1,0,-2)x (0,1,0) = (2,0, 1) AEs

Obtenim un punt de s fent z=0:

yfi} P(1,2,0)

El pla que busquem és paral-lel a (T: ia /E(O, 1, -D.
Un vector normal al pla és: = CT: X /E= (2,0, D x(0,1,-1) = (-1, 2, 2).
Elplaés: -1 - (x-D+2-(y-D+2-(z-1D=0

—Xx+2y+2z-3=0

3x tay+ z=1

45, Donada larecta r: {Zx 6y —22=6

a) Troba, per a cada valor de a, les equacions parameétriques de 7,.

b) Discuteix I’existéncia de valors de a perque la recta 7, estigui inclosa en
elpla x +y +z=1.

Sumant: 4x=4— (a+ 3)y

Ndx+ z=1-ay| 3x+z=1-ay
a)
2x—2z=06-0y xX—z=3-3y

w=1— a;S
z=x—3+3y=1—a;;3y—3+5y=—2+ 9_ay
x=1-Ca+ 3\
Ty y =4\
=-2+(9 - ah
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bx+y+z=1
1-(@+3A+4h-2+OQ-ah=1
1—ah—3N+4N-2+9h—dadlh=1
(10 = 2a)h = 2
10-2a=0 — 10=2a — a=>5
eSi a=5 — Larecta és parallela al pla.
eSi a»5 — Larectaielplaestallen en un punt.

Per tant, no existeixen valors de a per als quals la recta estigui continguda en
el pla.
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46.

47.

Troba I'’equacio del pla que passa pels punts A (1, 3,2) i B(-2,5,0)

x=3-— A
iés parallelalarecta Jy= 2+ A
z=-2-3A\

El pla sera paral-lel a A_l;(—S, 2,-2) ia 5)(—1, 1,-3).
Un vector normal al pla és: (-3, 2, -2) x (-1, 1, -3) = (-4, -7, -1) — ?(4, 7,1
El pla és: Hx-D+7(y-3)+1(z-2)=0

4x+T7y+z-27=0

Estudia la posicio de les rectes segiients i troba, si és possible, el pla que les
conteé:

x-2 y-1 =z x—-1 y-1 =z+2
r: = =

1 a1 2 St 1 2

d(1,-1,2); A2, 1,0
d.(-1,1,-2)

Les rectes tenen la mateixa direccio. A més P(2,1,0) € r, perd P& s, per tant les
rectes sOn paral-leles.

Un puntde s és Q(1,1,-2).

El pla que busquem és paral-lel a (T: ia
PO(-1, 0, -2).

Un vector normal al pla és:

n=0,-1,2)x(=1,0,-2) = (2,0, -1)

Elplaés: 2(x—-2)+0(y—-1D-1(z-0)=0
2x—z-4=0
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48.

49.

50.

51.

Troba I'’equacio del pla que conté la recta

x = 2+3A i1
rily=—1— A iésparallela: s: > > 'yT‘_z_s
z = A

El pla sera paral-lel a (T:(S, -1, ia (T:(S, 2,-3).

Un vector normal al pla sera: = (3,-1, 1) x (5,2,-3)=(1, 14, 11).

Un punt del pla és (2, -1, 0).

Per tant, el pla és: 1(x—2) + 14(y+ D+ 11(z-0) =0
x+14y+11z+12=0

Calcula el valor de m perque els punts 4 (m, 0, 1), B(0,1,2), C(1,2,3) i
D (7, 2,1) estiguin en un mateix pla. Quina és ’equacié d’aquest pla?
Busquem I’equacio del pla que conté B, C i D.

El pla sera paral-lel a §>C(1, 1,1 ia C_l>)(6, 0,-2), ésadir,a(1,1,1)ia(3,0,-1). Un
vector normal al pla és:

(1,1, Dx (3,0,-D =(-1,4,-3) — n(l,—4,3)
Lequacid del plaés: 1(x—-0)—4(y—1 +3(z-2)=0
X—4y+3z-2=0
Perque A pertanyi al mateix pla, ha de ser:

m—-4-0+3-1-2=0 — m+1=0 — m=-1

. x—-1 y-—2 z+1
Donat el pla ®: 2x — 3y + 2z = 0 1ila recta r: 1 -3 - 3

troba I’equacié del pla que conté la recta 7 ique és perpendicular al pla .

El pla sera paral'lel a (2, -3, Dia (1, -1, 2).
Un vector normal al pla és: (2, -3, 1) x (1, -1, 2) = (-5,-3,1) — ?(5, 3, -1).
El punt (1, 2, =1) pertany al pla.
L'equacio del plaés: 5(x— 1D +3(y-2)-1(z+ 1) =0
Sx+3y—z-12=0

Estudia la posicio dels plans segiients:

x+2p— 2-3=0 2x—y+z-3=0 x—y+ z—-1=0
a) 3y +2z—-1=0 b)! x—-y+z2-2=0 0 /3x+ y-—2z =0
X+ y+ z-2=0 3x -y +z—-4=0 2x +2y -3z +4=0
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52.

53.

x+2y—- z=3 1 2 -1 3
a) 3p+2z=1LV M=[0 3 2|1
x+ y+ z=2 11 112
-
M

Ml =8 — ran (M) =ran (M) =3 — Elstres plans es tallen en un punt.
3
2
4

La 3a columna és —1 - 2a; i la 4a columna s’obté sumant la 1a i la 3a.

2x—y+z=3 2 -11
M=

b) x—y+z=2 1 -11
Ax—y+z=4 3 -1 1
[ —

M

Per tant ran (M) = ran (M') = 2 — Els tres plans es tallen en una recta.

x— y+ z= 1 1 -1 1 1
0 3x+ y—2z= 0t M'=|3 1:-2 o)
2+ 2y —3z=—4 2 2 3| 4
N—
M
1 -1 .
3 1‘=4#01 [Ml=0 — ran() =2
1 -1 1
31 0|==12=20 — ranM)=3
2 2 —4

Els plans es tallen dos a dos, perd no hi ha cap punt comu als tres.

Escriu 'equacio del pla que passa pels punts 4 (1,-3,2) i B(0,1,1) iés pa-
ral-lel a la recta:

s { 3x — 2y +1=0

2y +3z2-3=0
Un vector direccié de r és: (3, -2, 0) x (0, 2, 3) = (=6, -9, 6) // (2, 3, =2)
AB(-1, 4, -1
El pla que busquem és paral-lel a (2, 3, -2)ia (-1, 4, —-1).
Un vector normal al pla és: = (2,3, -2)x (=1,4,-1) = (5,4, 11).
L'equaci6 del pla és: 5(x—0) +4(y— 1D +11(z-1) =0

Sx+4y+11z—-15=0

Donats els plans mx +2y —3z—-1=0 i 2x —4y + 62 +5 =0, troba m perqué
siguin:

a) Paral-lels.

b) Perpendiculars.
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a) Les coordenades de (m, 2, -3) ide (2, -4, 6) han de ser proporcionals:

Moz -2 5 =21

b)(m, 2,-3)-(2,—4,6) =2m—-8—-18=2m-26=0 — m=13

54. Troba el valor de a perque les rectes r i s estiguin en un mateix pla i tro-
ba I’equacioé d’aquest pla:

el —-2z=0 x>y =1
’ y—z=2 $1x  +2=a

Escrivim les equacions de r i s en forma parameétrica:

5 0 ) x =2\
— = — =
X z X z rly=2+n
y— z2=2 — y=2+z =\
x =2\
+ =1 =1-
*rY - Y * y=1-2\
¥« +22=a — z=2 % 5 a
2 2 =7_x

Obtenim un punt i un vector direccio de cada recta:
d.(2,1,1); P0,2,0)
d.(2,-2,-1); PO, 1, a/2)
FP'(O, -1, a/2)

—_ — —
Perque les rectes estiguin en el mateix pla, els vectors d,, d; i PP’ han de ser

coplanaris:
2 2 0 4
1 2 -1 |=3a-4=0 — a=—
1 -1 a2 3

El pla sera paral-lel a CT: ia (T: Un vector normal al pla és:
=21, 1Dx (2 -2 -1)=(1, 4 -6)
El punt P(0, 2, 0) pertany al pla.
L'equacio del pla és: 1(x—0) + 4(y—2) - 6(z—-0) =0
X+4y—-6z-8=0

ielpla z =1.

55. Estudia la posicio de la recta »: {; : >

So6n perpendiculars i es tallen en el punt (3, 2, 1).
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56.

57.

58.

[3x—y+=z =0 . -
Essent la recta r'{Zx —2+3=0 ielpla ax —y +4z—-2=0.
a) Calcula el valor de a perqué 7 sigui paral-lela al pla.

b) Hi ha algun valor de a per al qual » sigui perpendicular al pla?

-
Un vector direccid de » és: d=(3,-1,1)x(2,0,-1) =(1, 5, 2).

Un vector normal al pla és n= (a, -1, 4).
a) Perqué r sigui paral-lela al pla, d i 0 han de ser perpendiculars:

1,5,2)-(a,-1,9)=a-5+8=a+3=0 — a=-3

- —
b)Els vectors d 1 n haurien de tenir les seves coordenades proporcionals.

Com que il = %, no és possible; és a dir, no existeix cap valor de a per al

qual 7 sigui perpendicular al pla.

x —-22+3=0

y— z—4=0 ielpla m:x + 2y + 32 — 1 = 0, troba

Donats la recta 7: {
l'equacio d’'una recta s continguda en el pla ® que passi pel punt P(2,1,-1)
i sigui perpendicular a 7.

@ El vector direccio de s ba de ser perpendicular al vector direccio de r i al vec-
tor normal del pla.

-
Un vector direccid de » és: d=(1,0,-2)x (0, 1,-1) =2, 1, 1.
Un vector normal al pla és n= (1, 2, 3).

Un vector direcci6 de la recta que busquem és: (2,1, 1) x (1, 2, 3) = (1, =5, 3).

x=2+A
Larecta és: Jpy=1-5A
=-1+ 3h

Troba I’equacié de la recta paral-lela a r: {x y : 2; : : que passi pel punt

x—1 y+3 =z+2
4 2 3
Un vector direccid de la recta és: (1,0, 2) x (0, 1, 3) = (=2, -3, 1) // (2, 3, =1).

d’interseccio de la recta s:

ambelpla m:x -y +z=7.

Escrivim la recta s en forma parameétrica per trobar el punt de tall de s i =

x= 1+4A wox—)y+z=7
s: =-3+2\ 1+4N+3-20-2+3N=7
=-2+ 3\ S5h=5 — A=1

El puntde tallde s i m és(5,-1, 1.
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Per tant, la recta que busquem és:

x= 5+ 2\
y=-1+3h obé x—5=)/;1=z—11
z= 1- A -
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59. Troba l'equaci6é de la recta que passa pel punt P (1, 2, 3) i que és perpen-
dicular al pla que passa per l'origen i pels punts B(1,1,1) i C(1, 2, 1).
Un vector normal al pla és: OBx OC= (1,1, D x (1,2, 1) =(-1,0, .
Aquest vector és un vector direccio de la recta que busquem.

Les equacions de la recta son:

x=1-A
y=2
z=3+ A
- . . | x+y —-1=0
60. Escriu 'equaci6 del pla que conté la recta r: {Zx y+z =0

-x _y z+2

-2 3 -4

i és paral-lel a: s:

Un vector direccio de » és: (1,1, 0) x (2,-1, 1) = (1, -1, -3).

El pla que busquem és paral-lel a (1, -1, —3) i a (-2, 3, —4). Un vector normal al pla
és: n=(1,-1,-3) x (=2, 3, =4) = (13, 10, 1).

Obteneim un punt de r fent x = 0:

y-1=0 = y=1 }P(O,l,l)
-y+z=0 — z=yp=1

L’equaci6 del pla és: 13(x—0) + 10(y— D + 1(z—=1) =0
13x+ 10y + z2—-11=0

61. Estudia les posicions relatives del pla: m: x + ay —z = 1 i de la recta

+y—az =2
r: {Zx y-az segons els valors de a.
x—y—z=a-1

woxtay- z=1 1 a -1 1
2x+ y—az=12 M=12 1 -a 2
n
x— y— z=a-1 1 -1 -1 a-1
[ ——
M
—1+V1+8 —1% a=-1
IMl=-a’>+a+2=0 — a= = = _23=<“= 2
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62.

63.

e Si a=-1, queda:

1 -1 -1 1
M= (2 1 1 ‘ 2 ) ] plans paral-lels. La recta és paral-lela al pla.
1 -1 -1 1| =2

e Si a=2, queda:

1 2 -1
M=(2 1 =2

1
2) La 1a equacio s’obté restant a la 2a la 3a.
1 -1 -1 11

Per tant, la recta esta continguda en el pla.

eSi a=—-1 1 a=2 — Larectaielplaestallen en un punt.

Calcula I'equacio del pla que determinen el punt 4 (1, 0, 1) ila recta:

e x+y—z+1=0
12x—y + 22z =0

—_
Un vector direccid dela » és: d=(1,1,-1) x (2,-1, 2) = (1, -4, -3).

Obtenim un punt de r fent x = 0:

y— z+1=0| Sumant: z+1=0 — z=-1
-y + 2z =0| py=2z=-2

P, -2,-1

El pla és parallel a d(1, -4, -3) ia PA(1, 2, 2).

Un vector normal al pla és: (1, -4, -3) x (1, 2, 2) = (=2, -5, 6) // (2, 5, =6).

L'equacio del pla és: 2(x—1) +5(y—0) - 6(z—-1) =0
2x+5y—-6z+4=0

Donats els vectors u 2, 3, 5), v (6 -3, 2), w (4, -6, 3), p (s, 0 a), iels
plans m: (x,y,2) =1, 2, 3)+)\.u+uv in:(x,y,2)=0@1,2, 3)+7\.W+ up, es-
tudia la posicid relativade & i ©' segons els valors de a.
Obtenim les equacions implicites dels dos plans:
Ux v=(21,26,-24)

21— 1) + 26(y—2) - 24(z-3) =0

w21x+ 20y —24z-1=0

W x p = (=64, 24 — 4a, 48)
' —6a(x—1)+ 24 —4a) (y—2)+48(z-3)=0
' —6ax + (24 —4a) y+ 48z + (14a—192) = 0
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M/_(21 26 —24‘ 1 )

“\-6a 24-4a 48 | 192-14a
M

21 24

‘—64 s | =1008-1dda=0 — a=7

e Si a=7, queda:

(21 26 24 ‘ 1
42 —4 48 | 94

) — Els plans es tallen en una recta.
eSi a=7 — ran (M) = ran (M"). Els plans es tallen en una recta.
Els plans es tallen en una recta qualsevol que sigui el valor de a (encara que no
sigui sempre la mateixa recta).
64. Estudia la posicio dels plans segiients segons els valors de m:
x + y =1
my + z=0
x+@A+m)y +mz=m+1

X+ y =1 1 1 0 1
my+ z=0 M={0 m 1 0
x+ (A +my+ mz=m+1 1 1+m m m+ 1
_—
M
m=20

|M|=m2—m=0<m=1
e Si m=0, queda:

1 10 1
(O 0 1 0| Ellriel 3r son el mateix pla; el 2n els talla. Per tant, es tallen en
1 10
e Si m=1, queda:

1/ una recta.

1 1:0 | 1
M=[0 1110
1 2 11| 2
Nl
M

1 1 .
0 1‘=1=*=01 IMlI=0 — ran (M) =2
1 1 1
01 0l=1=#0 — ranM)=3
1 2 2

Els plans es tallen dos a dos, perd no hi ha cap punt comu als tres.

oSi m=0 i m=1 — ran(M = ran (M) =3. Els plans es tallen en un punt.
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65.

66.

67.

Troba l’equacio de la recta » que quan passa pel punt P (2, 0,—-1) talla les
rectes:

SI:

x=2 y-2 =z+1 x+y +4=0
2 a 1 $2° y—32+3=0

Escrivim les dues rectes en forma parametrica:

x=2+2\ =—-1-3\
% y=2-A Sy =_3 + 3\
=-1+A z=A

La recta r esta determinada pels segtients plans:

x—-2 y =z+1

o: conté la recta s; iel punt P. 2 -1 1 =0
0 0
x-2 y z+1
B: conté larecta s, iel punt P | =3 3 1 =0
-3 3
Aixi, n 1 °7 2z-4=0
x+3z+1=0

Donats els plans: m:ax +y +z=a i n':x —ay +az =-1 comprova que es
tallen en una recta per a qualsevol valor de a. Obtén el vector director d’a-
questa recta en funcio de a.

moax+ y+ z=a}M=(a 1 1)

. x—ay+ az=-1 I -aa
a 1 2 2
‘1 _a‘=_a_1=_(a + 1) = 0 per atot valor de a.

Per tant, ran (M) = 2 per a qualsevol valor de a; és a dir, els plans es tallen en
una recta (qualsevol que sigui el valor de ).

e Vector direccié de la recta: (a, 1, 1) x (1, —a, @) = 2a, 1 — a?, —a* — 1).

Considera aquestes rectes:

x= 3+ A —
riiy=-1+2\ s’{4x+g—4z:;—m=g
z= 2+ A

a) Calcula el valor de m perque estiguin en un mateix pla.

b) Escriu I'equacio d’aquest pla.

d,2 1
a 2L

d,=(4,5,0 x (0, 3, -4) = (=20, 16, 12) // (-5, 4, 3)
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68.

Com que les rectes no son paral-leles ni coincidents, perque estiguin en un ma-
teix pla s’han de tallar en un punt. Imposem aquesta condicio. Per esbrinar el
punt de tall, substituim les coordenades d’'un punt de r» en les equacions de s i
resolem el sistema:

4B3+N+5(-1+20)+7=0 — 14A+14=0 — Ar=-1
3-1+20-4QRQ+NMN+7-m=0 = 2h—-4-m=0 —- -6-m=0 — m=-6

Per tant, perqué les rectes estiguin en un mateix pla, ha de ser m = —6.

b)Si m = -6, les rectes es tallen en el punt (2, -3, 1) (ho obtenim fent A = -1
en les equacions de 7).

El pla que busquem passara per aquest punt i sera paral-lel a CT: ia (I? Per
tant, un vector normal al pla sera:

(1,2, D x (=5, 4,3) = (2,-8,14) — n(l, -4, 7)

Lequacio del pla és: 1(x—2)—4(y+3)+7(z-1)=0

x—4y+7z-21=0

Donades les rectes r:{ x-3 +6=0 i :{x—Zay+4a—1=0

ax —-3z+3=0 2y— z-4=0

a) Esbrina si hi ha algun valor de a per al qual les rectes estan contingudes
en un pla. En cas afirmatiu, calcula I'equacié d’aquest pla.

b) Determina, quan es pugui, els valors de a per als quals les rectes son pa-
ral-leles i els valors de a per als quals les rectes s’encreuen.

a) Obtenim un vector direccié de cada una de les rectes:
d,:(1,-3,0x(a,0,-3)=0,3,3a) /3,1, =d,
d:(1,-2a,00x (0,2, -1) = (2a,1,2) =d.

Les coordenades dels dos vectors no son proporcionals per a cap valor de a;
per tant, les rectes no son paral-leles ni coincidents. Perque estiguin en un ma-
teix pla, s’han de tallar en un punt.

Obtenim un punt de cada una de les rectes:

rx=0 — y=2 z=1 — P0O,2,D

$y=0 — z=-4 x=1-4a — P'(1-4a,0,-4)
—_

PP'(1 - 4a, -2,-5)

—_ — —
Perque les rectes es tallin, els vectors d,, d. i PP’ han de ser coplanaris:

3 1 a
2a 1 21=a-1=0 — a=1
1—-4a -2 -5

Si a=1, les rectes son secants, i, per tant, estan contingudes en un pla.
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El pla sera paral-lel a (3, 1, D ia (2, 1, 2). Un vector normal al pla sera:
n=0G,1,Dx2 1,2 =01,-4 1
Un punt del pla és, per exemple, P(0, 2, 1). Aixi, 'equaci6 del pla és:
1x—0)-4(-2)+1(z-=1D =0
X—4y+z+7=0
b) Pel que hem obtingut en I'apartat anterior, sabem que:

e No hi ha cap valor de a per al qual les rectes siguin paral-leles.

e Si a=1, les rectes es creuen.

QUESTIONS TEORIQUES

69.

70.

71.

Demostra que I'equacio del pla que talla els eixos de coordenades en els
punts A (a, 0,0), B(0,b,0) i C(0,0,c) essenta, b ic no nuls, es pot escriure
aixi:

x
4+
a

SRS

z
+ —=1
c

e Si substituim les coordenades dels punts A4, B i C en l’equacié donada, veiem
que la compleixen.

e Draltra banda, per veure els punts de tall amb els eixos de coordenades del pla
donat, fem aixo:

—tallamb leix X — y=2z=0 — x=a — A(a,0,0)
—tallamb leix ¥ — x=2z=0 — y=>b — B, b 0)

—tallamb leix Z7 — x=y=0 — z=c¢ — (0,0, 0
Un pla queda determinat per un punt 4 idos vectors uiv. Quina condi-
ci6 han de complir aquests dos vectors?
Tenir diferent direccio.
Explica com s’obtenen les equacions parameétriques d’un pla del qual se’n
coneix I'equaci6 implicita. Aplica-ho al pla x +2y -z —1=0.

Fem, per exemple, y=A, z=u iaillem x

Enelcasdel pla x+2y—2z-1=0, quedaria: x=1-2y+ 2z ésadir:

1-2N+u
A son les seves equacions parametriques.
u

N = R
I
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72.

73.

74.

75.

76.

77.

x—4 _y+3 _=z-1,

Quines son les equacions implicites de la recta 5 o 5

x—4=0
y+3=0

Quina posicio relativa han de tenir dues rectes perqué determinin un pla?

Paral-leles o secants.

Siguin m, i &, dos plans paral-lelsi », i », dues rectes contingudes en m,
i m,, respectivament. Podem assegurar que 7, i #, son paral-leles?

No. Poden ser paral-leles o encreuar-se.

Les rectes » i s s’encreuen. Si trobem el pla que conté r iés paral-lela s,
iel pla que conté s iés paral-lela », com so6n entre si aquests plans?

Paral-lels.

Siguin A (x,,y,,2,) i B(x,,¥,,2,) dos punts del pla ax +by +cz +d = 0.
Prova analiticament que el vector AB és perpendicular al vector n(a,b,c).

@& Substitueix les coordenades de A ide B en l'equacio del pla i resta’n les igual-
tats que n’obtens.

AERT — a.x1+by1+czl+d=0

BeEm — ax,+by,+cz,+d=0

Restant, obtenim:

aCx,—x) + b(y,—y) + clz,— z) =0; ésadin
—_ — —

(a,b,0)*AB=0 — n-AB=0

- —
Per tant, AB és perpendiculara n.

ax tby +tcz+d =0

junpla a’x +by +c"z +d" =0
ax +by +cz+d' =0 p yrez ’

Donats una recta »: {

que significa geomeétricament que el sistema que s’obté ajuntant les equa-
cions de la recta i el pla sigui incompatible? I si és compatible indeterminat?

Si el sistema és incompatible, significa que la recta i el pla son paral-lels. Si és com-
patible indeterminat, significa que la recta esta continguda en el pla.
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78. 1Indica quina condicio han de complir a,b,c i d perquéelpla ax + by +
+cz +d =0 sigui:

a) Paral-lel al pla OXY.
b) Perpendicular al pla OXY.
c¢) Paral-lel a l’eix Z.

d)No sigui paral-lel a cap dels eixos.
aAa=b=0, c=%0, d=0

b)c=0

c)c=0, d=0

dDa=0, b=0, c=0

PER APROFUNDIR

79. Donatselpla max +y +z +1=0 iles rectes:

r_x=1 r.x=2 r_x=3
1'y=z 2'y=22' 3'y=3z
Calcula el valor de a perqué els punts de tall del pla amb cada una de les
rectes estiguin alineats.
@ Troba, en funcio de a, els punts de tall P, Q i R. Expressa després la de-

pendéncia lineal entre els vectors PQ i QR.

Busquem els punts de tall del pla amb cada una de les tres rectes:

mamb r: a+2z+1=0 — Z=—12—6l
P Aza o)
272
n amb 7, 20+3z+1=0 — Z=—1—2a
2-4a -1-2
Q(z’ 3 - 3 a)
mamb r;  3a+4z+1=0 — Z=—123a

R

~3-9a —1—3a)
5) 4 b 4

— —
Els vectors PQ i QR han de tenir les seves coordenades proporcionals:

ol “1=-5a 1-al| = -1-1la 1-a
PQ(l’ 6 7 6 ) QR(l’ 12 7 12)
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2-10a=-1-11la — a=1

Per tant, a = 1.

80. Troba l'equacio de la recta que passa per A(1, 1, 1), és parallela al pla

x=1

mx—y+z—3=0 itallalarecta s: {y _3

e Com que talla s, passara pel punt P(1, 3, K) per a un valor concret de K
—
e Com que passa per A(1,1, Diper P(1, 3, K), un vector direcci6 és: AP(0, 2, K—1).

e Com que ha de ser paral-lel al pla &, sera perpendicular al vector normal de
=
n(l, -1, 1). Per tant:

- —
AP TN =-2+K-1=0 — K=3, ésadir: AP(0,2,2)//(0,1,1)

e Les equacions de la recta son:

x=1
y=1+AxA
z=1+A

PER PENSAR UNA MICA MES

81. Punts interiors en un segment

Dividim el segment PQ en cinc parts iguals i situem el punt V a dues uni-
tats de P itres de Q. Quines son les coordenades de V? Per trobar-les pro-
cedim aixi:

Anomenem I)) = O_)P, ?1) = O_é

O_I)/=f;+%P_é=I))+£(?i—

=32.27
5 )=5Prsd

o
P,

a)Si P(4,-1,8) i Q(-1,9, 8), troba les coordenades de V.

b) Obtén les coordenades d’'un punt W situat en el segment PQ de la mane-
ra segient: es divideix el segment en 7 parts iguals i situem W a 2 de P.
Aplica'ho a P(Za 11, —15), Q (99 _3’ 6)-
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c) Demostra que si dividim el segment PQ en m +mn parts i situem X a
m unitats de P, les coordenades de X son:

n — m —

-+
m+n p m+n 1

d)Demostra que si 0 < a. < 1, aleshores (1—0) p + aq és un punt de PQ.

Q) V= % (4,-1,8) + % (-1,9,8) = (2,3,8)

b) Raonant com en el cas anterior, arribem a:
OW=p+ZPO=p+=(q-p==2p+=
pr—PQ=p+—_(q-p=—p+r_d
Si considerem el cas P(2, 11, -15) i Q(9, -3, 6), aleshores:

W= % 2,11, -15) + % (9,-3,6) = (4,7, -9)

¢) Raonant com en els casos anteriors, veiem que:

(;))(_—)+ m P_>_—>+ (—) —3_
m+nQ p P q-p
m g m g n g m g
=|1- ) + = +
( Wl+7’lp m+nq m+np m+nq

-

d) Anomenem d = |PQl. Considerem X un punt del segment PQ que és a una
distancia ad de P i (1-od de Q. (Comque 0=a <1, aleshores 0 =< ad<
< d, pertant X pertany al segment PQ).

Raonant com en els apartats anteriors, tenim que les coordenades de X son:
%E:%E és a dir, (1—0:);+ a;

Per tant, aquest punt (que és X) és un punt del segment PQ.
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