NYi/N\EkZA PROBLEMES METRICS
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Diagonal d’un ortoedre
B Troba la diagonal dels ortoedres les dimensions dels quals son les segiients:
Aa=2, b=1, c=2
bla=4, b=12, c=3
Aa=7, b=4, c=5
a) 3; b) 13; ©) V90

B Troba la distancia de P(1, 3, 6) a Q(5, 5, 7)
V21
Pagina 163

Distancia d’un punt a una recta

B Seguint el procés anterior, troba la distancia del punt P (8, 6,12) alarecta r:

x =2
r:Jy=1-— A
z=7+2\

e Equacio del pla @ que conté P iés perpendiculara r:
0-(x—8)-1-(-060)+2-(z-12)=0; ésadir, m: —p+2z-18=0
e Punt, O detallde r i m
—(1-M+2(7+20)-18=0
-1+A+14+4M-18=0
Sh-5=0 — A=1
El punt és Q(2, 0, 9).
e Calculem la distancia:

dist (P, v) = dist (P, Q) = IP_Q>I= [(=6,-6,-3)| =V36+36+9 =V81 =9
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Distancia d’un punt a un pla

B Troba, pas a pas, la distancia del punt P (4, 35,70) alpla m: 5y + 122 —1=0.

?P — Busquem l'equaci6 de la recta, 7, que passa per P
i és perpendicular a .
A $0 — Obtenim el punt, Q, d’intersecci6 de r i .

: — La distancia de P a = ésigual a la distancia entre
i Pi O

Per al punt i el pla donats:

e Recta, 7, que passa per P iés perpendiculara m:

x=4
ri 4 y=35+5\
z=70+ 12\

e Punt, O, d’intersecci6 de r i m:
5(35+ 50 +12(70 + 120) -1 =0
175 + 250 + 840 + 144 -1 =0
1690 +1014=0 — A=-6
El punt és Q4, 5, -2).
e Calculem la distancia:

dist (P, 70) = dist (P, Q) = | POl = 100, -30,~72) | =900 + 5184 = V6084 = 78

B Troba les distancies del punt P(1, 2, 4) als plans XY, XZ i YZ.
Equaci6 del pla XY — z=0 dist.=4
Equaci6 del pla XZ — p=0 dist. =2

Equacio del pla YZ — x=0 dist. =1
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1. Troba les equacions paramétriques de la recta que passa per (1, 0, 7) i és per-
pendicular al pla 5x — 3z + 4 =0.

x=1+2\
rmyy=0
z=7-3\

2. Troba I’equacio implicita del pla que passa per (1,-3, 5) i és perpendicular a la
recta:

Sx—06y+ z=28

Unitat 7. Problemes métrics



3. Troba I’equacio6 del pla paral-lela 5x —y + 4 =0 que passa per (1, 0, -3).
S5x—1D—=1(y— 0 +0(z+3)=0; ésadir: 5x—y-5=0

4. Troba I’equaci6 del pla perpendicular a la recta » que passa per (5,—7,-2)

=-3+ 5\
iy y=-1+2\
= —4 + OM
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5. Troba l’equacio del pla ® que conté » iés paral-lel a s:

x= 5+ A x =4+ 3\
r:ly=-1 s:dy=3— A
z= 8+ 2\ z=5+4\

El pla passa per (5,1, 8) i és paral-lel a (1, 0,2)ia (3, -1, 4). Un vector normal al pla
és:(1,0,2)x (3,-1,4) = (2,2, -1).

L'equacio del pla és: 2(x—5) +2(y+ 1) - 1(z—8) =0; ésadir: 2x+2y—z=0.

6. Troba les equacions paramétriques de la recta paral-lela a » que passa per
P (0, -1, _3):

po |3 =Y +72-4=0
"l x-2p+ 2+1=0

Un vector direccio de la recta és: (3, =5, 7) x (1, -2, 1) = (9, 4, —1).

x= 9\
Les equacions parametriques son: { y = —1 + 4\
=-3-A
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7. Troba I'angle entre les rectes » i s:
x =3 -5\
. _ . x—-2y+3z=0
r: 3Z;=El+3)\. s'{Zx—y+ 4=0

V=(5,3,0 V.=(,-23)x@2-1,4 — V,=(523)

(=5 -(5+3-2+0-3 31

cos oL = — coso=—— =0,85131

V(=5)2 + 32+ 0% V(=5)% + 22 + 32 V34 V38
o= 51,65O = 31° 38' 42"
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8. Calcula I'angle que forma la recta ¥=Ll= 23 ambelplax +3y—z+1=0.

. . e . — .
Anomenem 90° — a 'angle format per les direccions de d i n sense tenir en comp-
te els seus sentits.

d(7.-1.3)//r 1§03 -Dlix

Id- 3l 3
cos 00—y = =90 172331 1 03
|d|-|o|  V59-Vil V649

90° —a =87°45'1" — o =2°14"59"
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9. Troba raonadament la distancia de P (5, 6, 6) alarecta r: (5\, 2— A, M).
Fes-ho per cada un dels tres métodes que hem apreés.

B Solucio, obtenint préviament el punt P

e Pla, m, que passa per P iés perpendiculara 7:

P P 5(x=35)-1(y-60)+1(z-6)=0

ésadir: mS5x—ypy+ z—25=0.

e Interseccio, P, de m i r
560 -2 -M+A-25=0
25h—2+A+A=-25=0
27h=27=0 — A=1
El punt és P'(5, 1, D).
e Distancia entre P i 7

dist (P, ») = dist (P, P") = | PP = 10, =5, =5) | = V50 = 5V2 = 7,07

B Segon metode:
R(5A, 2 =\, M) ésun punt genéric de la recta 7.
El vector RP(5 -5\, 4 + A, 6 —\) és variable.

El vector que ens interessa és perpendicular a la recta.
Per tant, compleix:

(5, -1, 1)'R_P>=O; és a dir:
55-50)-14+MN) +1(6-M=0
2525 —4—-AN+6-A=0
27h+27=0 — A=1

La resta, és igual que amb el métode anterior.
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B Solucio directa a partir del producte vectorial:

. |% —)l
dist (P, p) = Area _ [RPX d
e Base Idl

—

RP x d=(5,4,6) x (5,-1, 1) = (10, 25, =25)

—

IRP x dI = V100 + 625 + 625 = V1350

ldl=v25+1+1 =v27

V1350  — —
dist (P, 1) = \/—2—; = V50 =5V2 =707
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10. Troba la distancia del punt P (8, 5,—6) alpla m:x + 2y -2z +3=0.

dist (P, 70) = 18 +10+12+31 _ 33

— =11u
V1i+4+4 3

11. Troba la distancia dels punts Q (3, 0,3) i R (0, 0, 0) al pla de I’exercici an-
terior.

dist(Q,n)=W=O 0em dz'st(R,n)=%=1
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12. cCalcula la distancia entre la recta i el pla:

r:(1-30,2+A1-AN) @mx+3y=0

d3,1,-D// r

N d-T=-3+3=0 = dln = r//n
n(1,3,0) L

Ates que la recta és paral-lela al pla (o, potser, esta continguda en ell), la distancia
de r a m s’obté calculant la distancia de qualsevol punt de r a m:

dist (rom) = dist[(1,2, D, = X600 o 755

vVi+9 V10

13. Calcula la distancia entre els plans: n:y -5z +4=0 i @': 2y —10z = 0.

Els plans son parallels, ja que els seus coeficients son proporcionals. Per tant, la
distancia entre ells és la distancia d'un punt qualsevol d’'un d’ells a I'altre:

P(0,5,1) ésun puntde x'. Per tant:

5-5+41 _ 4 (g

dist (, ') = dist (P, ) =
V1 +25 V26
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14. Calcula la distancia entre les dues rectes donades mitjancant cada un dels
tres metodes apresos:

x =13 + 12\ x=6
rely=2 s:ly=6+u
z = 8+ 5A z=-9

B Primer metode:
Busquem el pla, m, que conté r iés paral-lela s

(12,0,5// r o
(07 1y0)//S }(12’0’5)X(O7170) (S,O, 12) 1w

El punt (13, 2, 8) és de r, i, per tant, de m.
Equacio de m: “S(x—-13)+0(y—2) + 12(z-8) =0, és a dir:
—Sx+12z-31=0

dist (r, $) = dist (s, 1) = dist [(6, 6, —9), m] = A=20 =108 =311 _ 169 _ 4

V25 + 144 13

B Segon metode:
Punt genéric de 7 R(13 + 12X, 2, 8 + 50).
Punt genéric de s S(6, 6 + u, —-9).
Un vector geneéric que tingui el seu origen en 7 iel seu extrem en s és:

RS=(=7—12\, 4 + u, —17 = 5N)

—
De tots els possibles vectors RS, busquem aquell que sigui perpendicular a les dues

rectes:

RS-(12,0,5)=0 — -169.—-169=0 — A=-1
RS-(0,1,00=0 — 4+u=0 - u=-4

Substituint en 7 i en s, obtenimels punts R i S R(1, 2, 3), S(6, 2, -9).

dist (r, ) = dist (R, & = 1(5,0,=12)| = V25 + 144 = V169 =13

B Tercer métode:

dist (r, s) = Volum del paral'lelepipede _ Il _5)7 ;! 1
Area de la base |dxd|

R(13,2,8)  d(12,0,5)
$6,6,-9)  di0, 1,0)

RS(=7, 4,-17)
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-7 4 -1
2.0 5
0 1 0

5

—

(RS, d.d] = =169 — Volum =169

—_

ldxdl=1(=5 0 12)1 = V25 + 144 = V169 =13

Per tant: dist (r, s) = 169 _ 13.

13

15. Calcula la distancia entre les dues rectes donades mitjancant tres métodes

diferents:
x = 5\ x=5+7n
r:ly=2-\ s:ly=1-5pn
z= A z=1-5p

B Primer metode:
Busquem el pla, w, que conté r iés paral-lela s

6,1, D//r = = =y o _ _
(7,_5’_5)//5}@, 1, 1) x (7, =5, =5) = (10, 32, —18) // (5, 16, —9) L =

El punt (0, 2, 0) és de 7, i, per tant, de .
Equacio de m:  5(x—0) + 16(y—2) = 9(z-0) = 0, ésa dir:
5x+16y—-9z-32=0

[25+16-9 - 32|
V25 + 256 + 81

dist (r, s) = dist (s, ®) = dist [(5, 1, 1), @] = =0

(Les rectes 7 i s es tallen.)

B Segon metode:
Punt genéricde 7 R(S5h, 2 — A, M.
Punt genericde s S5 +7u, 1 —5u, 1 —5w.

Un vector generic que tingui el seu origen en 7 iel seu extrem en s és:

RS=(G+7u=5N-1-5u+h 1-5u-»)

—
De tots els possibles vectors RS, busquem aquell que sigui perpendicular a les dues

rectes:

RS-(5,-1,1)=0 — 27+35u-27A=0 — u=0

s

RS-(7,-5,-5)=0 — 35+99u-35A=0 — A=1
Substituint en 7 i en s, obtenimels punts R i & R(5,1, 1), 85,1, D).

dist (r, s) = dist (R, $) = 0
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B Tercer métode:

dist (7, ) = Volum del parallelepipede _ ”R_S; d;d']|
Area de la base |dxd |

RO, 2,00 d5,-1,1)
$5,1,1)  d(7,-5,-5)

RS(Sy _]‘, 1)
[RS,d,d]1=1]5 -1 1| =0 (lesdues primeres files son iguals).
7 -5 -5

Per tant: dist (r, s) = 0
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16. Calcula I'area del triangle que té els vértexs en aquests punts: 4 (1, 3, 5),
B(2,5,8) i C(5,1,-11).
A_g’(l, 2,3)

— —
_ AB x AC = (=26, 28, -10)
AC(4, -2, -16)

|AB x AC| = V26* + 28% + 10% = V1560

Area del triangle = @ ~ 19,75 u?

17. cCalcula el volum d’un tetraedre els vértexs del qual son 4 (2, 1, 4), B(1, 0, 2),
C(4’ 3’ 2) i D(l’ 5’ 6)'

—
A—B;(_l,_l’_Z) —_— - — -1 -1 -2
AC(2,2,-2) [AB, AC, AD]=|2 2 =2|=-30
Py -1 4 2
AD(-1, 4, 2)

Volum = % =5u’
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18. Troba el L.G. dels punts que equidisten de:
a)A4,-1,7) i B(=2,5,1)
b)mx+y+z-2=0in:x—y+z-2=0
O)Mmx—3y+22—-8=01in:x-3y+22=0
aA)-x+y—-z+3=0
b)o:y=01io:x+z=2
)0 2x—06y+4z-8=0

Només un pla, ja que m i &' son paral-lels.
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19. Esbrinasix?+y2+z2+2x —10y + 25 = 0 correspon a I’equacié d’una esfera,
i troba’n el centre i el radi.

El radi val 1 i el centre és el punt (-1, 5, 0)

20. Troba el radi de la circumferéncia en qué el pla 4x — 3z —33 = 0 talla l'esfe-
ra (x —2)*+(y +5)*> +2%=169.
La distancia del centre (2, =5, 0) al pla és 5, per tant V13% — 52, El radi de la cir-
cumferéncia és 12.

21. Troba el lloc geométric dels punts de I’espai la suma de quadrats de distan-
ciesa 0(0,0,0) i Q(10, 0, 0) del qual és 68.
Comprova que es tracta d’una esfera de centre (5, 0, 0) i radi 3.

X2+ 92+ 22-10x+16=0

EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

22. Troba 'angle que formen les rectes » i s en cada cas. Comprova, prévia-
ment, que les rectes es tallen.

x =5-2\ x=5— A
aAr:ly=4+3\ s:ly=4+5\
z= 2\ z=A

_ x = 3+3\
b)r.-{x‘y+ :13 ssly= 2
_y z = 5 z=15+5)\‘

a) r i s estallen en (5, 4, 0). Es veu a les formules:

15

COS A = —/—m———— COos O = 0,7 o = 450 33' 42"
V17 - V27

b)ri s estallenen(3,0,15 V. =(1,-1,0) x (0,1, 1) = (-1, -1, =1)
cosa= 10 50 =093659 @ =20°30 51"
V3 - V38

23. Troba el valor de m per tal que r i s formin un angle de 90°.

x = 2—5A x=2+ A
r:ly= A s:dy-= 2N
z=-2— A z = m\
V.V, =0 -5,1,-D-(1,2,m =0  —5+2-m=0 m=-3
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24.

25.

26.

Troba, en cada cas, I’angle que formen la recta i el pla:

e =2 T =__ e X — —~+ 1=
a)r = 4 > mx —2y—z+1=0

b)r:ix=Ay=1+2\ z=-2 m2x—y +2=0

-1 —
X =J}—3=i n:x+z=17

O r:— 1 1

D d (=2, 4,2); n(l, -2, -1)

Id-al o_g_
cos 00° -y = i l—2-8-21 12
n

= 1E Pl a2 o - WP—a=0 = a=90°
|d||n | V24 -v6 12

Observacio: Els vectors d i n tenen la mateixa direccio; per tant la recta i el pla
son perpendiculars, és a dir, o = 90°.

mHd, 2, 0; 02, -1,1)

Id- 5 -
< n _ [2 2+_O| =0 — 90°—a=90° — oa=0°

cos (90° — o) = —
|d||n|  V5-Ve

od@,1,1; n(1,0,1

cos (90° — ) =

d-dl_12+11 _ 3 _ 3 _\3
id||5| ve-vz Viz 2v3 2
- 90°-a=30° - a=60°

Calcula Pangle que formen els plans o:z =3 i f:x —y + 2z + 4= 0.

0,0, 0, 1; ng(1, -1, 2)

a0l _ 2 (816 - o-35015 52
|0, | [7]  1V6

cos o =

Troba els tres angles de cada un dels triangles de veértexs:

a)A4(0,0,0),B(1,2,1),C(3,1,1)
b)A(Z’ 7’ 3)’ B(l’ 27 5)’ C(_17 _2, 5)

DAB = (1,2, D
AC=(3,1,1)
BC=(2,-1,0)

1:3+2-1+1-1
V12422412 V32 + 1%+ 12
B =47°36' 29"
90°

A = arc cos = 42° 23" 31"

(@}
Il
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27.

28.

29.

30.

b)AB = (-1, -5, 2) ~11° 42' 63"

—
AC=(-3,-9,2) = 153° 54' 56"
BC=(=2,-4,0) é 14° 22' 56"
Calcula I’angle que forma el pla n: x — 2y + z = 0 amb cada un dels eixos co-
ordenats.
Angle m —eix x= o sinao = 1 Ml 0 sin o, = 0,40825
V1Z+ (=272 +12 -1
o, = 24°5' 41
. [1-0+(=2)-1+1-0lI
o__:sinm = — sin o, =0 ,81650 o = 54° 44" 8"
nz Y \/6 1 wy "
o, :sinm, = 10+ (_3) O0+1-1 sin a.__ = 0,408025 o, = 24°5" 41"
V6 -1
Calcula la distancia que hi ha entre els parells de punts segiients:
a)A (2, 5’ _2)’ B(_17 1’ _2)
b)A(_la 7’ 4), B(_19 2a 16)
a) d(4, B) = |ABl =5
b) d(A, B) = 1ABI| =13
Troba la distancia entre P (4, 0, 1) i el punt en queé s’intersequen la recta » i
el pla =, essent:
r:{x—y=—3 mx+y—2z=1
x+z=1
Trobem el punt d’interseccié entre 7 i @ fent un sistema entre ambdos:
xX—y=-3
rdx+z= T: (0,3, 1D
x+y—-2z-=
— —_
dp, T = |PTI = V29
x = 8\
Larecta |y =2 tallaels plansx + 2y —z=1ix —y + 2 = 3 en els punts
z =3 -6\

P iQ. Troba la distancia entre P i Q.
T punt de tall entre rectaipla x+2y—z=1
SL+2-2-(3-60=1 A=0 =10, 2,3)

T punt de tall entre rectaipla x—ypy+z=3
8h—2+(B3-60N)=3 r=1 T'=(8,2-3)

dCT. T = 17T =10
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31. cCalcula, en cada cas, la distancia entre el punt P iel pla .

a) P(2,-3, 1); W 3x—4z =3

b) P(0, 1, 3); mx-—y—2z+3=0
AOP(2,0,1); mx+y—2z=0
Ddp - 22 A 1231y s

V324 02 + (4P
bydpm=0=1-23+31 _ 4 _2V6
VIZ2+ D2+ (22 V6 3

Odpm=-—2r9-2"1 _,

V12 + 12 + (=20

32. Calcula la distancia entre el punt (3,4, Dielpla y = 3.

d(P,n)=L;3|=7

Vo2 + 12+ 02
33. cCalcula la distancia entre el punt Q(2, -1, 0) i el pla que conté P(2,0,4)i s.

Trobem l'equacio del pla

§=(3,2,4 5 -1 1
— 5 -1 11]1=0
PS=(1,2,0) 7 -5 -5

z-4)+4(z-4 =0
7z-28=0 — z=4eq.delpla

Calculem la distancia

10— 4]
QM) = ———— =4
© V02 + 0% + 12

34. Troba la distancia entre els parells de plans segiients:
A :x—20+3=0; my2x—4+1=0
b)m:3x -2y+2z-2=0; myy2x—-y+z=-5
a) SoOn plans paral-lels ja que \7;[1 i \7”2 els vectors associats als plans son proporcio-

nals.
Escollim un punt qualsevol de m, i calcula la distancia d’aquest punt al pla m,.
P=(3,30  dpmy-r3=43+1l_ 5 _¥5

V22 + (42 + 02 V20 2

b) Son plans secants ja que \_/;cl =(3,-2,Di \_/;2 = (2, -1, 1) no so6n proporcionals.
d(m,, ) =0
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35. Troba la distancia de la recta » al pla & en cada cas:

x =2+ 4\

ar:ly =3\ n3x—4—-3=0
z==1+7\
x =3+2\

b)r:ly=5 m:T7x -2y —2z+1=0
z=4+\

a) \—7: =(4,3,7) \_7: i \—/; son perpendiculars ja que V. - \—/; =0

V, =(3,—4,0) Aix0 implica que la recta esta continguda en el pla o bé és pa-
ral-lela el pla.
En qualsevol dels casos agafem un punt de la recta r i calculem
la distancia el pla

AR m-132-40-31_3
V324 (=42 + 02 5
b) \_/: =(2,0,D Els vectors no son ni perpendiculars ;/1 : Gn = 0 ni proporcionals.

V. =(7,-2,-1)

Aix0 vol dir que son secants, i llavors distancia = 0.

36. Calcula la distancia que hi ha entre el punt P(3, 1, 6) i la recta

4 + 4\
2+ A per mitja dels passos segiients:
=-1-3\

X
r:.y
z

a) Troba un pla =&, perpendicular a » que contingui P.
b) Fes la interseccido de ® amb 7. Anomena aquest punt Q.

c) Calcula la distanciade P a Q.

a) Pla té com a vector associat (4, 1, =3)

dx+y—3z+D=0

Volem que P pertanyialpla 4-3+1-3-6+D=0 D=5
Pla: 4x+y —32z+5=0

xX—4 _y-2_z+1
b 4 1 -3

eq. recta — recta
B3y+6=z+1 3y+z-5=0

x—4=4y-8 _ {x—4y+4=0

Trobem Q resolent un sistema entre la recta i el pla

X—4y+4=0 x=0
3y+Z—5=O - y=1 Q=(0a172)
dx+y-3z+5=0 z=2

Q) dP, Q=V3>+0>+4> =5
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37. Troba la distancia entre el punt P(2, 2,-11) i la recta r:

= 9+ 12\
—1— 3\ seguint els passos de I’exercici anterior.
6+ 5\

X
r:.y
z

a)12x— 3y+5z+ D=0
Pepla — 12:-2-3-2+5-(-1D+D=0 — D=37
Pla: 12x— 3y + 52+ 37 =0

b) Fem un sistema entre la recta i el pla

x=9+ 12\ 12(9 + 120) — 3(-1 =30 + 5(6 + 50) + 37 =0
y=-1-3\ 108 + 144A + 3 + 9N + 30 + 25A + 37 =0
z=06+ 5\ 178N + 178 =0
12x—-3y+5z2+37=0 =-1 — x=-3

y=2 0=(3,2,D

z=1

O OP=(5,0,-12)
dp, Q) = I§7I =V52+ 02+ (-12)? =13

38. Calcula la distancia que hi ha entre el punt P(3, 1, 6) i la recta

X = 4+4\
r:ly = 2+ A seguintels passos segiients:
z =-1-3A

e
a) Troba el vector PQ essent Q un punt de la recta 7.

b) Troba l'area del paral-lelogram descrit pels vectors PQ i el vector direc-
tor de 7.

©) Divideix I’esmentada area entre el modul del vector director de 7.

D 0=42,-1)  V=041-3

PO=(1,1,-7)
DPOXV = (4,-25,-3)  1POx V.| = V650
9) I\_/;I = V26
d(Precta) = ‘\//—? -5

39. Troba la distancia entre el punt P (2, 2,—-11) i la recta r:

x = 9+ 12\
r: ly =—1— 3) seguint els passos de I'exercici anterior.
z= 6+ 5\
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40.

41.

) 0=0,-1,0) P_Q>= (7,-3,17) V.= (12,-3,5)

D)POX V.= (36,169,15)  1POx V.| = V30082
O IV.I = V178
d(Precta) = M =5
V178

Calcula la distancia que hi ha entre les rectes

x =4\ x=2-—12\
r:{y =-10-3\ i s:Jy =1+ 9\ mitjancant els passos segiients:
z = 9+5A z =4+ A

a) Troba el pla ®, que contingui la recta » isigui paral-lel a la recta s.

b) Troba la distancia d’un punt (el que tu vulguis) de s al pla .

a) El pla demanat ha de contenir R = (0, -10, 9)
V.= (4,-3,5)
V= (-12,9, 1)

x-0 4 -12

y+10 -3 9
z—9 5 1

=0 — 3x+4y+40=0

3-2+4-1+40

b)§=(2,1,49 d( pla) = —————— =10
V32 + 42402
Troba la distancia que hi ha entre les rectes:
x=-7+ 5\ x =10—10A
r:ly= 4+ A i s:ly=-2+ 5\ seguintels passos de I'activitat anterior.
z =19 + 12\ z =26 — 24\

a) El pla demanat ha de contenir R= (-7, 4, 19)
\_/: =(5,1,12)
V. = (=10, 5, -24)

x+7 5 -10
y-4 1 5 |=0 —= 12x-5z+179=0
z—19 12 -24

12:10-5 26+ 179 _

b) §=(10,-2,26) d(S pla)= 222 =0 7 -
P V122 + 02 + (=5)2

13
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42.

43.

44.

Calcula la distancia que hi ha entre les rectes

x = 4\ x =2-12A
r:ly=-10-3\ i s:!ly =1+ 9\ mitjancant els passos segiients:
z = 9+5A z =4+ A

-
a) Troba el vector PQ essent P i Q punts de les rectes » i s respectiva-
ment.

b) Troba el volum, V, del paral-lelepipede descrit per PQ i els vectors direc-
torsde r i s.

c) Troba l’area, A, del paral-lelogram descrit pels vectors directors de » i s.

d) La distancia de » a s coincideix amb el resultat de dividir V entre A.

D P=(0,-10,9 Q=214 V=(4-35 V.=(-12,9,1
P—Q>=(2,11,—5)

b) 11PO, V, VI = 440

o IV.x VI =5

D dr, s = 440 =88

Troba l'area de cada un dels triangles:
a)A (2’ 77 3)’ B(l’ _51 4)9 C(7’ 07 11)
b)A (3’ _7a 4)a B (_ls 2a S)a C(_59 119 6)

Justifica la soluci6 del segon.

— —
a) AB(-1,-12, 1); AC(5,-7,8)

laBx acl _ 1(=89,13,6D1 V12579
2 2 2

Area =

=~ 56,08 u?

— —
b) AB(-4, 9, 1); AC(-8, 18, 2)
Les coordenades son proporcionals, aixi doncs els punts estan alineats:

— —
|AB x AC1=20

Calcula, en cada cas, el volum del tetraedre amb veértexs:
a)(2,1,4); (1,0,2); (4,3,2); (1,5,6)

b)(49 la 2); (29 0, 1); (29 3, 4); (67 5, 1)

a) A2,1,4) B(1,0,2) C4,3,2) D(,5,06)

— — —
AB(=1, -1, -2) AC(2, 2, -2) AD(-1, 4, 2)
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-1 -1 -2
2 2 =2
-1 4 2

=-30 — Volum =

1.
6

b) A(4,1,2) B(2,0,1) C(2,3,4 D(,5, 1

— — —
AB(=2, -1, -1) AC(=2,2,2) AD(2, 4, 1)

2 -1 -1 .
-1 2 2|=3 — Volum=€'30=5u3
2 4 -1

45. Calcula I'area total i el volum del tetraedre de vértexs:
A (2, Sa 1)9 3(4’ 17 _2)7 C(G, 3’ 7)’ D(_57 _49 8)
e Area del triangle ABC:
AB x AC = (2,-2,-3) x (4,0, 6) = (12, 24, 8)

—_— — _
lAB x ACl V784
2 2

Area = =2—28=14u2

e Area del triangle ABD:
AB x AD =(2,-2,-3) x (=7,=7,7) = (=35, 7, -28)

—_— —_—
lAB x AD!" V2058

~ 22 2
5 5 ,68 u

Area =
e Area del triangle ACD:

— —

ACx AD= (4,0, 6) x (=7,-7,7) = (42, =70, -28)

lACx ADI V7448

. 2
: S =43,15u

Area =
e Area del triangle BCD:

— —

BCx BD=(2,2,9) x (=9, -5, 10) = (65, =101, 8)

IBCx BDl V14490
2 2

Area = ~ 60,19 u?
e Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?

e Volum: AB(2, -2, -3) AC(4,0,6) AD(7,-7,7)

2 2 3 08
4 0 6|=308 — Volum=3T=51,53u§
-7 =7 7
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46. cCalcula el volum del tetraedre determinat pels eixos coordenats i el pla:
6x —5y +3z—-1=0.
@ Recorda que V = 1/3 - area base x altura.
En aquest cas és molt senzill obtenir ambdues ja que és un tetrdedre amb tres ares-
tes perpendiculars entre si.
Fes-bo també utilitzant el producte mixt i comprova que bi obtens el mateix re-
sultat.

e Busquem els vertexs:

x=y=0 — z
y=z=0 — x=
1 1
x=z=0 — =—= — CO,——,O)
Y775 5
0(0, 0, 0)

e Calculem el volum:
ol i(i.i.i)=Lu5

3 213 6 5) 540
e El calculem utilitzant el producte mixt:
| L1000 13 .
V=€|[OA,OB,OC]I=|€ 1/6 0 0 |=Tou3
0 -1/5 0 >
. . x+3 y-—-4 =z |
47. Troba l'’equacio del pla perpendicular a la recta 5 = = =z ique

passa pel punt (-1, 1, 0), i calcula el volum de la figura limitada pel pla ante-
rior i els tres plans coordenats.

Un vector normal al pla és n'(2, 3, 4).
L’equaci6 del pla és: 2(x+ 1) +3(y—1) +4(z— 0) =0
2x+3y+4z-1=0

Calculem els vertexs:

x=y=0 — z=% — A(0,0,%)
y=2=0 — x=% - B(%,0,0)
x=z=0 — y=% — C(O,%,O)
0(0, 0, 0)

Volum = L (L. 1 1) Ly
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48.

49.

50.

Digues quines de les equacions segiients corresponen a esferes i troba’n el
centre i el radi:

a)x2+y2-_2x+49-8=0
b)2x2-2p2+ 222 +4x-16=0
A)2x2+2p2+222+4x-16=0
Dx?+3y2+22-2x2-4=0
e)3x2+3y2+322+6x—-122-3=0
)3x2+3p2+322+6x-122-30=0
@ 2x%+2p2+22%2 _4x +6y—-3/2=0

a) Centre (1, -2, 0) i radi V13.
b) No és una esfera.

¢) Centre (-1, 0, 0) i radi 3.

d) No és una esfera.

e) Centre (-1, 0, 2) i radi V6.
D) Centre (-1, 0, 2) i radi V15.

g) Centre (1, —%, O) iradi 2.

Troba I'’equacio de les esferes segiients:

a) Centre (1, 0, —5) iradi 1.

b)Diametre A (3, -4, 2), B(5, 2, 0).

¢) Centre (4, -2, 3) i tangent al pla x —z = 0.
d) Centre (3, -1, 2) i tangent al pla YZ.

) X%+ >+ 22 -2x+102+25=0
b)x?+ )2+ 22 -8x+2y-22+7=0

Ox?+)?+22-8x+4y-6z+2-=0

D+ Y2+ 22 —6x+2y—4z+5=0

Troba el lloc geomeétric dels punts la distancia dels quals (2, -1, 4) és igual a 7.

X2+ P+ 22 —4x+2y-8z+28=0
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PER RESOLDRE

x+y—z+1=0

51. Trobal’equacio del pla ®m que conté la recta r: {
x+20+z =0

iés ortogonalalpla o0:2x —y +3z +1=0.
Obtén també les equacions parameétriques de la recta determinada per @ i ©.
Obtenim un punt i un vector direccio de la recta nr
P(,-1,DEr — P(,-1,DER
(1,1,-Dx (1,2, D=3,-2,D=d//r - dG,-2,D//=x
Si m ésortogonal a o, el vector normal de ¢ és paral-lel a m

n,2,-1,3 Lo - (2,-1,3)//=n
Obtenim un vector normal a m: (3, -2, 1) x (2, -1,3) =(-5,-7,1) — (5,7,-1).

L'equacié del pla w és: 5(x-—D+7(y+ D -1(z—1 =0
Sx+7y—z+3=0

e Equacions parametriques de la recta determinada per m i o:

wSx+7y— z+3=0
0:2x— y+3z+1=0

Vector direccio de la recta: (5,7, -1) x (2, -1, 3) = (20, -17, =19).

Punt de la recta:

1
x=0 — 7y— z+3=0]7""2 R(o,—l,—l)
1 22
2

—-y+3z+1=0 _
x = 20\
1
Equacions de la recta: VTR 17
1
Z———2—19k
1- +1
52. Donats la recta r:%=Ty=z3 ielpla m:x + 3y —3z + 3 =0,

troba el pla que conté 7 iés perpendicular a .

-1 + 1 g
p XYl Zs - P(0,1,-D; d(2,-1,3)

mx+3y—3z+3=0 — n(l,3,-3)
El pla sera paral-lel a d ian icontindri P,
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53.

Un vector normal serd: (2, -1, 3) x (1, 3, -3) =(=6,9,7) — (6,-9, -7).

L'equacio del pla és: 6(x— 0)—9(y-1)—-7(z+ 1) =0
6x—9y—T7z+2=0

Determina la perpendicular comuna a les rectes:

o XYy =zt 4 s JX— 2=0
Nx+2p= 7 ) y+3=0

Escrivim les dues rectes en forma parametrica:

n Xt y=2z+4 | Restantla la equaci6 ala2a: y=3 -z
Nl x+2p=7 x=7-2y=7-2B3-2=1+2z

x=1+ 2\
rndy=3-A — Unpuntgenericde r és: R(1+ 2\, 3 -\ M.
z=A
x=2
x—2=0 _ <. _
s - s =-3 — Un punt genericde s és: S(2,-3, w.
y»+3=0 o "

—
Un vector genéric d’origen en 7 iextrem en s és: RS(1 -2\, =6 + A, u — \).

Aquest vector ha de ser perpendiculara r ia s

RS-(2,-1,1)=0 — 2-4A+6-A+u—-h=0 — —6h+u+8=0
RS-(0,0,1)=0 — w-A=0 — u=Ax

8 8
SA+8=0 — A=—; = —
> 5’M 5
Aixi:

W2 2.8
R_S>(—£,—£, o) ~ da, 2 0
5(2 3 8) >0
) 7?

La perpendicular comuna a les rectes €s:

x=2+A\
y=-3+2\
z=8/5
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54,

55. Donats la recta r: {

a) Troba p perque les rectes r, i r, siguin perpendiculars:
r.x_y—l_z r.x—l_y—p_z—S
g 2 2 | p-1 3

b) Calcula’n el punt d’interseccio i 'equacié del pla que les conté.

) (4,-2,2)-(1,p=-1,3)=4-2p+2+6=12-2p=0 — p=6

x= 4\ x=1+n
b)r:dy=1-2\ 7 dy=06+5u
z= 2\ z=3+3u

e Punt d’interseccio:

4N=1+u
1-2A=06+5u !\ Sumant les dues Gltimes equacions:
2h =3+ 3u
1=9+8u. — -8=8u — u-=-1
+ —
po oM _3-3_
2 2

la equaci6: 4 - 0=1-1. Pertant A =0, w=-1.
Substituint A = 0 en les equacions de 7, (0o bé u=-1 enlesde r,), obte-
nim el punt de tall: (0, 1, 0).

e Equaci6 del pla que les conté:

4,-2,2)x (1, 5,3) = (=16, -10, 22) — (8,5,-11) és un vector normal al pla.
Equaci6: 8(x—0) +5(y—-1) -11(z-=0) =0
8x+5y—-11z-5=0

¥—  2Z*3=0 G pla m x+2p +32—-1=0,

troba I’equacio d’una recta situada en el pla &, que passi pel punt
P(2,1,-1) isigui perpendicular a 7.
Un vector direccié de » és: (1,0,-2) x (0, 1,-1) =(2, 1, 1.

La recta que busquem ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) i perpendicular a (1, 2, 3)
(ja que esta situada en el pla 7). Un vector direcci6 de la recta és:

2,1, Hx1,2,3)=(,-5,3)

El punt P(2, 1, -1) pertany al pla i ha de pertanyer a la recta buscada. Aixi doncs
la recta és:

x=2+NA\
y=1-5A
z=-1+ 3\
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56. Troba l’equacio de la recta que passa pel punt (1, 2, 1) i talla perpendicular-
ment la recta: 7: {x —y-z=1

x + z=2

Escrivim 7 en forma parametrica:

" xX—y—-z=1 — y=x-z-1=2-z-2z-1=1-2z
lx+ z=2 — x=2-z

x=2-XA
rndy=1-2h — Unpuntgenericde r és: R(2—-A, 1 -2\ M.
z= A

-
Si anomenem el punt P(1, 2, 1), el vector PR ha de ser
r. perpendicular a 7, és a dir, perpendicular a d(-1, =2, 1).

.
Per tant, com que PR(1— A, -1 —2A, -1 +A):

P(1,2, 1)
.

PR-d=0 — (=% -1-2n-1+N)-(=1,-2,1)=0

“1+A+2+4N-1+A=0 — OAL=0 — A=0

La recta que busquem passa pel punt P(1, 2, 1) ipel punt Q(2,1,0) (Q s’ob-
té substiuint A = 0 en les equacions de 7).

-
Un vector direcci6 sera: PQ(12, -1, -1).

x=1+A
Larectaés: {y=2-A
z=1-A

57. Els vertexs del triangle ABC son els punts de tall del pla 2x +y — 3z = 6 amb
els eixos coordenats. Troba I’equaci6é de l'altura que parteix del vertex B i
que esta en l'eix OY.

Els vertexs del triangle son:
y=z=0 — 2x=6 — x=3 — A(3,0,0
x=z=0 — y=6 — B(,06,0
x=y=0 — Bz=6 — z=-2 — (C(0,0,-2)

Hem de buscar I'equaci6 de l'altura que parteix de B.

El seu vector direccid a)(a, b, ¢©) ha de ser:

—

— —
— Ortogonala AC — AC-d=0

— Ortogonal al vector normal del pla ABC, és a dir, del pla 2x+ y—32z=0, atés que
I'altura ha d’estar continguda en aquest pla — (2,1,-3)-d =0

Per tant tenim que:
AC-d=0 — (=3,0,-2)-(a, b, ) =0 — 3a+2c=0
2,1,-3)-d=0 = 2,1,-3)-(a, b, )=0 — 2a+b-3c=0
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Solucions: (<2, 131, 3 — Si t=—1, d(2,-13,-3)

Equaci6 de l'altura que passa per B:

x= 2\
y=06-13\
z= -3\
x—-1 y+1 =z e .
58. Trobael punt P de larecta 7: 2 "1 "3 que equidisti dels plans:
=_3+ A
uwx+y+z=-3 i B:ly= —A+p
z=-06+p

e Un punt generic de la recta » és: R(1 + 2\, -1 + A, 3M).

e Escrivim el pla f en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1|=0 — pB:x+y—-2z-3=0
z+6 0 1

e La distanciade R a o ia P ha de serla mateixa: dist (R, o) = dist (R, B).
[1T+2 -1+A+30+31 _ 11+2h—-1+A-3N-3]
Vi+1+1 Vi+1+1

, €ésa dir:

- 6L+3=3 = Gh=0 — k=0

|6)\‘+3|=3\67»+5=—3 > 6h=-6 —> A=-1

Hi ha dues solucions: P(1,-1,0) i P'(-1,-2,-3).

59. Sigui r la recta d’interseccio dels plans ax + 9y -3z =8 i x +ay —z = 0.
Determina el valor de a perque:
a) Els dos plans siguin paral-lels.
b) Els dos plans siguin perpendiculars.
o) Larecta r talli el pla OXY enun punta V2 de distancia de I'origen de

coordenades.

a) Les coordenades de (a4, 9,-3) i (1, a,—1) han de ser proporcionals:

a _ 9 _ 3

____—_/
1

1 a 1

&|\o>—\|&
||| |||
el A Sl AN

b) Els vectors normals han de ser perpendiculars:
(4,9,-3)-(1,a,-D=a+9a+3=10a+3=0 — a=%

Unitat 7. Problemes métrics



o) El pla OXY és el pla z=0. Busquem el punt de tall de » amb el pla OXY:

=a2-9
x+ay— z=0 x+ay=0 1 a
z=0

ax+9y—3z=8 olx+9y=8} IA|=‘a 9

(El problema només té solucié si a* — 9 = 0, ésadir,si a=3 i a=-3. Si
a=3 o a=-3, elsistema és incompatible.)

18 223, _|4 8.
lad= g a‘—Sa, 4, ‘1 o] =-8
X = 8a ;Y= —8  z=0
a* -9 a -9
- ) 8a -8 e .
punt de tall és P[—2%4— ——2_ 0|. La seva distancia a 'origen ha de ser v2:
#-9 a*-9

dist (P, o)=\/( 28a9)2+( 2_89)2=‘/§
a- — ac —

( Sa )2+( -8 )2=2 L, bda*+64 _
a* -9 a -9 (a? - 9)?

64a? + 64 = 2(dt + 81 —18a2) — Gdad? + 64 = 2d* + 162 — 3642
0=2d"-100a? +98 — d*—50a%2+49=0

5, 50+V2500-196 _ 50 +V2304 _ 50 + 48 _/“2
a = = = =2

+
2 2 2

I
[N
O
Vo
Q
I
+ I+
— ]

I
—_

Hi ha quatre solucions: a, = -7, a, =7, a;=-1, a;=1.

Pagina 187

60. Troba l'equacio del pla que conté la recta d’equacions paramétriques:
(=1 + 3\, 1+2\, 2+)) iés perpendicularalpla 2x +y —3z +4=0.

Determina també I’angle format per la recta i el pla donats.
Un vector normal al pla és: (3,2, D x(2,1,-3) =(-7,11,-1) — (7,-11, D).
Un punt del pla és (-1, 1, 2) (ja que conté la recta).

e L'equacio6 del pla sera:
Tx+1D-11(-1D+1(z=-2)=0
Tx—-11y+z+16=0
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61.

62.

e Angle format per la recta i el pla donats:

dG3,2,1); n(2,1,-3)

cos (90° — ) = = 1—54 = 0,357

Id-d1 6+2-3
d|s| Vvi4-vi4

90° — ot = 69° 4' 31" — = 20° 55' 29"

Donat un cub (hexaedre regular) de costat 6 cm, troba la minima distancia
d’una diagonal del cub a una diagonal d’'una de les seves cares, si sabem que
les rectes d’ambdues diagonals s’encreuen.

@ Dibuixa el cub amb un vértex en l'origen i els contigus sobre els eixos coor-
denats.

e La diagonal del cub passa per 0O(0, 0, 0) i
per C(6,06,06):

1
> > >

X
ray
z

e La diagonal de la cara passa per A(6, 0, 6) i
per B(6, 6, 0):

x=6
siy=u
z=06-1 X
o dist(r, $) = Volum del paral-lele\pipede _ |[d,_)d',_())fﬂ|
Area de la base |dxd|
111
d d,oa=[0 1-1|==6
6 0 6

dxd=(1,1,1Dx0,1,-D=(=2,1,1) — Idxdl=v6

Per tant: dist (7, s) = i, = 6.
V6

Troba I'’equacio del pla el punt més proxim a l'origen del qual és (1, 3, 2).

-
Si el punt més proxim a l'origen és P(1, 3, 2), el vector OP(1, 3, 2) és normal al
pla. Per tant, 'equacio del pla és:

Ix-1D+3(y-3)+2(z-2)=0
X+3y+2z-14=0
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63. Determina, raonadament, si les rectes

e x+y—-2z+1=0 s: 2x+y—z-1=0
2x-y+ z-1=0 ]l x—y-2z+1=0

es tallen o s’encreuen. Troba també el cosinus de I'angle que formen les se-
ves direccions.

Obtenim un punt i un vector direcci6 de cada una de les dues rectes:
d:(1,1,-2)x (2, -1, D =(-1,-5,-3) — d(1,5,3) PO,-1,0)

d:2,1,-Dx(1,-1,-2)=(-3,3,-3) — d.(1,-1,1); P(0, 1,0

PP'(0, 2,0)
1 1 0
5 -1 2| =4=0 — Lasrectes s’encreuen.
31 0
d-d _s
cos o = |_f _f| =53l 1 L 0,0976
|d,| |dy|  V35-V3 V105

64. Determina les condicions que han de complir @ i b perqué aquests tres
plans: ax +z—1=0, x +bz +2=0, V5x + 3y + 22 —3 =0 es tallin en un punt.

Sifem a =2 i b =1, obtenim les equacions parameétriques de la recta deter-
minada pels dos primers, com també I'angle que aquesta forma amb el tercer.

ax + z= 1
X +bz=-21 Perque els tres plans es tallin en un punt, el sistema ha de
Vsx+ 3p+2z= 3| tenirsolucio Gnica, és a dir:

a 0 1
1 0 b |=3ab-1D=0 — ab=1
3 2

V5

eSia=21ib=1,larecta determinada pels dos primers plans és:
2x+ z-1 =0} Restant: x—3=0 — x=3

X+2z+2=0[ z2=-2-x=-2-3=-5

x=3
Equacions parametriques: J y = A
=-5

e Angle que forma la recta amb el 3r pla:
d(,1,0 n(v5,3,2)

Id-nl S
COS(9OO—(X.)= — n - 37= 37=ﬁ —_— 900—(1=450 — O(=45°
|d||n | V18 3vV2 2
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65. a) Troba els punts de r: {z +yz jg que disten % del pla
2x —y +2z +1=0.

b) Obtén els punts de n que disten % dels punts trobats en I'apartat an-
terior.

a) Escrivim 7 en forma parametrica:

x= A
Jz/'i_fc} — nrnly=-h — Unpuntde r ésdelaforma R(A, —A, D).

z= A

. [2L+ A+ 20 + 11 [S5h + 11 1/57»+1= 1 — A=0
dist (R, ) = e = == _ -
wrk Vi+1+4 3 3 =5h+l=-1 — A=-2/5

. 2 02 2
Hi ha dos ts: (0,0, 0 (——, —,——).
i ha dos punts: ( ) 55 73

b) Els dos punts obtinguts estan a distancia 1 de m.

Es tracta de trobar la projeccio d’aquests punts sobre el pla .
e Pera (0,0, 0):

Obtenim la recta que passa per (0, 0, 0) i és perpendicular a m:

x= 2\
y=-A
z= 2\

Busquem el punt de tall d’aquesta recta amb
AN+ 4+1=0 = Oh=-1 — h=—-

9
El punt és (—z, l, —é).
99 9
e Pera (—E, l, —2):
5°5 5
Busquem la recta que passa per aquest punt i és perpendicular a
=-2/5+ 2\
y=2/5- A\
z=-2/5+ 2\

Obtenim el punt de tall d’aquesta recta amb
2(—£+2x)—(2—x)+2(—3+2x)+1=0
5 5 5

S N A N T
5 5 5

Oh-1=0 — A=

o=
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8 13 8

El punt és (—E, % 55/

66. Tenim els punts P(3,1,5)i Q (-1, 7, 3). Pel punt mitja del segment PQ tra-
cem un pla n que ha de ser perpendicular a aquest segment. Aquest pla ta-
lla els eixos coordenats en els punts A,B i C.

a) Escriu 'equacio de m.

b) Calcula I’area del triangle ABC.

a) El pla és perpendicular al vector PQ(—4, 6, —=2); un vector normal al pla és
2,-3, 1.

Passa pel punt mitja del segment PQ: M(1, 4, 4).
L'equaci6 del plaés: 2(x—1)-3(y—-4) + l(z—-4) =0
T 2x -3+ z+6=0
b) Busquem els vertexs del triangle:

y=z=0 — 2x+6=0 — x=-3 — A(3,0,0)
x=z=0 — B3y+6=0 — y= 2 — B0O,2,0
x=y=0 — z+6=0 — z=-6 — (C(0,0,-6)
ABG, 2,0) AC(, 0,-6)
ABx AC=(<12,18,-6) — 14Bx AC| = V504

lABx ACl V504

> 5= 11,22 u?

Area =

67. Calcula el volum d’un cub que té arestes sobre cada una de les rectes » i s:

x=;+2: x y-8 =z-6

r: =2+ St = ="

¥ 13 2 14
z=-1-1

e Busquem la posicio6 relativa de les dues rectes:
d =2 6-1; PA,-2,-1

d = (13,2, 14); P(0,8,6)

N
—

PP'(-1, 10, 7)

2 13 -1
6 2 10
-1 14 7

=-1014 — Les rectes s'encreuen.
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e Laresta del cub és la distancia entre les dues rectes:

. _ Volum del paral'lelepipede _ 1014 1014 B
dist - : - - =
A Arca de la base dxd) 1661, 7D]
__1014 _ aresta del cub
V14553
e El volum del cub és:
3
v (UL 50386 u3
V14553

68. Determina I’equaci6é continua de la recta » que és perpendicular i talla les
rectes s i ¢ d’equacions:

s:(1+20,2=-N1+A) t:(4+p,6+p,5-2n)

Un vector generic d’origen en s i extrem en ¢ és:
—
ST(3-2h+w, 4 +A+u, 4—A-2w

Aquest vector ha de ser perpendicular a les dues rectes:

ST-2,-1,D=0 — 6-4r+2u—-4-A-u+4-Ah-2u=0 — OA+u=6
ST+(1,1,-2)=0 — 3-2A+u+4+h+u—-8+20h+4u=0 — A+6u=1

A=1 u=0
La recta que busquem talla s en S(3, 1, 2), italla t en 7(4, 6, 5).
Un vector direccid és ST(1, 5, 3).

x=3_y-1 _=z-2

La seva equacio continua és: T 5 3

69. Troba els punts simétrics de P (1, 2, 3) respecte del pla a:x -3y -2z +4=0

+3=0

irespectedelarecta r: ] * 77V
p { 4x -z =0

B Simetric respecte del pla:

e Equaci6 de la recta que passa per P iés perpendiculara o

x=1+ A
y=2- 3\
z=3 -2\

e Punt de tall de a amb la recta anterior:
A+M)-32-30)-2B3-2M)+4=0
1+A-—6+9N—-06+40+4=0

14h-7=0 — A=

N =
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70.

3 1

La recta i el pla es tallen en (?, —, 2]. Aquest és el punt mitja del segment

2
PP’ de manera que P’ és el simetric de P respecte del pla a. Per tant, si

+2
P'(x, y, 2, aleshores: (waL 1, Y 5 Z; 3

(3 1 L Py
(2,2,2) P'(2,-1, 1.

B Simetric respect de la recta:

e Escrivim la recta en parametriques:

x—y+3=0 — ypy=x+3 =
{4x—z=0 —  z=4x } -on yi3+k
z= 4\

e Busquem I'’equacio del pla perpendicular a » que passa per P:
Mx-D+1(py-2)+4(z-3)=0
X+ y+4z-15=0

e Obtenim el punt d’intersecci6 de la recta » amb el pla:

A+3+A+160—15=0

18 —12=0 — r=2
3

El punt de tall és 1, ﬂ, 8 .
333

manera que P” és el simetric de P respecte de la recta 7. Aixi, si P(a, b,
a+1 b+2 c+3|_(2 1 8) . (116 7
37373

2 ) 2 ’ 2 37 57 5'
2x—y—-2z-3=0
xX—-y+z-2=0

Aquest és el punt mitja del segment PP’ de

©), aleshores: (

Troba la distancia entre el punt P(2, 1, 3) i la recta r: {

e Escrivim la recta 7 en forma parameétrica:

) _a . Restant. _ 140 x=1+ 2\
x—y:B z e_stant. x—_ z nly=c1+3
X—y=2-z| y=x+z-2=-1+3z z= A

e Busquem l'equacio del pla que passa por P iés perpendiculara n
2x-2)+3y-D+1(z-3)=0
w2x+3y+z—-10=0

e Obtenim el punt de tall de » amb m:
20+ 20) +3(-1 +30) + A —-10=0
2+40-3+9NM+A-10=0

14h-11=0 — r=21L
14
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dles of18 19 11
El punt de tall és Q( - 14 14).

e Calculem la distancia:

1050 [75

dist (P, 7 = dist (P, Q) = |PQI = =\/19—6= =231

4 5 31
77147 14

71. Donats els punts A(1,5,-2), B(4,0,1) i C(-3, 2, 0):
a) Prova que son els vértexs d’un triangle.

b) Troba la longitud del segment que ve determinat en els seus extrems pel
punt B ila seva projeccio sobre AC.

a) Cal demostrar que els punts no estan alineats.

—
A_Ii(S =5, %) Les seves coordenades no son proporcionals, per tant els punts
AC(—4, -3, 2) | no estan alineats. Son els vértexs d’un triangle.

b) e Obtenim I'equacio del costat AC:

xX= -3 — 4\
rndy=2-3\
z= 2\

e Busquem el pla que passa per B i és perpendiculara »
“A4x-4)-3(y-0)+2(z-1 =0
T—4x—3Y+2z+14=0

e Obtenim el punt d’interseccio de » amb
—4(=3 —4N) —3(2-30M) + 4N+ 14 =0
12+ 16N — 6 + 9N + 4N + 14 =0

200+20=0 — A= 2
29
El punt (projeccio de B sobre AC) és: B’ _—7, ﬁ, —40 .
29 29 29

e La longitud del segment és la distancia entre B i B"
123 118 69| _ \/55814 _ \/1 166 634
29’29’29‘ 841 29 T

D’una altra forma:

—_
|B'Bl =

o Area _ [ACxAB| _ 101,18, 29)] _\/1166 e
T Race — N 29 =9
Base |AC| \/16+9+4
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72. Determina I'equacié d’un pla 5t paral-lel al pla de 'equacio x —2y + 3z +6 =0
i que dista 12 unitats de I’origen.

Un pla paralllela x—2y+3z+6=0 ésdelaforma m x—2y+3z+ k=0. Hem
de buscar k perque la distancia a I'origen sigui de 12 unitats:
el _ kL, — k=12V14

T~ p=—12V14

Hi ha dos plans: x— 2y + 3z + 12V14 =0 i x—2y+ 3z-12V14 =0.

dist [(0, 0, 0), wt] = =
Vi+4+9 Vi4
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73. Un quadrat té un dels costats sobre la recta r: i un altre

x-3 y-1 =z+5
2 -1 -2

3x +2p +22=0
x—-2p+2z=0
sobre s:

a) Calcula l’area del quadrat.
b) Troba quatre punts (dos en » idos en s) que puguin ser els vértexs d’'un
quadrat, si un d’aquests és (0, 0, 0).

a) Escrivim la recta 7 en forma parameétrica:
(3,2, 2)x (1,-2,2) = (8,4, -8) // (2, -1, -2)

x= 2\ _
rnay= -\ - dr(za _17 _2); P(O, O’ O)
z= -2\

(Z(Z, -1, =2); les dues rectes tenen la mateixa direcci6; a més P(0, 0, 0) € 7,
perd P(0, 0, 0) & s. Les rectes son paral-leles.

El costat del quadrat és la distancia entre les
dues rectes. \ IO
Area _ PO xdl

dist (r, s) = dist (P, s) = —
Base |d|

I N TR LT
Va+1+4 V9

= costat del quadrat

Per tant: Area = (V10 )% = 10 u2.

b) Obtenim els veértexs que poden estar en 7:
Un punt de r és (2\, —A, —2\):
dist (P, Q) = VAN + M2 + 402 =V10  —
- 9r=10 — x=¢%
Hi ha dos possibles vertexs:

QZ\/TO V10 —2v10
3 3 3

—2v10 V10

3 737 3

;i R
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e Obtenim P Un puntde s ésde la forma: S(3 + 2w, 1 —u, -5 -2
—
pPS-d =0 — (G+2u,1-w -5-20-(2,-1,-2)=0

6+4u—-1+u+10+4u=0 — 9u=-15 — M=?
plL 8 =5
33 3

e Si Q'(x, y, 2, com que PQ = P'Q’ aleshores:

(2\/10 10 -2V10 =(x+l,y_§,z+i)

37 37 3 3 3 3

Q,(Z\/lO—l 8 -v10 —5—2\/10)
3 ’ 3 ’ 3

—_ —
e Si R'(a, b, ©), com que PR= PR’ aleshores:

—2v10 V10 2v10| _
V10 2v10) _{(, .
3 0 3 3

R/

—2V10-1 8+V10 =5+2V10
3 ’ 3 7 3
Els dos quadrats son PQQ'P’ i PRR'P'

74. Estudia la posicio relativa de les rectes » i s i calcula angle que formen:

x-1 y = x=3+ A
T=§=Z S: y=3+2)\.
z=4+3\

d (2,3, 4); P(,0,0)

d.(1,2,3); P33, 4

PP(2,3,4) =d,

Les dues rectes es tallen en el punt (3, 3, 4).

e Angle que formen:

|d,-dl_2+6+12 _ 20
|d| |4y V29-V14 V406

cos o, = =0,99 — a=06°5857"

75. Si r, éslarecta que passa per A (2,4,0) i B(6,2,0), i r, la que passa per
Cc(0,0,7) i D@, 2,0).

Obtén, de manera raonada, la distancia entre », i r,.

e Escrivim les rectes en forma parametrica:

r: AB(4,-2,0) // (2,1, 0)

x=2+ 2\
e {y=4-h
z=0

Unitat 7. Problemes métrics



1 CD(3,2,-7)

x=3u
e 4y =20
z=7-=7u

e Estudiem la posicio relativa de 7, 1 7,

—_—

AC(=2,-4,7)
2 3 =2
-1 2 —4|=-21=20 — Lesrectes s'encreuen.
0o -7 7

* Busquem la distancia entre 7, i 7,

) Volum del paral-lelepipede 21
dist = < = -
ist (ry, 1) Area de la base 1(2,-1,0) x (3,2, =71
-2 2l g»

[(7, 14, D1 204

76. Troba I’equacio general del pla determinat pels punts 4 (1, 1, 1), B(-2, 0,-1),
Cc(1, -2, 0), i calcula el volum del tetraedre que limita amb els plans car-

tesians.

AB(-3,-1,-2)

— Son paral-lels al pla.
AC(0, -3, -1

L’equacio del pla és:

x—1 3 0
y—1 1 3|=0 — 5x+3y-92+1=0
z—1 2 1
e Vertexs del tetraedre: 0(0, 0, 0)
1 1
=z=0 — 5x=-1 = x=-— — A(——,0,0)
Y 5 5
1 1
x=z=0 — 3y=-1 — =—-= - B(O,——,O)
Y Y773 3

x=y=0 — 9z=-1 — Z=% — C(0,0, )
Volum=%(l l-l):LuS

5 3 9
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77. Calcula la distancia entre les rectes segiients:
x — z == X — z=0
r: S:
y -z = —4 y +z2z=0

e Escrivim les rectes en forma parameétrica:

B B x=-2+A
r. X—z=-2 — x=-2+z » -4+ )\
y—z=-4 — y=—-4+z =
x=Ah
x—-2z=0 — x= z _
s: s dy=-A
y+z=0 — ypy=-z 2=

e Estudiem la posicio6 relativa de les dues rectes:
d.(1,1, D; P(-2,—4,0)

55(1, -1, 1); P(0,0,0)

-
PP'(2, 4,0)
1 1 2
1 -1 4|=4=%0 — Lesrectes s’encreuen.
1 1 0

e Busquem la distancia entre les rectes:

. _ Volum del paral-lelepipede _ 4 _
dist = - = =
ist (7, 8) Area de la base (1,1, Dx (1, -1, D

4 4 4 4 2

= =T=T=T=vzz1,4l
12,0,-21  V4+4 V8 2V2 V2

78. Tenim els punts P(5,1,3) i Q(@3, 7 ,~1). Pel punt mitja del segment PQ
tracem un pla n perpendicular a aquest segment.

Aquest pla talla els eixos coordenats en els punts A,B i C:
a) Escriu ’equacio del pla mw.

b) Calcula el volum del tetraedre de vértexs O,4,B i C (O és lorigen de IR3).

—
a) El pla és perpendicular a PQ(=2, 6, —4) // (1, =3, 2). Passa pel punt mitja del
segment PQ: M= (4,4, 1).

L'equacio del pla és: 1(x—4) —3(y—-4) +2(z—-1) =0
Tx—3y+2z+6=0
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b) Busquem els vertexs del tetraedre:
y=z=0 — x+6=0 — x=-06 — A(6,0,0)
x=z=0 — B3y+6=0 — y= 2 — B0,2,0
x=y=0 — 2z+6=0 — z=-3 — (0,0, -3)

Volum=%(6~2~3)=6u3

79. Troba el punt del pla de 'equaci6 x —z = 3 que sigui més proper al punt
P@3,1,4), com també la distancia entre el punt P i el pla donat.

e Busquem l'equacio de la recta perpendicular al pla que passa per P(3, 1, 4):

xX=3+A
rdy=1
z=4 -\

e El punt que busquem és el punt de tall de r iel pla:
BG+MN-(4-M=3
3+h—4+A=3 — 20=4 — A=2
El punt és P'(5, 1, 2).

e La distancia entre P iel pla és igual a la distancia entre P i P*

—_
dist (P, P) = |PP'l = 1(2,0,-2)I = V4 +4 = V8 =283

80. Es consideren els punts P(2,1,-1), Q(1,4,1) i R(1, 3, 1):
a) Comprova que no estan alineats i troba l’area del triangle que determinen.

b)Si des del punt V (1, 1,-1) es tracen rectes a cada un dels punts P,Q i R,
s’obté una piramide. Troba l'altura d’aquesta piramide i el seu volum.

s
a) P_%(_l’ 3,2 No té les coordenades proporcionals; per tant els punts no es-
PR(-1,2,2) tan alineats.
- —> — — _
POxPR=(2,0,1) — IPOxPRI=V4+1=15

Area = % ~ 1,12 u?

b) L’altura és la distancia de V al pla determinat per P, Q i R
Un vector normal al pla é&s PQ x PR= (2,0, 1). L'equacio6 del pla és:
26-2)+1(z+ 1D =0

w2x+2z—-3=0
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Altura = dist (V, ) = /2= 1=31 _ 2

Vs v

V5

Volum = % [Area base x altura] = — - 2 1ud

81. Troba el volum d’un paral-lelepipede de bases ABCD i EFGH si sabem que
AQ1,0,0), B(2,3,0), C(4,0,5) i E(7,6,3).

Troba les coordenades dels vértexs restants del paral-lelepipede.
Busquem les coordenades dels vertexs restants:

o Vertex D(d,, d,, dy): H G
E(7,6,3)

BA=CD — (-1,-3,00=(d, 4, dy, dy~5)
D@3, -3,5)
o Vertex F(fy, f, f3):
AE=BF — (6,6,3)=(f,~2.f,~3.f)
F(8.9.3) c(4,0,5)
o Vertex G(g,, g, gy ivertex H(hy, by, by): Anem ey
AE=CG = (6,6,3)=(g ~4.8,8-5 — G0,6,8)
AE=DI — (6,6,3)=(h 3, h,+3, h—5 — H(©, 3 8)

2;3(1, 3.0) 1?1))(2, -3,5), 25(6, 6, 3)

[AB, AD, AE1 =12 -3 5| =33 — Volum =33 u’
6 6 3

82. Donades les rectes

x -1 y+1 z—2 {x_y+z= 2
= = S:

r: = 3 —y—z =—4

1 2 1

determina la posicid relativa d’ambdues rectes i I'area d’un dels quadrats,
dos dels costats del qual estan sobre » i s.

e Escrivim la recta s en forma parametrica:

—y+z=2-x }Sumant: 2y=-2-4x — y=1+2x

—y—z=—4-3x [ z=2-x+y=3+x
x=A

ssdy=1+2\
z=3+A

Unitat 7. Problemes métrics



e Estudiem la posicio relativa de les dues rectes:
d.(,2,1; P, -1,2)

d.(1,2,1; 00,1,3)

Les rectes tenen la mateixa direccid; PE r, perd P& s, per tant les rectes r i
s son paral-leles.

e El costat del quadrat és igual a la distancia entre les rectes r i s.

EP(:L _Za _1)

P xd. =(1,-2,-Dx (1,2, 1) =(0,-2, 4

P(1, - g
’ I | —
dist (r. $) = dist (P, ) = 122X AL _ 100,22, D1

|a)| (1, 2, DI
__Var16 20 [10
S Vi+4+1 Y O 3

83. Donades les rectes » i s:

x-3 y =z-1 x=H
T R T i D
z =

troba els punts que donen la minima distancia i determina I’equacio de la
perpendicular comunaa r i s.

Un punt genéric de r és R(3+ 2N\ A, 1 + 0.

Un punt generic de s és S(u, —u, —Ww.

Un vector generic d’origen en 7 iextrem en s ¢&s:
1?5“)(—3—2}\ +u,-A—u,-1-A—w

Aquest vector ha de ser perpendiculara » ia s

—

RS-(2,1,1)=0 — —6A-7=0 — ;\=_%
RS-(1,-1,-1)=0 — —2+3u=0 — M=%

Els punts que donen la minima distancia son:
2 7 11 . 2 2 2
R(_a__z__) 1 S(_y__v__)
3767 6 3 3 3
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La perpendicular comuna és la recta que passa per R i S

=1 1 -
RS|0, =, —=] — d(,1,-1
20 2

2

x:_

3

Larectacs | yo_7
a recta és: y——g+)\
=—— —A

=T7%

x—1 y-1 =z-2

84. Trobal'equaci6 de la projecci6 ortogonal ' de larecta r: 1 >

sobreel pla o:x —3y + 2z +12=0.

La projeccio ortogonal de 7 sobre a és la recta interseccio del pla a amb un al-
tre pla m, perpendiculara o ique conté r

P(1,1,2); d.(2,1,2); n(1,-3,2)
dxn=(21,2x,-3 2 =(@-2-7
L'equacio de m és: 8(x— 1D —-2(y—-1)-7(z-2)=0
e 8x—2y—-7z+8=0
La projeccio ortogonal de r sobre o és:

” xX—-3y+2z+12=0
S 8x-2y-7z+ 8=0
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85. Els punts P(0,1,0) i Q(-1, 1, 1) son dos vertexs d’un triangle, i el tercer,
x=4

S, pertany a la recta r: { . Larecta que conté P i § és perpendicular a

la recta r.
a) Determina les coordenades de S.

b) Calcula I’area del triangle PQS.

- = - — 0(-1,1, D
a)PSJ-dr g PS'dr= 0 P(O, 170) -—_____--"::.
«-"" S
(4, A=1,1D-(0,1,0=A-1=0 — r=1
S4,1, 1) ! 00,1, 0

b PS(4, 0. 1) PO(-1, 0, 1)

PSx PO=(4,0,1) % (1,0, 1) = (0, -5, 0)
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86. Considera un quadrat el centre del qual és el punt C(1, 1, —1) i té un dels
costats en la recta:

x-2 y-1 _ =z-1

r:

1 1 0

a) Troba I’equacio del pla en qué es troba el quadrat.

b) Calcula la longitud del costat del quadrat.

a) Esel pla, m, queconté C i » (Tr(l, 1,0); P2, 1,DeEer
(1,1, -1
PC(-1,0,-2) // =
Un vector normal al pla és:
n=0,1,0x(1,0,2) =(2,-2,-1
L’equacio del pla és:

2x- D -2(y-D-1(z+ 1D =0

2x-2y-2z-1=0

b) La distancia de C a r és la meitat del costat del quadrat.
. a,1,-1)
- *

d.xPC=(1,1,0)x (-1,0,-2) = (2,2, D

IdI=Vi+1=v2

dist (o= JAX POl _Vardrl V9 3 3V2
|d,| V2 V2o V2o 2
é = % —  costat del quadrat = / = 3V2 =~ 4,24

87. En la figura adjunta, calcula l'angle que forma la recta BC
amb la recta que uneix B amb el punt mitja del costat AD. B

Considerem el cub de costat 1 amb un vertex en 'origen: C

Aixi: A(1,0,0) B(1,1,1) €(0,1,0) D(1,0, 1) M(l,o, %)

BC(-1,0, -1); BM(O, -1, —%)

—_— —
|BC-BM| _ 1/2

coso = L ——— ——— =

=L 0316 = a=71°3354
V10
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3x +2y—2—-1=0

88. Sigui la rect :
guaecar{x+y 1-0

a) Determina ’equaci6 de la recta s que talla perpendicularment » i passa
per (0, 2, 2), i les coordenades del punt P, interseccio de 7 i s.

b) Troba 'equacio del pla © que conté » i s iladelarecta ¢ perpendicu-
lar a © pel punt P.

c) Si Q és qualsevol punt de ¢, explica, sense fer cap calcul, quina relacio
hi ha entre les distanciesde Q a », a s ia m.

a) Escrivim 7 en forma paramétrica:

x= A
{596:2)/—2—1?8 — zjx+2y—1=1+x} o I
ey -is yeiox z=1+\

40,2, 2) Un punt genericde r és R(A, 1 —A, 1+ M.
L)

— —
AR ha de ser perpendiculara 7 ésa dir: AR-d. =0
d1,-1, 1 A, -1-XA-1+M-(1,-1, D=0

A+1+h-1+A=0 — 3A=0 — A=0
RO, T—A, 1+M) R, 1, D

La recta s passa per A0, 2,2) iper R0, 1, 1.

. x=0
RA0,1,1) — sly=1+Axr
z=1+A\

El punt d’interseccio de r i s és P(0, 1, D).

b) Equacio del pla @ que conté r i s
n=(,-1,Dx 0,1, 1D=(2,-1,1; PO, 1,DER
2x-0-1(-D+1(z-D =0
w2x—)y+2z=0

Equaci6 de la recta ¢ perpendiculara m pel punt P

x= =2\
tdy=1-A
z=1+A

OSi Qet — dist(Q, 1 =dist (Q, s) = dist (Q, m) = dist (Q, P)

Les tres distancies coincideixen amb la distancia de Q al punt P, per tant les
tres son iguals entre si.
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89. a) Troba la distancia del punt P (1, —1, 3) a la recta que passa pels punts
01,2, )i R(1,0,-1).

b) Troba tots els punts S del pla determinat per P,Q i R de manera que el
quadrilater de vertexs P,Q,R i § sigui un paral-lelogram.

a) Si r éslarecta que passa per R iper O,
aleshores:

N —_— —

Area _ |RP x RQ|

dist (P, 1) = =25 x 1
) | RO|

RPO.-1.4)] — —
. RP x RQ = (=10, 0, 0)
RO(0, 2, 2)

. [ (=10, 0, 0| 10 10 10 5
dlSt (P, V) = — = — T = = —— = —= = 3,5411
10,221 Vi+4 V8 2v2 V2

b) Hi ha dues possibilitats: que P i Q siguin vertexs consecutius, o que ho siguin

Pi R
*Si P i Q sOn consecutius, obtenim S, (x, ), 2):
S — —
Lt OP=RS, = (0,-3,2)=(x—1, 2+1)
B " .
PP e | 5,1, -3, 1)
Sy =T I-‘ el 5
“.‘ . *Si P i R sOn consecutius, obtenim S,(a, b, o):
el ,.—"" — —
‘5" RP=0S, — 0, -1,9=C-1,b-2,¢c-1)
5,(1,1,5)

90. Donades la rectes: r:{x=1+a(y—2) s:{ y-z+1=0
X =z ax — z =2a—2

a) Esbrina’n la posicio relativa segons els valors de a.

b)Si a = 0, determina els punts P €Er i Q €Es de manera que la distancia
entre P i Q sigui minima.

a) Escrivim 7 i s en forma paramétrica, obtenint un punt i un vector direcci6 de
cada una d’elles:

" x=1+a(y-2) - x—ay+Qa-1=0
Nx==z - x-2z=0

Vector direccio6: c_l), =(1,-a,0)x(1,0,-1)=(a, 1, a)
Punt: y=2 — x=z=1 — P(,2,D

x=1+ ah
rly=2+ A
z=1+ ah
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s y-z+1=0
Nax -z =2a-2

Vector direccio6: c—iz =(0,1,-1) x(a, 0,-1) = (-1, —a, —a)

Punt: x=2=2 — y=1 — P(21,2)

x=2-n
sdy=1-aun
z=2-an

B Estudiem la seva posicio relativa:

d(a, 1, @ d(-1,-a,-a) PP'(1,-1,1)

a 1 a /ﬂz 1
- 2
—11 —it—la =l-a=0<__ ,-_,

- - —> - —
«Si a=1:. M'=(d.1d 1PPY; M=1d.1d]

RN an o = 2 ran o = 1
M 1_1_1 Les rectes sOn paral-leles.
———
M
eSi a=-1

-1 -11 ran (M) = 2 = ran (M")
- Les rectes es tallen en un punt, son secants.

eSi a1 ia=-1 — ran(M') =3 — Lesrectess’encreuen.

b) Agafant a =0 (les rectes s’encreuen), tenim que:

x=1 xX=2-nu
nly=2+A siy=1
z=1 z=12

Un punt genericde r és R(1, 2+ A, 1).
Un punt genericde s és S(2 -y, 1, 2).

-
Un vector genéric amb origen en 7 iextremen s és: RS(1—u, -1 —-A, 1.

—

Aquest vector ha de ser perpendiculara d. ia dg

o

cd=0 - (1-w-1-A1D-(0,1,0=0 — -1-A=0 — k=-1

-
RS-d=0 — (1-p-1-A1D-(-1,0,00=0 = —1+u=0 — u=1
Els punts son P(1, 1, 1) i Q(1, 1, 2).

| 3l

|
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y+6 =z-6

91. Siguin A,B i C els punts de larecta: r:x —12 = 5 3

els plans coordenats x =0, y =0, z = 0.

que estan en

a) Determina, raonadament, quin dels tres punts es troba entre els altres
dos.

b)Si D és un punt exterior a la recta, indica, raonadament, quin dels trian-
gles DAB, DAC o DBC té major area.

a) Obtenim les coordenades dels punts 4, B i C

x=0 — |[y+0

=-12 — y=-30

’ 6 A(0, =30, =30)
= 2=-12 - 2=-30
3
y=0 — x—-12=3 — x=15
Z_6 =5 — z = 15 B(].S,O,ls)
3
z=0 — [x-12=-2 — x= 10
L26 _ 2 > y-_10 [ €0,-10,0

A_B; = (15, 30,45 =151, 2, 3) Tenen el mateix sentit i 1ACI < |4ABl —
AC = (10, 20, 30) = 10(1, 2, 3) — ( estaentre A i B.

b) L’altura dels tres triangles és la mateixa en els tres casos, ja que és igual a la
distancia de D a 7. Tindra una area més gran el que tingui una base més gran.
Com que C estaentre A i B, el de base més gran és el que té com a base AB;
és a dir, el triangle d’area més gran és DAB.

92. Troba el pla de la familia: mx +y +z —(m + 1) = 0 que esta situat a distan-
cia 1 de l'origen.

Busquem la distancia de 'origen, (0, 0, 0), al pla i la igualem a 1:

lm-0+0+0-(m+DI _ Im+1I

dist = — -
Vm2+1+1 Vm? + 2

=1

lm+1l=vVm?+2 — (m+D?=m?+2 — m?+1+2m=m?+2
2m=1 — m=

1
2

El pla és: %x+y+ z—%=0; ésadirn x+2y+2z-3=0.
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93. Troba el lloc geométric dels punts P(x,y, z) que equidisten dels punts
A(1,-1,0) i B(2,3,—4). Comprova que obtens un pla perpendicular a AB i
que passa pel punt mitja de AB.

Si P(x, y, 2) ésun punt del lloc geometric: dist (P, A) = dist (P, B) —

- Vix-D2+@+ D2+ 22 =V(x-22+(y-23)2+ (z+ 4?2
A - 2x+1+32+2p+ 1 +22 = —dx+4+37-6p+9+2*+82+16

7 2x+8y—8z—27=0 — Equaci6 d'un pla.

—
e Veiem que m ¢és perpendicular a AB:
AB= (1, 4,-4)
Vector normal al pla — 1(2, 8, -8) // AB

s
Per tant AB 1 m.

e Comprovem que 7 passa pel punt mitja de AB:

1+2 -1+3 0—4)=(5

) ) ) 17_2)
2 2 2

o 2

2-(%)+8-1—8~(—2)—27=0 ~ MEn

e El pla & és el pla mediador del segment AB.

94. Troba el lloc geometric dels punts que equidisten dels plans segiients:
a: 3x +y—-2z+1=0
B: x -3y +22-3=0

@ Hi ba dues solucions. Son els plans bisectors del diedre que determinen o i

Si P(x, y, 2 ésun punt del lloc geometric:

B3x+y-2z+11 _ lx-3y+2z-3l

dist (P, o) = dist (P, ) = e el
Vo+1+4 V1i+9+4

[3x+y—2z+ 1= lx—3y+2z-3]|

" 3x+y-2z+1=x-3y+2z-3 = 2x+4y—4z+4=0 = x+2y—-2z+2=0
TN3x+ p—2z+1=-x+3y—2z+3 — 4x-2y-2=0 — 2x-y-1=0

Son els plans bisectors del diedre que determinen o i f.
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95. Troba les equacions del lloc geomeétric de tots els punts del pla x =y que
disten 1 del pla 2x —y + 2z = 2.

Si P ésun puntdel pla x =y, aleshores és de la forma P(x, x, 2). La distancia
de P al pla donat ha de ser igual a 1, és a dir:

2x—x+2z-21 _ |lx+2z-2]
Va+1+4 3

-1

__— Xx+2z-2= 3 —= x+2z-5=0
+ _ =
et 2z-2l= 3 102 2223 - x+2:41=0

Son dues rectes: 7 {er 2z-5=0 s: {er 2z+1=0

xX=Y xX=Y
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96. a) Troba el lloc geomeétric dels punts que equidisten dels plans d’equacions
3x —4y +5=01i2x -2y +z+9=0.

b) Quins punts de I'eix OY equidisten d’ambdos plans?

a) Si P(x, y, 2 ésun dels punts del lloc geometric, aleshores:

3x—4y+51 _ [2x-2y+ z2+9]
Vo +16 Vi+4+1
[Bx—4y+51 _ [2x=2y+ z+ 9|
5 3

313x—4y+51=512x-2y+ z+ 9|

__—9x—-12y+15= 10x-10y+5z+ 45 — X+ 2y+5z+30=0
T~—Ox-12y+15=-10x+ 10y -5z-45 — 19x-22y+5z+060=0

Son els plans bisectors del diedre que determinen els dos plans donats.

b) Un punt de l'eix OY és de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada un
dels plans ha de ser la mateixa, és a dir:

=4y +51 _ 1=2y+91 _ 1-4y+51 _ 1-2y+9lI
Vo + 16 Va+4+1 5 3

3l—4y+51 =51-2y+9l
\_12y+ 15=10y-45 — -22y=-60 — y=ﬁ

Hi ha dos punts: Q, (0, -15, 0) i QZ(O, %, 0)~
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97.

98.

99.

Calcula el conjunt de punts de IR3 que estan a igual distancia de P (-1, 2, 5)
i Q(3, 4, 1). A quina distancia es troba el punt P d’aquest conjunt?

Si A(x, y, 2 ésun punt del conjunt, la seva distanciaa P ia Q ha de ser la ma-
teixa, és a dir: dist (A, P) = dist (A, Q) —

= Vx+ D2+ (-2 +(z-5% =Vx+ 3+ (- DH? + (z- D?
A+ 20+ 1+97—4y+4+22-102+25=
=2+ 6x+9+32-8y+16+22-22+1 — —4x+4y—-8z+4=0 —
- mx—-y+2z-1=0

Es el pla mediador del segment que uneix P i Q.

La distancia de P a aquest pla sera igual a la meitat de la distancia entre P i O
dist (P, Q) = 1POl = 1(=2,2,~4)| = V4 + 4+ 16 = V24 = 2V6 —
- dmtuzn)=-3%§-=v%¢=245

Troba I’equacio de I'esfera que passa per:

A1,1, 1, B1,2,1), €(1,1,2), D(2,1,1)

L'equaci6 és de la forma x? + y? + 22 + ax+ by + cz+ d = 0.

Substituim cada un dels quatre punts en I'equacio:
1+1+1+a+b+c+d=0 — a+b+c+d=-3 a=—
1+4+1+a+2b+tc+d=0 — a+2b+c+d=-6| b=-

l+1+4+a+b+2c+d=0 — a+b+2c+d=-6 c=-—
4+1+1+2a+b+c+d=0 — 2a+b+c+d=-6 d=

Lequacio és: x? + y? + 22 —3x—3y—3z+6 = 0.

a) Troba I’equacio del pla perpendicular a 'esfera x2 +y? +z%—2x —4y +4=0
enel punt P(1, 2, 1).

b) Quin és el punt diametralment oposat a P en l'esfera donada?
a) El punt P és un punt de l'esfera.
El centre de l'esfera és C (1, 2, 0).
—
El pla que busquem passa per P iés perpendicular al vector CP(0, 0, 1). La se-
vaequacioés: 0-(x—D+0-(y—-2)+1-(z—1 =0, ésadir: z—1=0.
b) Es el simetric de P respecte del centre de l'esfera. Si anomenem P'(x, y, 2) el
punt que busquem, C és el punt mitja del segment PP’ és a dir:

1+x 2+Y 1+z2
2 0 2 7 2

=(1,2,00 — P1,2,-D
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100. Troba I’equacio de I’esfera tangent als plans x -2z -8=0 i 2x -z +5=0

101.

i que té el centre en la recta:

=2
r:

El centre de l'esfera és de la forma C(-2, 0, 2) (ja que pertany a la recta 7).

La distancia del centre a cada un dels plans és la mateixa. A més, aquesta distancia
és el radi de l'esfera:

|-2-2z-81 _ I-4-z+5] . |-2z-101 _ l-z+1]|
V1+4 Vi+1 V5 V5
| 2z—101l= -z + 11

- 22-10=-2+1 — z=-11 = ((-2,0,-1D
T~ 22-10=2-1 = 32=9 — z=-3 — ((-2,0,-3)

Hi ha dues solucions:

. 12

1. C(-2,0,-11) — Radi=—

' Vs
Equacio: (x+ 22+ 2 +(z+ 11?2 = 144

22 C(=2,0,-3) — Radi= —
- V5

.2 2 2 2 _ 16
Equacio: (x+ 2)* + p* +(z+ 3)* = =

Lesfera (x —3)>+(y +2)>+(z—-1)*=25 tallaelpla 2x -2y +z—2=0 en
una circumferéncia. Troba’n el centre i el radi.
e Obtinguem el centre de la circumferencia:

— El centre de I'esfera és P(3, -2, 1).

— La recta que passa per P i és perpendicu-
lar al pla és:

x= 3+ 2\
y=-2-2A
z= 1+ A

— El punt de tall d’aquesta recta amb el pla
donat és el centre de la circumferéncia:

23+20) =2(2-20)+(1+NMN)-2=0
6+4h+4+4N+1+Ah-2=0 — 9OA+9=0 — A=-1
01,0,0
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e Calculem el radi de la circumferéncia:
La distancia entre els centres P i Q és:
e -
d=10PI=12,-2, DI =vV4+4+1 =3

El radi de l'esfera és R = 5.

Aixi doncs el radi de la circumferéncia és: r= VR2 — d? = V25-9 = V16 = 4.

102. a) Troba I’equaci6 de I'esfera que passa pels punts 4 (4,1,-3) i B(3,2,1) i
que té el centre en la recta:
x-8 y-3 =z+4
2 1 -1

b) Quina és I'’equacid del pla tangent en B a aquesta esfera?

a) Escrivim la recta en parametriques:

x= 8+ 2\
y= 3+ A
z=—4—- A

Com que el centre pertany a aquesta recta, €s de la forma C(8 + 2\, 3 + A, -4 —\).
La distancia de C als punts A i B ha de ser la mateixa. A més, aquesta distan-
cia és el radi de I'esfera:
— —
dist (A, C) = dist (B, C) — |ACI = |BC!|
[Qh+4, h+2, -A-DI=1QA+5 A+1,-A=5)I

VA + 4?2+ M+ 22+ (A =12 = VA +5)?+ (A + D? + (=L = 5)?
P+ 16+ 160M+ X+ 4+ 40+ 22+ 1 +2\ =
=432 + 25+ 200 + X+ 1+ 20 + X* + 25 + 10A
“10L=30 — A=-3 — C(2,0,-1)
IA_EI = IB_EI = 3 = radi de l'esfera.
Lequaci6 és:  (x—2)%2+ p>+(z+1)?>=9, obé:

X2+ P+ 22— 4x+2z-4=0

b) Un vector normal al pla és C_B? =(1, 2, 2).

El pla passa per B(3, 2, 1). La seva equacio és:
1-x=3)+2-(p-2)+2-(z—=1D=0
X—=3+2y—-4+22-2=0
X+2y+22z-9=0
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103. Troba el lloc geomeétric dels punts la distancia a A (=2, 3, 4) dels quals sigui
el doble de la distancia a B (3, -1, -2).

Si P(x, y, 2 ésun punt del lloc geometric, ha de complir:

dist (P, A) = 2dist (P, B)

Vix+ 22+ (=32 + (z-9D? =2V(x-23)2+(y+ D? + (2 + 2)?

X2+ 4x+4+ )2 -6+ 9+ 22 —8z+16=2x>—6x+9+ Y2+ 2p+ 1+ 22 + 4z + 4]
X+ Y2+ 22+ 4x—6y—8z+29 =2x% + 2% + 227 — 12x + 4y + 8z + 28

x>+ 92+ 22— 16x+ 10y + 162-1=0

Es una esfera de centre (8, -5, —8) i radi V154 =~ 12,4.

104. Donats A (4, 2,0) i B(2,6,-4), troba el lloc geométric dels punts P de
manera que PA sigui perpendicular a PB.

Si P(x, y, 2 ésun punt del lloc geometric:

AP (x—4,y-2,2) han de ser perpendiculars, és a dir:

BTD)(x—Z,y—6,z+4)
AP-BP=0 — (x-4)@-2+3-2 (-6 +2z(z+4)=0
X2 —6x+8+ )2 —8y+ 12+ 22 +42=0

X+ Y?+ 22 -6x-8y+4z+20=0

Es una esfera de centre (3, 4, —2) i radi 3.

QUESTIONS TEORIQUES

105. L’equacié ax +by +cz +d = 0 representa un pla de I’espai. Explica quina ca-
racteristica té aquest pla en cada un d’aquests casos:

D a=0,b=0 m) b=0,c=0
ma=0,c=0 V) d=0

D Es perpendicular a 'eix OZ (Paral-lel al pla OXY)
m) Es perpendicular a 'eix OX. (Paral-lel al pla OYZ.)
m) Es perpendicular a 'eix OY. (Paral-lel al pla OXZ)
1v) Passa per 'origen, (0, 0, 0).
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106.

107.

108.

109.

110.

Defineix la projeccié ortogonal d’un punt P sobre un pla n© i explica el
procediment que empraries per obtenir-la.

* La projeccio ortogonal d’'un punt, P, sobre un pla, m, és un punt, P} tal que el
vector PP’ és perpendicular a . Un procediment per obtenir P’ seria el segtient:

Es busca la recta, r, perpendiculara w que passa per P. El punt de tall entre r
i m ésel punt buscat, P

Donada una recta 7 iun punt P d’aquesta, quantes rectes perpendiculars a
r que passen pel punt P es poden tracar?

Infinites. Totes les que, passant per P, estan contingudes en el pla perpendicular a
7 que passa per P.

Donat el pla m: x —3y + 2z —1 = 0, escriu les condicions que han de complir
les coordenades d’'un vector v(a, b, c) perque tingui la direcciéo d’alguna
recta continguda en el pla.

7(@, b, ©) ha de ser perpendicular al vector normal del pla mx, ;1)(1, -3, 2); ésadir:
(a, b,o-1,-3,2)=a-3b+2c=0.

Justifica que la distancia del punt 4 (x,,y,,z,) alarecta

X-Xy Y=Yy 2%
a b

es pot calcular mitjancant la formula:

|(x2_x1’y2 Y1 Z—Z) % (a’b’c)|

Va? + b2 + c?

dA,r) =

BT RPYES

Anomenem P(x;, y, z) i d(a, b, 0. P ésun punt

-
de la recta i d un vector direccié d’aquesta.

Iidistincia de A alarecta r ésigual al'altura del paral-lelogram determinat per
PA i d, ésa dir:

_ Area paral-lelogram _ 1PAx d|

dist (A, 1)
Base | d |

|(x2 - x]’ yz _.yl, Zz - Zl) X (ﬂ, b, C)l

Va?+ b+ ¢?

Siguin r la recta determinada pel punt A ielvector d,. i s larecta deter-
minada pel punt B ielvector d,. Sabem que r i s s’encreuen.

a) Justifica que la distancia entre » i s es pot calcular aixi:

4B, d,, d,]

d@r,s) = S
|d, x d|
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b)Justifica que la perpendicular comuna a » i s es pot obtenir aixi:
{det(A}, d,d xd)=0

—

det (BX, d,, d, x d) =0
a) dist (r, s) = altura del paral-lelepipede determinat per:

S Area de la base |(T % (Tl
r S

—_— 5
- - - [[AB, d |
4B d_ i d. - Volum _ 4B, d, d]

b)La recta, p, perpendiculara r ia s, té per vector direccio d.x d. Aquesta
recta, p, ¢sla interseccio dels plans a i f, sent:
a: Pla que conté s iel vector d . xdg ésa dir:

—

a: det (AX, d c—l)rxgl)=0, on X=(x, 9 2

»

B: Pla que conté r iel vector d,.xd, ésa dir:

—_— > -

B: det (BX,d, d xd) =0

Per tant: p: —

111. Si A(x;,y,,2,) ésunpuntdelpla m:ax +by +cz+d =0, i B(x,,y,,2,) un
punt tal que 4B - (a, b, c) = 0, demostra que B €.
AB-(a, b, =0 — alx,—x)+bWy,-y)+clz,-z)=0 —
— (ax, + by, + cz,)) —(ax; + by, + cz) =0 —
S

—d (jaque AE M

- ax,+by,+cz,+d=0 — BE®R
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PER APROFUNDIR

112. Els punts P(1,-1, 1) i Q (3,-3, 3) son dos vértexs oposats d’un quadrat que
esta contingut en un pla que és perpendicular al pla d’equacié x +y = 0.

a) Troba’n els vértexs restants.
b) Calcula el perimetre del quadrat.

a) Els altres dos vertexs, R i S, pertanyen a la mediatriu

del segment PQ. K x Q
La mediatriu del segment PQ té com a vector direccio el .(
vector normal al pla x+ y=0; ésadir, (1,1, 0). ‘

Passa pel punt mitja del segment PQ, ¢és a dir, per P St

M(2, -2, 2). Per tant 'equacio de la mediatriu és:
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xX=2+A
rnly=-2+A»A
z=12

Un puntde r ésdelaforma R(2+ A, -2+ A, 2).
Busquem R de manera que PR+ QR=0 (ésa dir PRL1 OR):
PR(1+MN,-1+MN 1) — —
— PR*QR=M-1+M-1-1=2A-3=0 —
QOR(-1+A, 1+A, -1
_Vo

2

v

S 3 V6
A= _\/ 2 T
Els vertexs son: R 4 +\/6, 4 +\/6, 2li S 4_\/6, ~4-V6 , 2).
2 2 2 2
b) La longitud de la diagonal és:

d=1PQl=12,-2,2)1=V12
A?=P+P — d*=2P — 12=21 - [=V6

El perimetre sera: P = 4v6.

113. Donats els punts 4 (a, 0, 0), B(0,b, 0), C(0, 0,c), prova que la distancia d
de I'origen de coordenades al pla ABC verifica:

i_1,1,1

Az a? b? 2
El pla que passa per 4, B i C és:

w2 (vegeu exercici 55 de la unitat 6),

a b ¢

és a dir: n:lx+lz‘+lz—l=0
a b c

Aixi, si (X0, 0, 0), aleshores:

‘%-0+%~0+%-0—1‘ 1
dist (O, m) = = -d —
\/12 12 (1) \/1 11
= + =] +|= — + — + =
a b c a? b 2
oL fr 1 11 11
2 p e d P P E &
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114.

115.

Donades les rectes r,s i ¢:
X = 2 2x + z
r: S:
y—-z= 0 x +y

troba les coordenades d’'un punt P que esta en la recta ¢ i que determina
amb la recta s un pla que conté r.

-2 X -z = 0
0 ’ y+z= -1

e Escrivim les equacions de 7, s i ¢ en forma parameétrica:

x=-2 X= U x=k
rnly=»x s: =—u Eldy=-1-F
z= A\ z=-2-2u z=k

e Busquem l'equacio del pla, &, que conté r i s

Les rectes 7 i s es tallen en el punt (-2, 2, 2), per tant el pla m conté aquest
punt.

Un vector normal al pla és:
cTrx cTS=(o, L, Dx(1,-1,-2)=(1,1,-1) — 7a(,-1, 1D
Pertantel plaés: m 1(x+2)-1(y-2) +1(z-2)=0
TXx—y+z+2=0
e P ésel puntde tall de m amb la recta &
k—(-1-R+k+2=0 — kt+tl+hk+k+2=0 — 3k+3=0 — k=-1
El punt és P(-1, 0, -D).

Determina els valors dels parametres a i b perque les rectes
) 2x=y =0 s JXtby =3
lax —-z=0 ) y+z=3

es tallin ortogonalment.

e Escrivim les rectes en forma parametrica:

x=A\ .
rdy=2n — d,2 a@; PO,0,0
z= dh
x=3— Db\ .
ssdy=»A — ds(—b, 1, -1); P'(3,0, 3)
z=3—-A
PP'(3,0, 3)

- — —

e Perque les rectes es tallin, els vectors d,, d; i PP’ han de ser coplanaris:
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1 2 a
-b 1 -1|=-3-3a+6b=-30+a-2b=0 — a-2b=-1
3 0 3

e Perqué siguin ortogonals, ha de ser d,.-d =0, és a dir:

1,2, (-b,1,-1)=-b+2-a=0 — a+b=2

e Amb les dues condicions anteriors, obtenim els valors de a i b

a-2b=-1| —a+2b=1| Sumant: 3b=3 — b=1
a+ b= 2 a+ b=2| a=2-b=2-1=1 — a=1

Solucio: a=1, b=1

116. ABC és un triangle isosceles, i 'angle desigual és A. Troba el cosinus de
l'angle A sabent que les mitjanes tracades des dels vértexs B i C sOn per-
pendiculars entre si.

@ Pren els eixos coordenats OXY de manera que l'eix OX coincideixi amb BC i
OY coincideixi amb U'altura que va del vértex A al costat BC.

Agafem els eixos coordenats OXY de Y
manera que l'eix OX coincideixi amb
BC, ileix OY coincideixi amb l'altura
que va del vertex A al costat BC. Aixi:

272
s 3x Y X
_3x (x,0,0)
C‘M,__ y M
C( 2 2’0)

Les mitjanes corresponents son perpendiculars:

— —_— 2 2
. _ —-9x + N4 =0 — y2=9x2 (1D

4
D’altra banda:
- — —
AB(=x, =, 0) AB - AC = —x* + )?
— — s
AC(x, =y, 0) lAB| = 52 + 3% = |AC|
Per tant:
—_— —
cos A= AB-AC| _ 1=+ 1D x> +9x* _  8x* _ 4 _ 2
— — ) > > 3 5 5
|AB||AC)| (% + %) (2 + 9252 (10x%) 50x2  25x
Per tant: cos A = 2
25x2
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117. Troba I'equacié de la recta paral-lela al pla determinat pels punts (0, 0, 0),
1,4, 1), (-1,-1, 1), que passa pel punt (1, 1, 1) i talla la recta r:

A 2y =1
lx-3y=5
e Escrivim la recta 7 en parametriques:
x=13/5 .
nly=-—i/5 L > d,0, 1y R(ﬁ, =3 0)
z=A\ >3

e Sigui s la recta que busquem. Passa per P(1, 1, 1) i el seu vector direccio és d(a, b, o).

- - —
e Perque les rectes 7 i s es tallin, els vectors d,, d; i RP han de ser coplanaris:

0 0 1 8 L 8h
a b ¢ =2a+7b=9a =0 — 9a+8b=0
85 9/5 1| > 2 >

e Si s és paral-lela al pla determinat pels tres punts donats, s sera perpendicular
al vector normal al pla:

4(0, 0, 0) AB(1, 4, 1); AC(~1, -1, 1)
B(1, 4, 1) — — _
C(_L _1’ 1) AB x AC = (5, —2, 5) =1n

A 8=0 = (a.b0-(5-23=0 — 5a—2b+3c=0

e Amb les dues equacions obtingudes, busquem un vector direcci6 de s:
9a + 8b =0 | Solucions: (=24t 27t,_§8t)
Sa—2b+3c=0| Amb /=1, obtenim d(-24, 27, 58).

e La recta és:

x=1— 24\
s4dy=1+27N
z=1+ 58\

PER PENSAR UNA MICA MES

118. Feix de plans

W2x +3y—z—-4=0

és la interseccio dels plans ® i oO.
O x—2p+z+1=0

Larecta r: {
El conjunt de tots els plans que conte-
nen r s’anomena FEIX DE PLANS d’ares- [
ta 7, ila seva expressio analitica és:

ax +3y—z—-4D+b(x -2y +z+1)=0 % "
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Per a cada parell de valors de a i b (excepte pera a =0 i b =0) s’obté l'e-
quacio d’un pla del feix.

a) Troba el pla del feix que passa per I'origen de coordenades.

b)Per a quin valor de k& un dels plans del feix és perpendicular a la recta
t: —=——-= i? Quin és aquest pla del feix?

c) Troba dos punts que pertanyin a tots els plans del feix anterior.

d) Posa 'expressio del feix de plans P'aresta del qual és la recta s:
s.x—S _y+1 =z-3

3 -2 1

€) Quin dels plans d’aquest feix dista més de I'origen de coordenades?
a) El terme independent serd zero: —4a+ b=0 — b= 4a. Pertant:
ax+3y—z—4) +4a(x—-2y+z+1)=0; ésadir:
2x+3y—z—-4+4(x-2y+z+ 1) =0
2x+3Yy—2z—4+4x—-8y+4z+4=0
6x—5y+3z=0

b) Un pla del feix és:
Qa+ bx+ Ba-2b)y+(—a+ bz+(4a+ b =0
Un vector normal al pla és: n(2a + b, 3a— 2b, —a + b).

Perque el pla sigui perpendicular a la recta, el vector normal del pla i el vector
direcci6 de la recta han de ser paral-lels, és a dir, les seves coordenades han de
ser proporcionals:

2a+b _3a-2b _-a+b
3 5 k

10a + 5b= 9a— 6b a+11b=0 — a=-11b
2ka + kb = -3a + 3b QRk+3)a+(k-3)b=0

-11Qk+3) +(k-3)=0 — -22kR-33+k-3=0

_lee_36=0 — k:ﬁ:ﬁ — k:ﬁ
21 7 7
El pla del feix és:
“1162x+3y—z-4 + x-2y+z+1)=0
“11Q2x+3y—z-4 +(x-2y+ 2+ 1) =0
—22x—-33y+ 1lz+44+x-2y+2+1=0

21x-35y+12z+45=0

Una altra resolucio:

Si la recta és perpendicular a un pla concret del feix, sera perpendicular a totes
les rectes contingudes en aquest pla, i, en concret, a la recta 7, aresta del feix.
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Vector direccio de n d = (2,3, -Dx(1,-2,1)=(1,-3,-7).
Vector direcci6 de £ d' = (3,5, k.

d-d=0 = (1,-3,-7)+(3,5, B =3-15-Tk=0 — k=%2

A partir d’aqui, obtindriem la relacié entre a i b, iel pla de I'eix com en el cas
anterior.

o) Els punts que pertanyen a tots els plans de I'eix son els punts de la recta . Per
exemple: (1, 0,-2)i (0, 3, 5).
d) Escrivim la recta s en forma implicita:
_ +1
X5 VT L ox+10=3p+3 — 2x—3p+7=0

Z——===2= = x-5=32z-9 — x-3z+4=0

]2x+3y -7=0
s:
xX=3z+4=0

L’expressio de I'eix de plans l'aresta del qual és s és:
ax+3y—7)+bx—3z+4) =0
e) Es el pla que conté la recta (atés que és de 'eix) i és perpendicular a OO, sent
0(0,0,0) i O’ la projeccido de O sobre la recta.

El calculem en el cas de la recta s:

Un punt generic de la recta s és: .O(O’ 0,0

PG5+ 3N -1-2N3+MN)

Un vector direccid de s és ES(S, -2, D).

— —
El vector OP ha de ser perpendiculara dg

OP-d.=0 — 3(5+30-2-1-20+G+N =0

15+9N+2+4M+3+A=0 — 14r+20=0 — k=%=_—;o
Per tant: O/(i, ﬁ, £), i el vector normal al pla és (3(3’(2, ﬁ, £), o bé
7077 70777

(5,13, 1D).
El pla sera: S(x— %) + 13(y_ %) + 11(2_ _) =0
Sx+13y+11z-45=0
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