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Alguns limits elementals

LIMITS DE FUNCIONS.

CONTINUITAT

B Utilitza el sentit comt per donar el valor dels limits segiients:

a) lim x
X — +x

b) lim x?Z,

X —>—®

o) lim x2,

x —>2

d) lim 1

x — +0 X

e) lim 1
x —>—0X

f) lim l,
x—=>2X

1
) lim —,
g x—=>0X

h) lim

x—>+00x2+1

i) lim

a) lim 2 - jeo

X —> +00

b) lim % =+,

X —> -0

o lm x2= 4

x—2
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2

x—>_oox2 +

lim x3,
X — +
lim x3,
X —> —00
lim x3,
x =2

_ 1
lim —»
x—>+oox
_ 1
lim —

lim 5
X =+ X +1
2
X
lim
X — — 3x +5

h’m x3 = +00;
X —> +0©

lim  x3 = —oo;

X —> —00

lim x5 =8,
x— 2

x3-5x2

lim (x3-3x2)

X — +©

lim (x3-x2)

X —>—00

lim (x3-5x2+3)

x —2

lim ———
x—>_oox2+ 1

im —~
x—)2x2+1

P

lim ————
x—)0x2+1

lim (&3 = 3x2%) = +

X — +00

lim (x3—x?%) =—-o

X —> =0

lim (x% —5x%+3)=-9

x—2



d  lim l=O; lim i=0, lim =0
x—+0 X x — +o0 .X'Z X — +0 x2+1
e) lim l=0; lim l=0, lim X =
x—= -0 X x—)_ooxz X —>—0o0 x2+1
f I l:l; lim 1.1 lim -2
g lim l=+00; lim 1_ lim i=+c>o; lim X -
x—0" X x—=0 X x—=0 x x—=0 x2+1
3 _ 2
h) Ilim =+ lim X 0% o
X —> +00 x2+1 X — +0o0 x2+1
3
i lim X = _oo; Vi = —o0
X —>—00 +1 X —>—00 3x+5
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Exponencials i logaritmiques

B A la vista d’aquestes grafiques, assigna valor als limits segiients:

y= logmx

y=log2x
_ o [V y=2"
==l
a) lim 2°, lim 2~ b) lim 2%, lim 2%
X —>—x X — +© X — =00 X — +©
c) lim log,x, lim log,x, lim log,x
X —>—00 x—=0 X —> +0

d) lim log,,x,

X —>—©

lim log, 2%, lim log, /2%
x—=0 X —> +00

a) Ilim 2¥=0, [lim 2¥=+o
X —> —00 X — +00
b) lim 2™%=+0, lim 27%=0
X —> —00 X — +©0
© lim log,x no existeix, lim log,x=—o, lim log,x = +e
X —>—® x—0 X =+
d lz’nzoo log, ,,x no existeix, xlini()+ log,,x=+%, lim log ,6x=—%

X — X — +oo
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Amb la calculadora

B Temptejant amb la calculadora, dona el valor dels segiients limits:

_ sin x
a) lim
x —0 X

b) lim (x-3)In (x-3)

x —3

2x
o lim (1 + é)
X

X —>

a) 0,0175
b) =2,53 x 10710
o1
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1.Si u(x) -2 i v(x) - -3 quan x — +x, calcula el limit quan x — +» de:

aAulx)+v(x)
d) Vv (x)

b) v (x)/u (x)
eulx) v(x)

) m (w0 + 0] =2+ (=3) = -1

X —> +00

o lim 510 =52 =25

X —> +o0

o lim [u( v]=2-(3)=-6

X — +00

©) 5% @)
) Vu (x)
p v(x) _ 3
b) xl_l>ﬂ-l+oo u(x) 2

a lim Vo(x) no existeix

X —> +o0

f lim Vu(x) =V2

X — +©

2.Siu(x)—-1iv()—0 quan x — +», calcula el limit quan x — +© de:

Dulx)—v(x)

d log, v (x) eu(x)-v(x)
a) lim [u(x) —vx)]=-1-0=-1 b)

NI v _ 0 _
c) x_lfr-lm u(x) -1 0

d)  lim log,v(x) = {—00 si v(x) = 0"

X — +00

e) Iim [u(x) vx]=-1-0=0

X — +o0

H lim Vu(x) -Vl =21

X —> +00
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b)v (x) —u (x)

no existeix si v(x) — 0~

o) v (x)/u (x)
f) Vu (x)

Iim [v(x) —u]=0-(C1 =1

X — +o0
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3. Troba els limits segiients:

a) lim (x2+3x —x3) b) lim (-5 -2%)
x — 400 X —> +00

a) lim (& +3x-x%) =—o b) lim (=5 2%) =-w
X — +© X — +o0

4. Calcula aquests limits:

a) lim VxZ+2 b) lim (~2log,,x)
X — +0 X — +o00

a)  lim Va2 + 2 =+w b) lim (=2log,, x) = -
X — +®© X — +©
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5. Indica quines de les expressions segiients son infinites (x») quan x — +oo:

a)3x5—Vx +1 b) 0,5* c)-1,5%
d) log,x 1/ (x3+1) f) Va
g) 4% h) 47~ i) —4*

) lim B3x°—Vx +1)=+0 — Si
X — +o

b) lim 055=0 — No

X —> +©

o Ilim (<15 =-w — Si

X —> +©

d) lim log,x=+w — Si
X —> +©

e) lim 1
X — +o x3 +1

=0 — No

£) lim Vx =+wo — Si
X —> +®

Q) lim 4¥=+0 — §i

X —> +00

h) lim 4%=0 — No

X —> +©

D lim —4¥=-0 — §i

X —> +©
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6. a) Ordena de menor a major els ordres dels infinits segiients:
log,x Vx x% 3x5 15 4
b) Tenint en compte el resultat anterior, calcula:

log,x 5
lim 82 lim 3x> lim \/_x

X — +© X X — +© xz x—>+001,5x

D log,x Vx a2 3x5 1,55 4%

by lm 1T
X —> +o0 x
lim 35X _ +00
X — +o0 xz
Vi
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7. Sabent que, quan x — +0, f(x) — +0, g(x) — 4, b (x) = —o, u(x) — 0, assig-
na, sempre que puguis, limit quan x — +» a les expressions segiients:

a)f(x)—-b(x) b) f () ) o) f(x)+b(x)
d) f(x)* ef(x)-b(x) ) u (x)* &)
8).f(x)/b(x) h) [-h ()P ™ D g @)P®
PDux)/b(x) K f(x)/u (x) D b (x)/u (x)
m) g (x)/u (x) n) x +f(x) 0) f(x)r &)
pP)x +b(x)

a) lim (f(x)—b(x))=+oo_(_oo)=+oo+oo=+oo

b) lim f(x)f(x) = (+00)*® = +00

X —> +0o

o) Ilim ( S0 + b(x)) =+w + (—») — Indeterminat
X — +00

d)  Iim f(0)¥ = +0** = o0
X —> +00

e Iim (f(x) - h(x)=+% (—0) =—x
X —> +0o

)  lim u(o¥ =00 — Indeterminat
X — +©
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@ m L

— Indeterminat
X — +© b (X) —

h)  lim b ()P = [+w]* = 0

X — +00

D lm g =4 =0

X — +©
. _oou(x) _ 0 _
]) xl—lz/’zwm — 0
i [0 _ e
R e~
D dim PO 2y
X —> +to© M(X) (O)
w i B

/ i
e u O

n) lim (x+f(x)) = +00 + (+00) = 40
X — +o0

o) lim f0)" = (+0)"* =0

X —> +00

D) xl_f)nzoo (x+ h(x) =+ + (—x) — Indeterminat
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8. Les funcions f, g, b i u son les de I'exercici proposat 7 (pagina anterior). Di-
gues quines de les funcions segiients son indeterminacions. En cada cas, si és
determinacio, digues de quin tipus, i, si no ho és, digues quin és el limit:

a)f(x) + b (x) b).f (x)/b (x) A f ()P d) f ()P
e) f(x)* ™) £) u (x)?® 2 [g (x)/4Y'™ h) g (x)/™)

) lim (f(x) + h(x) = +o + (o). Indeterminat.
X —> +o0

M=+oo

b) xl_l)nzw o - e Indeterminat.

C) lim lf(x)—b(X) — (+OO)+°° - +o0
X —> +00

A lim [P = (+00)"* =

X —> +©

e) lim f(0)"Y = (+0)0. Indeterminat.
X — +0o

0 lm w0 =0 = 0

X —> +©
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X —> +o0

S0
g) lim [%] . 17*. Indeterminat.

by lim g™ = 47 = +oo
X —> +0o0
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9. Sense operar, digues el limit, quan x — +», de les expressions segiients:
) (x2-V2x +1) b) (x2%2-2%) A)Vx2+1 —Vx

d) 3~ — 2~ )5 —Vx8_2 f) \/;—logsx4

) lim (F-V2x+1)=+0 b)) lim (x*-2%)=-c

X — +o© X —> +0

O lim (Va?+1-Vx)=+n  d) lim (3%—2%) = +

X — +o© X —> +0

e lim (5*—Vx®—2) =+ £) lm (Vx - logs x*) = +oo

x— +®© X —> t©

10. cCalcula el limit, quan x — +, de les expressions segiients:

3 3_ 3
x+2  x-2 2¢2+1 2
2
©) Sx+5 x"-2 dVx2+x —VxZ+1
2 x
e)2x —Vx2+x )V +1 —vVx +2
Dl (35 AP -x) g BxP+5)x-2) - G -+ 2)
X — +0 X+ 2 x—2 x— 40 (.X’+2)(.X’—2)
_ g 23X =023+ 5x—10 — 4ot —8x3 + a2 + 200 _
X — +oo x2_4
- lim —964—14x5+xz+7x_10=_OO
X — +o0 X2—4
3 3 2 3 3
b) lim ( X _ﬁ)= lim 22X —xQx+1) _ lim 22X = 2% —x _
x—+0\2x2+1 2 x—+0  20Q2x%+ 1) x—+0  4x%+ 2
= [lim X -9
x>+ 4x2 + 2
C) lim (w_ﬁ)= lim 5x2+5X—2X2+4= lim _x2+5x+4=+00
X — +00 2 X X — +oo Zx X — +oo Zx
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O lim (VT x -V aT) = dim YR ra V2 DV eV v 1)

X —> +00 X =+ \/x2+x+\/x2+1

2 a2 _
- lim x+xxl=h,m x—1 1

x=+o Vo2 4+ x+ Va2 + 1 x—=+o Va2 + x+ Va2 + 1 1+1

1
2

o Iim (2x- VTt x) = dim Qx=Valr)Qxr vVl x)
X —> +0o X —> +© ZX+\/x2+x

2 2
= Iim M: lim —5‘x —X = 400

x=+o 2+ Va2 + x  x—=+e 2x+Val + x

) lim (\/m_\/m)= lim (\/x+1—\/x+2)(\/x+1+\/x+2)=

X — +o0 X —> +00 Vax+1+Vx+2

_ g XA I=X=2 gy -1 -0

x>+ Vy+1+Vx+2 x—+oyVx+1+Vx+2
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11. Troba els limits segiients quan x — +co:

1 )x ( 1 > 1 )
1+ — b — x
a)( o )5+5x C)1+5x
5. 5.
D1+ 3) ols+ 2" o1-1)"
x x x
5x71/5
Q) lim (1 " L)x= lim (1 + L) 17 - e
X —> +00 S5x X —> +00 S5x
5
by  lim (5+L)’C=5+w=+oo
X — +o0 S.X'
o lim (1+L)>=15=1
X — +o0 5x
x x/575
A lim (1+i)= lfm[“L) 5]=es
X —> +0© X X — +00 x/5
_ 5 5x
e) lim (5 + ;) = 5+oo = +oo
X —> +00
~ 1\5* B 1\ =5
) lim (1——) = lim 1+—) ] = 5
X — +00 X X —> +0o —-X
12. cCalcula aquests limits quan x — +o;
3x -2 4 3x
a)(1+l) b)(l—i) c)1+i)
x 2x 5x
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S 2
d1+ = 1-— )1+ -2
) 2 e) o )1+ o
3x—2
a) lim (1+l)x =3
X — +00 X
b i L\ LIl I
m (1—-—| = Ilim |[[1+ — =g
X —> 40 2x X — 400 _2x
3 5x73/5
o) lim (1+L)x= lim (1+i)x 7=e3/5
X —> +0o Sx X —> +00 SX
S
d) lim (1+i) =15=1
X — +o 2X
3 —2x7-3/2
e) lim (1 — i) . lim [ 1+ L) x] = 32
X —> +© 2x X —> +0 -2x
5 5x/272
) lim (1+i)>x= lim (1+ 1 )x = o2
x— +0© S.X' X — +0o S,X'/Z
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5x -3
13.  lim (3x+5)x
x —+o\3x —1
lim ( 3x+5 )Sx—S _ (i)oo
x—oo\ 3x—1 00
Resolen la indeterminacio del quocient.
Es % amb x — . Grau numerador = grau denominador — % =1
5x-3
lim (3X+5)=1;pertant lim (3X+5)x =1
x—=>oo\ 3x—1 x—+o\ 3x—1
Podem aplicar la regla anterior:
_ im [[3X*5 ). (5x— Jim [[30x—18
lim (?C—+? e = XZ”“’[(Sx—l 1) Gx 3)]= e*T”[( 3x—1 )] = el0
x—> o X —
4. lim (M)Z’”

X —> +® x3+x2

lim
X — o0

e
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Resolen el quocient.

Es % amb x — . Grau numerador = grau denominador — % =1
o [ =3x+2 (8 =Bx+ 2\
lim (—) =1; pertant [lim ( ) =1
al T et I TR

Podem aplicar la regla anterior:

2x—4 lim [(’5’Lx’;2 _ 1) (2x74)] Iim (M) (2x74)]
lim y=oll x4 x? el P
X —>

(x5—3x+2
20+ X2

X]an [( 28 — 2% + 16x -8 )]

1

2 _
2

=e X3+ 2 = e

c

B Resol un dels exercicis resolts proposats més amunt, fent tots els passos.

Solucio exercici 13

lim (5x+5 e
x—>© 3x—1
(3x+5)5x—3=(1+ 3x+5 _1)5x—3=(1+ 6 )Sx—3=(1+ 1 )Sx—3=
3x—1 3x—1 3x—1 (BGx-1)/6
30x—18
1 1 73)(6_1 a1 6 ; ~(5x-3) . 1 Lc(_l 3x—1
= + - - 3x— = 4+ - - O
( Bx - 1)/6) ( Bx—1)/6
Si ara fem el limit:
30x—18
1 3x—1 3x—1 lim (30x—18)
lim (1+m) 6 =e*7 "\ 3x-1 /= 10
x%w -

Solucio exercici 14

(= 3x+ 2\
lim [XZ2X* 2
xznoo( .XS"’QCZ
(x5—3x+2Zx‘4=(1+903—3x+2_1)2X‘4=(1+—xz—3x+2)2x‘4=
X5+ a2 X0+ o2 X+ a2
1 2x—4 1 Zxﬁ—axz 5 ,(—.X2:5X:2)_(2x_4)
—_— —_— | X" = 3x + X0+ X%
o AT -V T e -
-2 —3x+ 2 % —3x+2
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1 B2 ( e Qx—4)
|
= +
-2 —3x+2
Si ara fem el limit:
—2x% — 2% + 16x— 8 . ,
. B2 %) i (—2x‘—2x2+16x—8

Zim 1+—3+x2 *.X‘275X+2 :e.x—>oo 20+ K2 —e
x—> X

- —3x+2
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15. Sense operar, digues el limit quan x — —x de les expressions segiients:

a)x2—V2x +1 b) x2 + 2% ) x2-2%
d)x2-2~ e)2>x 3% ) Va5-1 —5%
Q) 2% —x2 hx2-Vai-1 DVx +2 —x?2
P33T -2~

a) lim (x> —V2x+1)=+0—(—®) = +00 + ® = +o0

xX—>—00

b) lim (x%+ 2%) = +o0

xX—>—00

o) lim (x*-2%) =+

xX—>—00

d) lim (x* =27 =—o

x—>—o

e) lim 2%-3") =—w

X —> —00

f) lim (Vx> -1 —5%) no existeix

X —> —0

g lim (2¥—x?) =—»

x— -

h lim (¥ -Vxt-1)=-x

X —> —0

D lim (Vo + 2 —x%) = —o

xX—>—00

P lim (37 —27%) = 40

X —> —00
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16. cCalcula el limit quan x — —» de les expressions segiients:

3 3 3
a)Sx *5_ dxd-x p) X~ _X O)Vx2+x —Vx%+1
x+2 x -2 2x2+1 2
0 32x
d)2x +VxZ+x e)Vx2+2x +x H1+2
X
5x +3 2 —_1\3x-1
o[- w (¥
X X+ 2

2 lim (3x5+5_4x5—x)= lim (—3x3+5_—4x3—X)=
X+ 2 xX—2 X+ 2 —-Xx—2

X —> — X —> +o

3at = 5x+ 623 =10 — 4t + x% + 8x%3 —2x _

= lim
X — +0 x2_4
= lim —xt+ 1453 + a2 - 7x-10 -
X > +o0 x%2—4
b) lim (x—3-1)= lim (_—x5 +£): lim 2220 4 X
x> -\ 2x% + 1 2 x— 40\ 2x% + 1 2 X — +0© 4x2% + 2
= lim —X =0

x>t 432 + 2

o lim (Va2 +x -Vx?+1)= Ilim (Vx? —x —Vx?+1)=

X =% X —> +0o0
i W —x V2 )Vl x+ Vx4 1) o P ox-ad -1
X — +0 \/Xz—x+\/x2+1 x"*“\/xz—x+\/x2+1
= lim - x|l I S §
x=to V2o x+Vaz+1 141 2
d lim x+Vx2+ x)= lim (2x+Vxr-x)=
X—=>=® X —> +o
2
tim (2x Vol —x)(2x-Vat-x) g, Ao v x|
A 2x-Vx?-x x>+ 2xVx? - x
- X,
X —> +0© —ZX—\/XZ—X
e lim (Va2 +2x +x)= lim (Vx?—-2x —x)=
X—> =2 X — +0o
= m V-2 IV -2 ) gy, R o2xoa?
X — 40 \/x2—2x+x X — 4o \/x2—2X+X

_ —2X -2
= [im —— =
X — +oo \/x2_2x+x 1+1

=__2=_1
2
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2
£) lim (1+i)x= lim
X

X —> —00 X — +oo

_ —x/376
1+i)2x= lim [(1+ 1 )Xs] = e

1+ L =e>

Sx+3
@ lim (1 _l)’x = lim
X X

X —> —00 X —> +00

= lim
X —> +0©

h) lim

X —> —00

x2+x_1)3x—1

(xz_x_l)—3x—l=
x2+2

X%+ 2

tim (X“’—x;l 71)-(73%1)] lim (7"“5 <<—3x71))
=¢p - =

— ex—>+oo X2+ 2 X —> + X2+ 2 —
lim 3x+10x+3
= pX 7t X2+ 2 = e.?)
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17. S§i tim f(x)=3 i lim g(x) =2, digues el valor del limit quan x tendeix

x —=1 x —=1

a 1 de les funcions segiients:

. S (x)
a)f(x) +g(x) b)f(x)-g(x) ©) PYe))
d) f(x)e ™ e) Vg (x) ) 4f(x)-5g(x)

) lfm1 (flo +g0)=3+2=5
b) liml (fo - gx))=3-2=6

S 3

lim —— = =
o x—1 g8 2

d liml J(0)8W =32 =9
e) lz’m1 V() = V2

f) lz’m1 (4/(0) —5g(x0)) =12-10 = 2

18. Si lim f(x)=11i lim g(x)=m, lavors lim [f(x) +gx)]=1+m.

X —a X —a X —>a

Enuncia les restants propietats del limits de les operacions amb funcions
emprant la notacié adequada.

Si Iim flx) =11 Ilim g(x) = m, aleshores:
X—=>da X—=>da
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D lim [f(x) + g0 =1+ m

X—>a

2) lim [f(x) —g0] =1-m
X—=ad

3) lim [f(x) - g =1-m

X—=a

S0 _ 1

4) lim

(Si m=0).
x—a 8(x) m

5)Si f(x) >0, lim [ f(x)gw] =

a

6)Si n éssenar,0si n ésparelli flx) =0 —  lim Vix) = Vi

X—>a

DS a>0 i flo>0, lm [log, f(x]=Ilog, !
xX—a

19. Si lim p(x)=+x, lim qx)=+%», lim r(x)=3 i lim s (x) =0, digues, en els

x —2 x =2 x —2 x —>2

casos que sigui possible, el valor del Zim de les funcions segiients:
x —2

(Recorda que les expressions (+%)/(+%), (+%) — (+x), (0) - (+»), (1)),
(0)/(0) son indeterminacions.)

r(x) p )
a) 2p (x) +q (x) b) p (x) —3q (x) ©) e d)p rad
s(x) p x) . o
© q(x) ) q ) g sx)-px) h) s (x)
i 3—rx) r@)]s@
r(x) . s (x)
i)px) jr(x) K) S 1)[ : ]
m) r (x)P ®) n)r(x)4® 0) (r (Sx) )p =) ) (r (3x) )—p @)

a) lim2 2p(x) + g(x)] = +0 + (+00) = +00

b) lz’m2 [p(x) — 3g(x)] = +0 — (+00). Indeterminat.

o) lim r(x) -3

x—2 p(x) +o00

d) lim @= lim 1=1
x—2 p(x) x—2

e) lim S 0

x—2 q(x) +00
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f) lim & = 2 Indeterminat.
x—2 Q(X) +00

2) ll’m2 [s(x0) - p(x0)] =0 - (+). Indeterminat.
x%
h) lz’m2 s(0)S® = 09 Indeterminat.
X —
D lim p(0)™ = +003 = +oo
x—2
D lim r(0s@W =30 =1
x—2

- 3-r(x _3-3
W s "o

D lim (@)M ~10-

x—2

= % Indeterminat.

m) lim ()P = 3%* = to0
x—>2

n) lim r(x)*‘](ﬁo =3"%=0
x—>2

o) lim = 1", Indeterminat.

x—>2

(@)p(x)
3

x—>2

_ —p(x)
p) lim (%) e 17", Indeterminat.
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20. Calcula els limits segiients:

o x3-2x2+2x +5 . x3-5x+1

a) lim b) im ———M—
x>l xZ—6x -7 x—4x3+2x%3x
o lim X202 42x+5 vk D2 =35+ 5)

x=-1 x2_6x-7 x—=-1 (x+Dx-7)

by lim xX3—5x+1 _ 45 15

xX—4 x3+2_x2_3x 84 28

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



21. cCalcula els limits segiients:

Vx2+2x -3 Va3 —x
li — b) lim ———————
a)xl—tn—s Va3 + 3a2 )xlinl xZ+x -2
2 _ o of(x—D3(x+3)3 6 f(x— 13 (x+3)
a) lim M: lim " — = lim =0
x—=>-3 Vad + 32 x—>-3 xt(x+3) x—>-3 X
i3 4 fox(x—Dx+ 1D 4 x(x+ 1)
b>mn—li:i:=zmz lim

ot Va2t x—2  aon Yar22a-D? T )V s 22 (- D

lim f(x) no existeix
x—=1"

TS i f(x) = oo

x—1"
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x2—5x+2_x3+2x+1)

22. Calcula: lim (
x2%+2x x3+x

x —>0

ot —sx+2 P +2x+1) . . [x2-5x+2 B +2x+1)
lim — = lim — =
X%+ 2x X+ x x(x+2) x(x? + 1)

x—0 x—0

fim 2 DO? =5+ 2) — (x+ )8 + 2x+ 1) _

x>0 x(x+2)(x?+ 1)
_ lim x5+ + % —5x+2 -t — 207 —x—2x8 — 4 —2 _
x> 0 x(x+ 2%+ 1)

T3+ xr—10x . x(=7x%*+ x-10) _
lim = [lim =
x=0x(x+2(x*+1)  x—=0 x(x+2%2+ 1)

_ gy SIXP*x-10 _ -10 _ s
x—=0 (x+2)(x2+1) 2-1

x+1
2 =4 4\ 22
23. Calcula: lim (w)x‘7
x —7 x -3
x+1 p X% —Tx+ 4 x+1 o [ x*-8x+7  x+1
2 lim [( —1)< ] lim (77
lim (.X' —7x3+ 4)967 = o X7 x—3 x-7] = e x=7 x—3 x-7) =
x—7 X —
s =D x=D x+ 1D i =D e+ 1
= ex=7 (x=3) (x—-7) = px—7 (x=3) = ol2

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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24. Troba quatre intervals diferents en cadascun dels quals I'equacié 2x%— 14x2 +

+ 14x%*— 1 = 0 tingui un arrel.
La funcid és continua en l'interval (—eo, +) ja que és un polinomi:

S0 =231 }Té arrel en l'interval (-4, -3)

S (3 =7
;Eg); =_12’625 }Té arrel en linterval (0, 0°5)
;82; =1 _1375 }Té arrel en l'interval (1, 1°5)

;8;1 ;_1’575 }Té arrel en l'interval (1°5, 2)
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

25.

Sabent que lim f(x) =+w, lim g(x)=—-x i lim b(x) =3, digues en

X — +o© X — +oo X — +o©

quin dels casos segiients hi ha indeterminaci6.

Els casos en qué no n’hi ha, digues quin és el limit quan x — +oo:

a)f(x)+g(x) b)g(x) + b (x)
o S(x) & S(x)
b (x) g )
e) [h (x)]8™ )[3-b(x)]-f(x)
g ) 3 ]g(x)
S 1y )
8 3—-b(x) ) b (x)

a) Iim (flo)+gx)= tim (f(0)+ lim (gx)=+x+(-x) =

X —> +o0

= 400 — (+0) — Indeterminacio.

b lim (g + b)) = lim gx)+ lim h(x)=—0o+3=—o
X — +0 X —> +x©

X — +00

o i L L

X —> +o0 g(X) ?

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



26.

27.

f(x) _ +oo

d) lim ——=— — Indeterminacio.
X — +© g(.x) — o

e lim [h(ol@=3>==_1 _
X —> +© 3+w

) lim [3-h)] f(x)=0-(+0) — Indeterminacio.

X —> +©

g lim —g(x) ===
X — +00 3 - b(X) (O)

too (potser +0 O —00).

(0 o
_— =1~ — Indeterminacio.
X — +© b (x)

h) lim [ 5

Calcula els limits quan x — — de les funcions segiients:

a)f(x) = —— b) g (x) 211
_3x2+x—4 oo X3+2x -3
o) b(x) o3 3 d)i(x) —7 5
D lim 2P o gy XS
X —> —00 - X X — +0o + X

by lim 10X=5 _¢

X—> - +1
2 2
O lim X rx—4 FXh gy, 3 ox—d
xX— —© 2x+ 3 X — +0© —2x + 5
3 _ 0 _
o) i X H2x=3 _ g X0 - 2x 3_1
x—>—-0o /+ 5_x3 X —> 40 7—5.96'3 5
Calcula els limits segiients:
. V3x2%+6x . 5x2-7
Dt Tt PV
1+Va 3
c) lim d) lim
X — 4o 2x -3 x — +o \/x3+2
_V3x+6x . V3x V3
a) xﬁﬂ.lm 2x+1 xli"foo 2x 2
) S5x% =7
o 1+Vx
Z =
O T3
d lim -2~

X — +x© \/x3+2

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



28. cCalcula aquests limits:

2
a) lim (e*-x3) b) lim In(x"+1)
X — +® x — 4+ X
2
o tim ¥ 1 D lim (xZ+x —Vx +7)

x — 4+ ex X — +00

Q) lim (e¥—x3) =+

X —> +00
2
b) lim M =0
X — +0o0 X
2
o m 1o

X — +x© e.X‘

d lim (Va2 +x —Vx+7) =+

X —> +00

29. Calcula els limits segiients i representa’n graficament els resultats obtinguts:

a) lim (0,5°+1) b) lim 2*x*1
X —>—x X —> =0
1 \* 2 1-3x
c) lim |1-= d) lim |1+=
X —> —0 X X —> —0 X \

a) lim 0,5+ 1) = Ilim (0,5%+1) =+

X —> -0 X — +00

<
b) lim 2X*1= [lim 2=*1=0
<

Xx—>_— X —> +oo {
------------------- 1/e
X —X
o lim (1—l) T (1+l) —et=1 !
xX——© X X — +o0 X e
1-3x 1+ 3x
A lim (1+1) - lim (1-1) -
X —>— X X —> +00 X
6
p 2 ) p -2-6x\  TgITTTTmTommmmmes e
=€xl_’,”iw(1‘;‘1) “+3X)=ex’_’3’1w(7x )ze,6=i “~ ‘
0 [
30. Troba:
a) lim (Vx%+2x —Vx2%2-4) b) lim (Vx%2+1 +x)
X —>— X —>—0

A lim (Vx?+2x —Vx?-4) =

x—)—OO
- lim Va2 +2x Va2 —4)(Va? + 2x+ Va2 — 4) _
x> =0 Va2 + 2x + Va2 — 4

P20 - (P - D) , 2x+ 4
= lim = Ilim =

x=>—o Vat+ 20+ Vol -4 x——o Va2 + 20+ Va2 — 4

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



P —2x+ 4 -2
= Ilim =
x—=to Va2 —2x+Va2-—4 1+1

=__2=_1
2

b lim (Vx*+1 +x)= Iim (Vx?+1 -x) =

X —> — X — +00
2 2 2 A2
- lim (\/x +1—x)(\/x +1+x)= lim x4+ 1 —x
X — 400 \/X2+1+.X' x—)+oo\/x2+1+x
1
= lim =0

x>+ Va2 + 1+ x

31. cCalcula el limit de les funcions segiients quan x — +oo:

S5x%2—2x +1 x +log x

a X)=— b X)= —m
V) (2x — 1)? )8 ) log x
- .
Ob ()= 32X Dix) =2
Vox +1 2¥+1
o o5x%—2x+1 . 5x2-2x+1 5
a) [ 2 = - =] 2F TarT L2
x_z)nzw Q2x—1)? x—lﬂoo 4x% — 4x+ 1 4

x+ log x 3
b lim —— = lim

X — +o0 lOg.X' X — +®©

+1)=+oo+1=+oo
log x

3+2Vx o 2Vx 2 2V2 5

o) lim ———— =
x=ro o] x—re oy V2o 2

O im 2 -3

X — +0 2.X‘+ 1

32. cCalcula els limits segiients:

2 o
a) lim (ﬂ—ﬂ) b) lim (x2-Vx%*+2x)
X — +00 x+1 2 x — 40
. 32 ) , (3x+4)x—1
1,2% — == d
A xli"ioo( x+1 ) i s

) lim (u—ix)= lim (2x2—10x—3x(x+1))=

X —> +o0 x+1 2 X —> +00 2(.X'+ 1)
2 2 2
= g 2 =10x-3x-3x g X -13x
X — +00 2x+ 2 x—>+0 2X+ 2

b i (2 VE) - i NI o VTR _
X —> +o0 X — +x x2+\/x4+2x

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



4 4 4 N4 _2x
gy X209 X oxtoox o T

x—+o x2 + /x4 + 2x x—+o x2 4V + 2x x40 X%+ V't + 2x

2
o lim (1,2’“— 3x ) = +o0
X — +oo x+ 1

x—1 +00
o (B (2]

X — +oo 2.%""5 2

33. Calcula:
a) lim In(1+x)
X — +© Zx

b) tim MA-X)
X —>—0 2%

c) lim e
x—>+oolnx

d im X
x—>+ool—lnx

a) lim = ( perque qualsevol funcié exponencial és un infinit d’ordre

n(l+x
X —> 400 X

superior a qualsevol funcio logaritmica.

by i 00

o
= — =400
X — o0 x 0
=X
o lim £ _ 0 _ 0
X — +00 ln X o)
d im —X  __ 4 perqué qualsevol poténcia és un infinit d’ordre superior a

x—+0 1 —Inx

qualsevol funci6 logaritmica.

34. cCalcula els limits segiients:
P x3
a) xh_trioo(x2+1 x)

2x2—3x — 4
A

X — +oo

Y i 2x +3
M 3x +Vx

2
d) lim

X — +o©

X"
10 +xVx

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



p B —a®— x| _
a)xli”i‘oo(xz T ‘x)‘xli”iw( P )‘0
= ,_3_4
o 2x"—3x—4 3 x+ a2
b) xl—l>n/+l-oo \/-XA +1 - xl—l:/,-le-oo \/ 1 -2
1+x“
o) lim 2964-37=E
x—)+003x+\/x 5
d)  lim L: lim L=+oo
x—+o 10 + xVx x—>+w 10 + x3/2
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35. Sabent que:
lim p(x)=+x lim q(x)=—x
x —2 x —2
lim r(x)=3 lim s(x)=0
x —2 x —2

36.

digues, en els casos que sigui possible, el valor dels limits segiients:

o os(x) ; .
a) thMZP ) b) xhi"z [s (x) - g (x)]
9) lim2 [s ()P @ d lim2 [p (x) — 2q (x)]
a) lim S _ 0 _y

x—2 plx) +00

b) lim [s(x) - gq(x)] =0-(—») — Indeterminat.

x—2

o) lim [s(x0)]PX = 0 =0

x—>2

d lim [p(x) — 2g(x0)] = +00 — 2 (=0) = +00 + (+00) = +00
x—2

Calcula:
2
a) lim (x +3—l) b tim |—2 1
x—0\ x3 x x—=1l(x =12 x(x-1
2+3 ] X2+ 3 -2 3 3
a) Zz’m(x ——)= lim =—— = [im = = ——.
x—0 X X x—0 x3 x—0 x° ()
Trobem els limits laterals:
lim i=—00; lim 2 =+,
x— 0" X0 x— 0% a0

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



b) lim - ! — gim 2= X=D g, 2Xmxt ]l
x—=1|(x-12 xkx-1 x—=1 x(x—1)> x—1 x(x—1)>2
- x+1 _ 2
x—=1 x(x—1)? 0
Trobem els limits laterals:
x+1  _ +o0.

lim xrl +oo;  [im
x—1" x(x—1)? x—1" x(x—1)?

37. Calcula:

a) lim 5 ——4% | b um (1"/3"‘)
x—2|x2-5x+6 x-2 x—2 x—-2

o) lim (M) d) lim @x+1-—Véx2+1)
x —=0 x2 X — +»
p 3 4 P 3 4
/ - - - -

Y ’m[x2_5x+6 x—Z] x’i”z[u—zxx—z) (x—z>]

x—2
_ 3 —4(x—3) _ 3 —4x+ 12 _ —4x+ 15 7
= lim DTN gy SZAXEIL g,  SXED L
A — D=3 A — =3 A = 2x-3) (O

Trobem els limits laterals:

lim _ A+ 15 +oo;  lim —4x+15 _
x—=2-(x=2)(x-3) x—2" (x=2)(x—-3)

(1-V3-20)0 +V3-x) _

b) lim m= lim
x—>2 Xx=2 x—2 (x—=21 +V3-x)

1-3+x

= lim 1_(3_@7 = lim S —
x=2(x-2)01+V3-x) x=2(x-21+V3-x)

xX—2 _ 1 _1
2

= [lim — = i ——
x=2 (x-2)1+V3-x) x=21+V3-x

o) lim \/‘x-'——g_‘%: lim (‘/X+9—3)<\/X+9+3)= lim .X'+79—9 _
x—0 X x—=0 Vx+9+3) x>0 2(Vx+9 +3)
= I X - I 1 1
= Iim ——— = im —————— = —
x=0 2(Va+9+3) 220 xWx+9+3) (O
Trobem els limits laterals:
! +0o0

1

im —— =—, in ——— =
x=0 x(Vx+9+3) x=>0" x(Vx+9+3)

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



O fm (xe 1 VA TT) = gy Gxr1oVid s DOxr Vi e 1)
x>+ x> o0 (2x+1+Vix?+ 1)

_ o Qx+ D2+ D e 4P+ dxt ] -dat 4]
x=+o (2x+ 1 +Vax2+1)  x—=+o (2x+1+Via?+1)

lim 4x + 2 4 =4=1

v (x+ 14 VAZ+ 1) 22 4

38. Calcula els limits segiients:

x-1) V2-x
a) lim ———
x—1 x2-1

-1
b) tim X~
)xlinlx —1

1 3

a) lim —H\/Z—x 1
x=1 ey (x+ 1) 2

. 31 _ (x—DGE+ x+ 1) 3
b) lim == - I -3
)xl—>ml X -1 xl—>ml (x— D+ DE+ 1) 4
, 3 X +x+1-3 . G—B(x + 2)
/ - = 1/ =~ =_
) xl_lﬂ1 1-—x 1 -3 x’i”l 1-2 leH(_xZ_x_l) !
39. cCalcula:
2
a) lim Vi+x +x2-1
x —0 X
by tim YX—1-2
x—=>5 x-=5
c) lim 3_\/751
x—>51—-V5—x
o V1i+x+x2-1 T+ x+ a1 ; (1 + %) 1
a) lim ——=—= "~ = [im — = lim - =
x=0 X x>0 xVI+x+x2+1) xooalVI+x+a2+1) 2
—_1)2 =
x—=>5 x-5 x=s5 (=3 Vx-1+2) xosVx-1+2 4
_vs5_ 2
O lim 2V =x 9-(/5- p 4+ s

= ium
x=51-V5-x x=5(1-V5-0(3+V5-—x) x—d4-2+x-2V5-x

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



40. Esbrina si aquestes funcions son continues en x = 2:

3x -2 six<2 x%-1 six=<2
= b =
DS ) {6—x six=2 VS ) {Zx +1 six>2

a) Ilim f(x)= lim Bx-2)=4

x—> 2" x—> 2"
N e o S(x) és continua a x= 2,
Jim oo = dim (6= =4 e I _fe0 = f2).
x—)
J2=6-2=4

b) lim fx) = lim (x*-1)=3
X2 x—=>2 (%) no és continua a x = 2,

lim f() = lim Qx+1)=5| jaqueno existeix [im [(x).
x— 2" x— 2" x—=>2

41. Estudia la continuitat d’aquestes funcions:

a)f(x)={;’nx six<1 b)f(x)={1/x six<1

x six=1 2x -1 six=1

a)e A x= 1 — f(x) éscontinua;ja que e i Inx soOn continues pera x<1
i x=1, respectivament.

e A x=1: lim floy= lim e“=ce= lim f(x)= Ilim (Inx) =0
x—1" x—1 x—1" x—1

No és continua a x =1, ja que no existeix /im f(x).
x—1

b) El domini de la funcio és D =R —{0}.
eSi x=0 i x=1 — Lafuncib és continua.

e A x = 0: Es discontinua, ja que f(x) no esta definida pera x=0. A més,

lim f(x) =-o i [lim f(x) =+, Hiha una asimptota vertical a x = 0.
x—0" x— 0"
oA x=1:  lim f0= lim ~=1
x—=1 x—1" X

, , f(x) és continuaa x=1,
Iim fx) = lim Qx-1) =1 ° )
. 1+f X 1t ja que lzmlf(x) = f(D.
X —

JfH=2-1-1=2-1=1

42. Estudia els punts de discontinuitat de les segiients funcions i indica si la dis-
continuitat és evitable o inevitable en cadascun d’ells:

_x2+x—6 b)y=x2—6x+9 C)y=x2—4x+3

x2—-x-2 x2-9 xZ+x -2

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



43.

a) x® —x—-2=0= x=2, x=-1aquests son els punts de continuitat.

lim M = [lim Ge—Dx+3) _ 2 A x = 2 la discontinuitat és evitable.
o2 X —X—2 yook—2(x+1) 3
X+x-6_ -0

lim = o, A x = -1 la discontinuitat és inevitable amb salt infinit.

_x—)-lxz"'x—z 0

b)x2-9=0=x=-3,x=3so6nels punts de discontinuitat.

lim M= lim (X—3)2 = [lim -X_3=0
x—=3 -9 x—=3x=3)(x+3) y-3x+3

X —6x+9

lim 2 — 22" 7 =

x—>3 X*=9

A x = 3 la discontinuitat és evitable i a x = =3 és inevitable amb salt infinit.

)X +x—2=0= x=1,x=-2s06n els punts de discontinuitat.

K —dx+3 _ G—bx-3) _ 2

lim lim Z. A x=1. la discontinuitat és evitable.

lim M = o, A x = =2 la discontinuitat és inevitable amb salt infinit.
x— -2 .Xz + X — 2

Determina els punts de discontinuitat de les funcions segiients i estudia si la
discontinuitat €s evitable o inevitable. En cas que sigui inevitable, precisa de
quin tipus és:

_ x%-4
VY= 7 e d
6+x—x3
b = Y 47X
)y x2—x—-2

a) x> —4x+ 4 = 0= x=2. Aquest és el punt de discontinuitat.

K -4

lim X =4 gy DX+, X2

= o, Es inevitable amb salt
x—2 X —dx+4 x—>2 (x=2)? x—>2X—2

infinit.

b) % —x—-2=0= x=2, x=-1s6n els punts de discontinuitat.

iy O+ x— XX 1im = 2)(—*-2x-3) __11
lim M=oo

x— -1 ,Xz—.x—z

A x = 2 la discontinuitat és evitable; a x = —1 és inevitable, amb salt infinit.

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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44. Donada la funcié f(x) = I digues quin és el seu domini de definicio i

+2 Ux
calcula lim f(x)i lim f(x). Quin tipus de discontinuitat t€ la funcié en x = 0?
x —0*

x — 0"

Dp=R -0 lim — =1, 1im —L__ =0

x—0- 1+2V% x— 0t 1+2%

A x = 0 la discontinuitat és inevitable, amb salt finit.

45. Observant la grafica de la funcié y =f(x), busca
a) lim f(x) b) im f(x)

x ——® x—0 =/
) lim f(x) d) lim ﬂx)
x—5 2

X — +©
e) Té f algun punt de discontinuitat? /

a) lim f(x)=0;b) lim f(x) = 2;
X —> —© x—0

O lim f(0)=0;d) lim fx)=—-oo

x—5 X — +©

e) No té discontinuitats.

PER RESOLDRE

46. a) Calcula el limit de la funcié f(x) quan x - 0, x = 2, x = 3, x — +0,

X —> — 0

Sfx) = _x-3

x2_5x +6

b) Representa’n graficament els resultats.

, - x-3 _ x—3
VS s T G
; 3.1
_ _ 1 1
l = lim —— = —.
Jom S I 5 T
Trobem els limits laterals:  lim  f(x) = —0;  lim f(x) = +o
X—2" x—2"
lim f(x) = lim —— =1

Iim f(x)=0; [lim f(x)=0

X — +0 X —> —00

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



b)

—J 12 3
-1
2 —_—
47. a) Calcula el limit de la funcié y = x2—9 en els punts en qué no esta de-
finida. X" -3x

b) Troba el limit quan x — +% iquan x — —oo irepresenta la funcié amb la
informacidé que hi obtinguis.

c) Quins son els punts de discontinuitat d’aquesta funcio?
a) El domini de la funcié és: D =R - {0, 3}, ja que el denominador s’anul‘la a:
=0
2 =0 — _ _ O/X
Xx° = 3x x(x—3) — =3

-9 _ (x+3)(x-3)

y:

x% - 3x x(x—3)
i X233
x—=0 X ()
Trobem els limits laterals:  lim u=—00; lim X+3 e
x—=0" X x—=0" X
lim x+3 =é=2
x—=3 X 3
b im XT3 -1 gm X3
x—+o0 X x—>-0 X
2
\ """"" L e
1 2 3

©) La funci6 és discontinua a x =0 (té€ una asimptota vertica) i a x =3 (no esta
definida; té una discontinuitat evitable).

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



48.

49.

50.

Determina el valor de a perqué es verifiqui lim (Vx?+ax +1 —x) = 2.
X — +©

(Ve rax+ 11—V +ax+1+x) _

lim (Vx*+ ax+1 —x)= lim St AN
X — +o0 x—> 4w Va2 +ax+1+x
o oxttrax+1-x2 _ ax + 1 a
= |im Y———— = [lim

x>t Va2 +ax+ 1+x  x=reVal+ax+1+x 1+

Calcula els limits segiients:

32
x -—0o x +1
2
b) lim V2 +x?
x ->-o 3x —1
2 _
c) lim 7\/1"—’” 1
x -0 X
a im Y1rx-1
x -0 xz
a2 /3
a) lim m= lim o +1=O
x—s-w x4l x—-w x4 1
2
b)) lim Vat+ax? 1
x—=-% 3x—1 3
T B T e S X2 0
o lim —————=Ilim —F/——— = Ilim ————=—=0
x—0 X x—>0x(\/1+x2+1) x—>0:9€(\/1+x2+1) 2
C Vi+x-1 . Wl+xP-1? ) %
d lim —=—— = lim ————— = [im ——— = +x
x—=0 K w0 x2V1+x+1) xoso0xV1+x+1)

Troba els punts de discontinuitat de la funcié y = 2z 12

— 2
en algun d’aquests la discontinuitat és evitable. ¥=3 x%-9

i digues si

o2 12 2x+3)-12 2x+6-12 _  2x-6_ _
x=3 x2-9 (x=3)(x+3) -3)x+3) (x=-3)(x+3)
_ 2x-3)

(x—3)(x+3)

La funcio és discontinuaa x=3 ia x=-3; ja que no esta definida per a aquests
valors.

_ 2(x—3) _ 2
oA x=-3 Im —2X=3 __ g 2 .
SRR LNy o3 vaores St NN (W e

+00

Hi ha una asimptota vertical a x = -3, la discontinuitat no és evitable.

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



_ 2(x—3) _ 2 2 1
e A x=3 lm 22X __ =2
R oS vy S L e s S

Aixi doncs, a x = 3, la discontinuitat és evitable.

51. Calcula el valor que ha de tenir k£ perqueé les funcions segiients siguin con-
tinues:

x +1 six=<2 x+k six=0
= b =
S ) {k—x six>2 VS () {xz—l si x>0

a) ® Si x= 2, la funcié és continua.

e A x=2:
Iim fx)= lim (x+1)=3
x—> 27 x—> 27

lim +f(x) = [lim X (k—x)=k-2 Perque sigui continua, ha de ser:
x—>2 x—>2 k _ 2 - 3 — ]e = 5

f2)=2+1=3

b) e Si x= 0, la funcid és continua.
e A x=0:

lim f(x)= lim (x+ k) =k
x— 0" x— 0"

lim fx)= lim (x*-1)=-1 Perque sigui continua, ha de ser: k=-1
x— 0" x— 0"

fO=0+k=rF

52. cCalcula el valor de k perqué cada una de les funcions segiients sigui con-

tinua:
_x4—1 six=1 _\/x—l i 1
af(x)=] x-1 b)fx)=]"x-1 ¥~
kR si x=1 k six=1

a) e Si x= 1, la funcid és continua.

eSi x=1:
, , 4_1 P x+ D=1
lim f(x) = Ilim X = [im =
x—>1f x—1 x—1 x—1 (x-1)
= lim (C+x2+x+1)=4
x—1
D=k

Perque sigui continua, ha de ser k= 4.

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



b) e Si x= 1, la funci6 és continua.
eSi x=1:

i Y=Ly W= DWar) o o
x=1 x=1  x=1 (x-DVx+1) r=1x-DVx+1)

_ 1 1
= lim —— = —
x—1 \/x+ 1 2
SO =Fk
Perqué sigui continua, ha de ser k= %
53. Calcula els limits segiients:
P x2+1 )\ _ x+1\2x-1 ; x—1\%
a) x’i"iw(xz-l) b) x’i”im(x—Z) A tm \x+3
1 2
3x -4\ 1|3 -2 x—3\¥-5
- 3 p I s
o wm (353) ) JHm \1= %2 D tim \x+2

1% indeterminacio

2x -1 lim
e

( 3 )‘(Zx—l)] lim 9%=3
X = =e¥T® x-2 =96

X2 lim ( —4x2

XxX—> 0

= e x+3 =e°°=oo

3 = 1% indeterminacio

—2 Cx+1

lim
lim 5x—§ 3 =¥ eldx-2 3 )=e—2/3= 1_

1
—_
8

|
|
=)
=)
[+5)
|
|
|
|
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.X—3x2_5 lim =52+ 25
lim ( +2) =¥ 7% x+2 =e%® =00

1

54. a) Calcula Iim (1 +x)~

X — +oo
. ; . In(1+x)
b) Tingues en compte el resultat de l’apartat a) i troba lim T x
x —0
1 1\+
a) lim (1+x)~=1% lim (1 + T)’C =e
x—0 x—0 =
X
In(1+ <
b) lim LR RS lim [ In(1+ x)] lim [ln(l + x)x] =
x—0 x x—0 x—0

1
=Zn[ lim (1+x)x]=lne=1

x—0
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55.

Estudia la continuitat de cada una de les funcions segiients per als distints
valors del parametre a:

A f(x) = {x +ax si x <2 b)) = { six=<0

a-x?% six>2 +2a si x>0

a) ® A x= 2, lafuncié és continua.
e A x=2:

lim f(x)= lim (x*+ ax) =4+ 2a
Xx— 2" x—2"

lim f(x)= lim (a-x*)=a-4 Perque sigui continua, ha de ser:
x—>2 X2 4+2a=a-4 — a=-8
f2)=4+2a

Per tant, la funcié és continua si a = -8, i és discontinua (a x=2) si a=-8.

b) e A x= 0, la funci6 és continua.

e A x=0:
lim f(x)= lim e%™ =
x— 0" x—0"
lim f(x0) = lim (x+2a) = 2a Perque sigui continua, ha de ser:
- 0" x=> 0" 1=2 -1
=2a = a=—
S =1

L . . 1 .. . . . 1
Per tant, la funcio és continua si a = > iés discontinua (a x=0) si a= >

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



56. Estudia la continuitat d’aquesta funcio:

|x+2| six<-1
Sx)=1x2 si-1=sx<1
2x +1 six>1

eSi x=-11i x=1 — lafunci6 és continua.

eSi x=-1:
lim flx)= Ilim lx+2l=1
x—-1" x—-1"
lim f(x)= Iim x*= La funci6 és continua a x = —1.
x—>-1" x—>-1"
JED =1
eSi x=1 — No és continua, ja que no esta definida a x = 1; no existeix f(D).
A més:
lim f(x)= lim x*=1
x—1- x—1-

La discontinuitat és de salt (finit).
lim fo= Ilim Qx+1)=3

x—=1% x—=1%

57. Un comerciant ven un determinat producte. Per cada unitat de producte co-
bra la quantitat de 5 €. No obstant aix0, si se li n’encarreguen més de
10 unitats, disminueix el preu per unitat, i per cada x unitats cobra:

5x si 0<x =10

C(x)= .
@) {\/ax2+5005ix>10

a) Troba a de forma que el preu varii de forma continua en variar el nom-
bre d’unitats que es compren.

b) A quant tendeix el preu d’una unitat quan es compren “moltissimes”
unitats?
@ El preu d’'una unitat és C(x)/x.

a) lim Clx)= Ilim (5x) =50

x— 10" x— 10~

lim C(0) = lim Vax*+ 500 = V100a + 500
x—10* x—10*
Cc(10) = 50

Perque sigui continua, ha de ser:

V100a + 500 =50 — 100a + 500 =2500 — 100a=2000 — a=20

2
b) lim W _ lim M= lim

x—+0o X X — +0© X x— 4+

\/20x2x+ 500 _ 20 ~ 4,47 €
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58. Donada la funcio f(x) = {ex si x < 0:
1-x six=0

a) Estudia’n la continuitat.

b) Troba lim f(x) i lim f(x).

X — +© X —> =0

a) e Si x= 0, lafuncid és continua.

e A x=0:
lim f(x) = lim e*=1
x— 0" x— 0"

lim f(x) = Ilim (1—-x)=1 ; També és continua a x = 0.
x—=0* x— 0"

fD=1-0=1

Per tant, f(x) és continua.

b lim f(o= lim (1-x) =-o

X — +0 X — +©
lim f() = lim e*=e*=-L =0
X —> — X —> —© e+°°

59. cCalcula el limit de les segiients funcions quan x — +® iquan x — —o, defi-
nint-les préviament per intervals:

a)_f(x)=|x—3|—|x| b)_f(x)=|2x—1|+x A flx)=

a)eSi x=0: lx-3l-lxl=-(x-3)—-(x0)=-x+3+x=3

x+1

||

eSi 0<x=3 lx-3l-lxl==(x-3)-—x=-2x+3

eSi x>3: lx-3l-lxl=(x-3)—-x=-3

3 si x<0
Aixidoncs: flx) =1 -2x+3 si 0<xs=3
-3 si x>3

lim f(x)=-3; Ilim f(x)=3

X — +© X —> —00
b)eSi 2x—1<0 — xs%

2x-11 +x=-Qx-D +x==2x+1+x=-x+1

eSi 2x—-1>0 — x>%

2x—-11 +x=Qx-1)+x=3x-1

-x+1 si x=
Aixi doncs: f(x) =

o= |-

3x—1 si x>
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lim f(x)= Iim (Bx-1) =+

X — 40 X — +0

Iim fx)= Ilim (—x+ 1= Ilim (x+1) =+

X —> —00 X —> —00 X —> —©0

x+1 _x+1
[ x| —X

c)®Si x<0:

x+1 _x+1

e Si x>0:
I xl X
x+ 1 si x<O0
Aixi doncs: f(x) = —+x1
si x>0
lim fo = i XL g
X —> +0© x—+oo X
lim f(o)= ILim XL gy XL
xX—>—© x—> -0 —X X — +© X

60. En el laboratori de Biologia de la universitat, han determinat que la granda-

ria T dels exemplars d’'un cert bacteri (mesurat en microns) varia amb el
temps £, seguint la llei:

Vit +a si t < 8 hores

r®= -3 +V3t-15

t— 8

si t > 8 hores

El parametre a és una variable biologica la interpretacioé de la qual porta de

cap els cientifics, perd pensen que pot haver-hi un valor per al qual el crei-

xement es mantingui continu en ¢ = 8.

a) Decideix la qiiestio.

b) Investiga quina arribara a ser la grandaria d’un bacteri si se’l cultiva inde-
finidament.

Q) lim T(H) = lim Vi+a =V8+a

t—8 t—8
, _ 3+V31-15 _V3r-15-3
- OTNVII= 15 _ g -
tliﬂé* o teré* t—8 ziné* r—8
gy WBi-15-3)(3r-15+3) 3t-15-9  _
t=8  (1-8)(V3r-15+3) 18" (t—8)(V3t—15 + 3)
= lim, 31— 24 = lim, 3-8 =
=8 (1-8)(V3t-15+3) =8 (1-8)( 31-15+3)

3 3 _1

= lim —o =2 -1
1-8 V31-15+3 0 2
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61.

62.

Perque 7(¢) pugui ser continua, hauria de complir-se que:

1, .3l

V8+a =L 8+a=—
a5 = 4= 3 4

_ 31
Pero, si a= %, quedaria T(1) = \/Z— 7 st t<8.

Aix0 comportaria que 7(#) no existis pera =< 31 7,75 hores.

4

Aixi doncs, no hi ha cap valor de a pel qual el creixement es mantingui con-
tinu.

b) lim T(t) = lim M = TS = V3 =~ 1,73 micres.

t— 4+ t— t+ -8

Es defineix la funcio f de la manera segiient:

_mx -1 six>1
S &) {Zx2+ax+b six=1

Troba els valors de a i b perque la funcié sigui continua i la seva grafica
passi per l'origen de coordenades.

e Perque la grafica de f(x) passi per 'origen de coordenades, ha de ser f(0) =0, és
adir: f(0)=b=0

e Perque la funci6 sigui continua (per a x = 1, és una funcié continua), hem

de:

lim f(x) = lim Qx*+ax)=2+a
x—1- x—1-

lim f(x) = lim (Inx—1)=-1 Han de ser iguals, és a dir:
x> 1t =1 2+a=-1 - a=-3
fHh=2+a

Pertant,si a=-3 i b=0, lafunci6 és continua; i la grafica passa per l'origen
de coordenades.

Calcula: lim [\/1+x—\/l—x ]
x —=0 3x

Ii \/1+x—\/l—x_ _ (\/1+x—\/1—x)(\/1+x+\/1—x) _
im ———————— = = [im =
x—=0 3x x—>0 3x(V1+x+V1-x)

Iim 1+x-0-x% - lim 1+x-1+x _
x=03x(V1+x+V1-x) x=03x(V1+x+V1l-x)

_ 2x 2 2
= [lim =

lim =
x=03x(V1+x+Vli-x) x=03WV1i+x+Vi-x) 32

x
3
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63. Domnada f(x) = 9chTII’ justificaque lim f(x)=11i Uim f(x)=-1.

X — +x© X —> =%

—X
x+1

si x=0

S =

si x>0
x+1

lim f(x) = lim Ll =1

X — +o0 x— +0 X +
lim f(o)= lim —X_ =_1
X —>—0 x—=-o X+1

64. Estudia la continuitat en x = 0 de la funcié: y = 2x + J%I-

Quin tipus de discontinuitat té?
A x =0, lafunci6 no esta definida; per tant, és discontinua. Com:

= {Zx— 1 si x<0 aleshores:

2x+ 1 si x>0’

lim Qx-1=-1; lim Qx+1) =1
x— 0~ x— 0"

Aixi doncs, hi ha una discontinuitat de salt (finit) a x = 0.

65. cCalcula:
1

1
_ xZ+ 1\ _ (sz—x—l)i
b x—2
a) tho( " 1) ) thz

a) lim (

241 1 lim “2*2x4l] lim _X—2 1
lim X = ¥ 0lox+1 xlo px=02x+1 2 22
&2

b) lim ( =1%

L mm =8 1 lim 2(x=2) (x+2)
_ (sz_—‘x_l)xfz — ,x—2 x—21_ ex—>2 T-x (x-2) — e

W | oo

e 7 -x

66. Troba el valor de a perqué es verifiqui:

o 3+2V 1
lim —— = ——
x—=+o Vax +1 V2
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o 3+2Vx w
lim —V—— = —
x—+o Vax+ 1 ©
. . L 0
Quan tenim una indeterminacié de — amb x — o cal avaluar els graus de numera-
(o]
dor i denominador.
Com que grau numerador és igual a grau denominador, cal dividir els coeficients
de Vx .

o3+ 2vVx 2 2 1
lim Y——= = — —_— = —

x—+o Vax+ 1 Va Va V2
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QUESTIONS TEORIQUES

67.

68.

69.

Dona una intepretacido geomeétrica del teorema de Bolzano i utilitza’l per de-
mostrar que les grafiques de f(x) =x3+x2% i g(x) =3 +cos x es tallen en
algun punt.

e Interpretacié geometrica: Si una funcid f(x) és continua en un interval tancat, i
en els extrems adopta valors de diferent signe, aleshores, amb tota seguretat, talla
l'eix X en aquest interval.

e Per a les dues funcions donades, f(x) = x3 + x% i g(x) = 3 + cos x, considerem
la funcio diferéncia: f(x) — g(x) = x3 + x> =3 — cos x
Com que f(x) i g(x) son continues, també ho és f(x) — g(x).

J0)—g(0)=-4 — f(0)-g(0)<0

A més:
e {f(Z)—g(2)=9,42 — f(2)-g2) >0

Per tant, existeix un nombre ¢ € (0, 2) de manera que f(¢) — g(c©) =0 (aplicant
el teorema de Bolzano), és a dir, f(c) = g(o.

2
Sigui la funci6é f(x) = X ‘24.
x —

El segon membre de la igualtat manca de sentit quan x = 2. Com elegir el
valor de f(2) perque la funcié f sigui continua en aquest punt?

lim f(0) = lim S fim X=DE+2) _ g, (x+2)=4

x—2 x—>2 X—2 x—2 (x—2) x—2

Perque [ sigui continua a x =2, hem d’escollir f(2) = 4.

D’una funcié g se sap que és continua en l'interval tancat [0, 1] i que per a
0<x =1 és:

2
g(x) = X“tx
X

Quant val g (0)?
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lim @)= fim XX o g XEED iy =1
x—0" x—0" X x—0" X x—0"
Aixi doncs, g(0) = 1.
70. Donada la funcio:
x_;4 si 0=x s%
JS&x) = 1
e™? i F=sas1

71.

72.

73.

observem que f esta definida en [0, 1] i que verifica f(0)=-1<0 i f(1) =
=e1>0, perd no hihacap c €(0, 1) tal que f(c) = 0. ;Contradiu el teore-
ma de Bolzano? Raona la resposta.

lim  f(x) = lim 2= 47
x—>1/2- x—>1/2- 4 8
lim  fx) = lim e % =¢V4

x—1/2" x—1/2"
1

Jf(x) noés continua a x = 5

Per tant, f no és continua en linterval [0, 1]; aixi doncs, no compleix les hipotesis
del teorema de Bolzano en aquest interval.

Si P és un punt genéric de la parabola y = —x? + 2x, prova que el limit del
quocient entre 'ordenada i I’abscissa de P quan P tendeix a 0 (origen de co-
ordenades) és igual a 2.

2
P(x, —x* + 2x) = quan P — 0, x — 0, per tant lim X 2N x4 2 =2

x—0 X x—0

Troba raonadament dues funcions que no siguin continues en un punt x,

del seu domini i tals que la funcié suma sigui continua en aquest punt.

Per exemple:
o = {X+ Losi x=2 ", és continuaa x= 2;

2 si x=2

| 2x—=1 si x=2 . . _
g(x) = . no és continua a x = 2;
4 si x=2

perod la funcié suma, f(x) + g(x) = 3x, siés continua a x= 2.

Té alguna arrel real 'equacio segiient?: sin x +2x +1=0

Si la resposta és afirmativa, determina un interval d’amplitud menor que 2
en el qual es trobi l'arrel.
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74,

75.

76.

Considerem la funcio f(x) = sin x + 2x + 1.
Veiem que: f(x) és continua a [-1, 0].

f(-1)=1,84<0

F0)=1>0 } signe de f(1) = signe de f(0)

Pel teorema de Bolzano, podem assegurar que existeix ¢ € (-1, 0) de manera que
Sf(o) =0; és adir, 'equacid sinx+2x+1=0 té coma minim una arrel en l'inter-
val (-1, 0).

Demostra que 'equacié x> +x +1=0 té, almenys, una solucio real.

Considerem la funcio f(x) = x° + x + 1.
Veiem que: f(x) és continua a [-1, O].

f-D=-1<0

A0)=1>0 } signe de f(~1) = signe de f(0)

Pel teorema de Bolzano, podem assegurar que existeix ¢ € (-1, 0) de manera que
f(o =0; ésadir, 'equacido x°> + x+ 1 =0 té com a minim una arrel en l'interval
(-1, 0).

Una equacid polindmica de grau 3 és segur que té alguna arrel real. Demos-
tra que és aixi, i digues si passa el mateix amb les de grau 4.

e Si f(x) ésun polinomi de grau 3, tenim que:

—Si  lim f(x) = +oo, aleshores [lim [(x)=—oo.

x — 400 X —> -0

—Si  lim f(x) =—oo, aleshores [lim [(x)= +o.

X — +00 X —> —00

Per tant, podem trobar & de manera que: signe de f(—k) = signe de [f(k).

A més, f(x) és continua. Pel teorema de Bolzano, sabem que f(x) té com a mi-
nim una arrel en linterval (=& &).

 Si f(x) ésun polinomi de grau 4 no passa el mateix. Per exemple, x*+1 =0 no
té cap arrel real; donat que x* + 1> 0 per a qualsevol valor de x.

La funciéo y =g x pren valors de distint signe en els extrems de l'interval

[%, 3%] i, no obstant aix0, no s’hi anul-la. Contradiu aixo el teorema de
Bolzano?
La funci6 y = ig x no és continua a x = %, que esta en linterval [%, STR .

Per tant, no podem aplicar el teorema de Bolzano per a aquest interval.

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat



77. Considera la funcio f(x) = lx—l Determina’n el domini. Dibuixa’n la grafica
x

i raona si es pot assignar un valor a f(0) perque la funcid sigui continua en

tot R.

o = {Il 51 iig Domini = IR — {0}
si

Comque /im f(x) =-1= Ilim [(x) =1, nopodem assignar cap valora f(0)
x—=>0" x—0

perqueé la funci6 sigui continua en tot IR (ja que a x =0 no ho és).

Grafic:

78. Si existeix el limit d’una funcié f(x) quan x —a, isi f(x) és positiu quan
x <a, podem assegurar que tal limit és positiu? I que no és negatiu? Justifica
raonadament les respostes.

Si f(x) >0 quan x< a, aleshores, si existeix /[im f(x), ha de ser [lim f(x) = 0.
X —=>dad X —=>d

Aixi doncs, podem assegurar que el limit no és negatiu (podria ser positiu o zero).

79. a) Comprovaque lim [In(x +1)—In(x)]=0.

X — +©

b) Calcula lim x[ln(x + 1) —In(x)].

X — +©

x+1
X

X —> +0 X —> +0

) Ifim [Inx+1D) -] = Ilim [ln(

b) lim xlln(x+1)—-mml= Ilim [xln(x+l)]= lim [ln(x;l)x:r

X — 4+ X — +0 X X — +00
1 X
= lim [ln(1+—)]=lne=1
X — +00 X
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80.

81.

82.

De dues funcions f(x) i g(x) se sap que son continues en linterval [a,b],
que f(a) >g(a) ique f(b) <g ®).

Pot demostrar-se que hi ha algun punt ¢ d’aquest interval en qué es tallen les
grafiques de les dues funcions?

Considerem la funcio f(x) — g(x).

e Si flx) i g(xw) soOn continues en [a, bl, aleshores f(x) — g(x) és continua en
la, bl.

e Si fla) > g(a), aleshores f(a) — g(a) > 0.
e Si f(b) < g(b), aleshores f(b) — g(b) <O0.

Es a dir, signe [f(a) — g(a)] = signe [f(b) — g(b)].

Pel teorema de Bolzano, podem assegurar que existeix ¢ € (a, b)) de manera que
Jflo —g(o) =0, ésadir, de manera que f(¢) = g(co). (Les grafiques de f(x) i g(x)
es tallenen x= o).

Si f(x) és continua en [1, 9], f(1) =-5 i f(9) > 0, podem assegurar que
g(x) =f(x) + 3 té almenys un zero en l'interval [1, 9]?

e Si f(x) és continua en [1, 9], aleshores g(x) = f(x) + 3 també serd continua en
[1, 9] (ja que és la suma de dues funcions continues).

e Si f(1) =-5, aleshores g(1) = (1) +3=-5+3=-2<0.
e Si f(9) >0, aleshores g(9) = f(9) + 3> 0.
Es a dir, signe de g(1) = signe de g(9).

Pel teorema de Bolzano, podem assegurar que existeix ¢ € (1, 9) de manera que
g(0) =0, ésadir, la funci6 g(x) té com a minim un zero en l'interval [1, 9].

Escriu una definicié per a cada una d’aquestes expressions i fes una repre-
sentacio de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=-x
o) lim f(x)=+» d) lim f(x)=—-»
x = 2" x — 2"

a) Donat & >0, existeix b de manera que, si x < -h, aleshores |f(x) — 3| <e.

b) Donat k podem trobar b de manera que, si x> b, aleshores f(x) < —k.
¢) Donat &, podem trobar 0 de manera que, si 2 -9 < x <2, aleshores f(x) > k.

d) Donat k, podem trobar § de manera que, si 2<x<2 +9, aleshores f(x) < -k

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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Si una funcid no esta definida en x =3, pot passar que lim f(x)=5?
x—3

Pot ser continua la funcio en x = 3?

Si, pot ser que /im f(x) =5, per exemple:
x—3

o = CIEED o) que g XD

5; i flx) no esta definida

en x=3.

No obstant aixo, f{x) no pot ser continua en x =3 (ja que no existeix f(3)).
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84.

D’una funcid continua, f, sabem que f(x)<0 si x <2 i f(x)>0 si x > 2.

Podem saber el valor de lim jf(x)?
x —=2

Iim f(x) =0

x—2

Expressa simbolicament cada una d’aquestes frases i fes una representacio
grafica de cada cas:

a) Podem aconseguir que f(x) sigui major que qualsevol nombre K, per
gran que sigui, donant a x valors tan grans com calgui.

b) Si pretenem que els valors de g (x) estiguin tan proxims a 1 com vul-
guem, haurem de donar a x valors suficientment grans.

a) lim  f(x) = +oo /
X —> +0

b lim g0 =1 N .
X — +00

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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86. Estudia la continuitat de les funcions segiients i classifica les discontinuitats
en evitables o inevitables.

a) f)=2-1%1 b) g (x) =x +
c)h(x)=x—|x—2

x|
3 si x<0 . .
a) f(x) = : Es discontinua a x = 0. La discontinuitat és inevitable
1 si x=0
amb salt finit.
x—-1 si x<0
b) g(x) = { . (Igual que f(x)
x+ 1 si x=0
2x i x<0 _
o) h(x) = { S% Es continua alR.
0 si x=0

87. Estudia el comportament de cada una d’aquestes funcions quan x tendeix

a +oo;
a) f(x) =x3—sinx b)g(x)= 25X
x%+1
b @) -E D) = S rsinx
x x

a) Com que —1 = sinx =<1, aleshores: lim (&3 —sinx) = lim x3 =+
X —> +0 X —> +0

b) Com que —1 = cosx <1, aleshores:  lim XX = [im £l
x—>+oox2+1 x—+o x* + 1

o lim LA _y

x— 400 X

d) Com que -1 =sinx=<1, aleshores: [lim 3xrsinx lim 3 _

x — +0 X x— 400 X

88. cCalcula: Iim (x)VA-)

x —1
Com que és del tipus 1%, podem aplicar la regla:

- 1 P
lim [(x—1)  —— lim (=1) 1
lim xl/(lfx) = px—1 1-x]_ ex—l1 - e—l - L
x—1 e

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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En una circumferéncia de radi 1, agafem un angle AOP
de x radiants. Observa que:

PQ=sinx,TA =tg x i arc PA = x

Com que:

PQ < PA<TA — sinx <x <Ig x.
A partir d’aquesta desigualtat, prova que:

_ sin x
lim —/——— =1
x—=>0 X

Tenim que sin x < x < tg x. Dividint entre sin x, queda:

X 1 Sin x

1< — < - 1> > cos X
sinx  cosx
Si agafem limits quan x — 0, queda:
1= lim wzl; ésadir:  lim 31X -1,
x—=0 X x—0 X
Sabent que lim SIMX _ 1, calcula:
x—0 X
sin x —si
a) lim b) lim X=X
x —=0 x —0
g x —
c) lim - fad d) lim lc#
x—0 X x—0 X
Sin x Sin x
a) lim -1 lim =l«1=l
X—Sinx Sin x Sin x
b) i = [i (1— )= lim 1 - [ =1-1=0
x—0 x—0 X x—0 x—=0 X
¢ p
o i = m Sinx/cosx _ g [sinx 1 ) _
x—=0 X x—=0 X x—=0\ X cos X
=1- lim =1-1=1
x—0 COS X

2

ad lim 1—-cosx _ Iim (1 —cosx)(1 + cosx) _ Iim 1—cos”x _
x—0 X x—0 x2(1 + cos x) x—=0 x%(1 + cos x)
. 2 . 2
_ i S x ﬁm(ﬂM) RS BT B |
x—=0 x*(1+cosx) x—0\ X x—01+cosx 2 2

Unitat 8. Limits de funcions. Continuitat
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91. a) Suposem que f és continua en [0, 1]i que 0 <f(x) <1 per atot x de
[0, 1]. Prova que existeix un nombre ¢ de (0, 1) tal que f(c) =c.

Fes una grafica perque el resultat sigui evident.

@& Aplica el teorema de Bolzano a la funcio g (x) =f(x) —x.

b) Imagina una barra de plastilina d’1 dm de longitud. Se situa sobre un seg-
ment de longitud 1 dm. A continuacid, deformem la barreta estirant-la en
alguns llocs i encongint-la en d’altres.

Finalment, tornem a situar la o ey S
I

barra deformada dins del seg-
ment, encara que podem ple- 1Ldm

gar-la una o més vegades. m

Doncs bé, podem assegurar

que algun punt de la barra é
esta exactament en el mateix _—

lloc en qué estava.®

— Anomenant x un punt qualsevol de la barra inicial, construeix la gra-
fica de la funcio:

x — f(x) = posicio de x després de la transformacio
— Relaciona f(x) amb la de Papartat a).

— Demostra lafirmacio .

a) Considerem la funcio g(x) = f(x) — x. Tenim que:

e g(x) és continua en [0, 1], ja que és la diferencia de dues funcions continues
en [0, 1].

e g(0) =/f(0) >0, jaque f(x) >0 peratot x del0, 1].
e g(=/(1)-1<0, jaque flx) <1 peratot x del0, 1.

Pel teorema de Bolzano, sabem que existeix ¢ € (0, 1) de manera que g(c) =0,
ésadir, f(c)—c=0, obé flo=c

SO =cpofpmmmnnns (20
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b) Anomenant x un punt qualsevol de la barra inicial, construim la funcio:
x — flo) =“posicio de x després de la transformacio”.
Tenim que:

e [ és continua en [0, 1] (atés que situem la barra sobre un segment de longitud
1 dm i només la deformem, no la trenquem).

e 0 <f(x) <1 peratot x del0, 1] (ja que situem la barra deformada dins del
segment).

e Aplicanta f(x) els resultats obtinguts en 'apartat a), veiem que existeix ¢ de
(0, 1) de manera que f(¢) = ¢; és a dir, existeix algun punt de la barra que
esta exactament en el mateix lloc en que estava.
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