MYII/NICE DERIVADES. TECNIQUES
DE DERIVACIO
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Problema 1

/'

B Troba, mirant la grafica i les rectes tracades, f'(3), f'(9) i f'(14).
F3)=0; fO = 25 pap =1

B Digues uns altres tres punts en que la derivada sigui positiva.
La derivada també és positiva en x=—-4, x=-2,x=0...

B Digues un altre punt en qué la derivada sigui zero.

La derivada també és zero en x = 11.

B Digues uns altres dos punts en que la derivada sigui negativa.

La derivada també és negativa en x=4, x=5...

B Digues un interval [a, b] en el qual es compleixi que “si x €[a, b], llavors

f/ (x) > 0.

Per exemple, en linterval [-5, 2] es compleix que, si x € [-5, 2], aleshores f'(x) > 0.

Unitat 9. Derivades. Técniques de derivacié
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B Continua escrivint les raons

per les quals g (x) és una fun-
cio el comportament de la
qual respon al de la derivada

de f(x).

e En linterval (a, b), f(x) és
decreixent. Por tant, la seva de-
rivada és negativa. Es el que li
passaa g(x) en (a, b).

e La derivadade fa b és0: f'(b) =
=0. [també és g(b) = 0.

e En general:

g(x) = f((x) =0 en que f(x)
té tangent horitzontal.

y.dl
=[/0o[ /
PN /
LY /
i /
/ i h d
/ I~
/
A
=lodol= bl
\
SN, \
7))
\
\
\

g(0) = f'(x) >0 en qué f(x) és creixent.

g(x) = f'(x) <0 en que f(x) és decreixent.

Les grafiques 4, B i C son les
funcions derivades de les
grafiques 1, 2 i 3, pero en un
altre ordre. Respon raonada-
ment quina és la de cadas-
cuna.

D B.
2) A.
3)C.
La derivada s’anulla en els
punts de tangent horitzontal, és
positiva on la funci6 és crei-

xent, i és negativa on la funci6
decreix.
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1. Calcula la derivada de cada una de les funcions segiients:

_ 1-

a) f(x) = L’; b)f(x)=\/1+§
. 1-x _1-1gx

Afx)=In 17 x d)f(x) = T+rigx

1-1 R
0L =V tiex )/ () = In V&
g f(x)=vV3*+1 h) f(x) = log (sin x - cos x)?
i) f(x) =sin’x +cos’*x +x f(x) =sinVx +1-cos Vx —1
K)f(x) = arc sinVx 1.f(x) = sin(3x5— 2Vx +V2x)
m) f(x) =Vsinx +x%+1 n)_)“(x)=cos2i/x+(3—x)2

oy 1A+ -0-x-1_ -1-x—-1+x_ =2

R (1 + 202 A+02  (1+02

b) Utilitzem el resultat obtingut a a):

1 -2 -1
"(x) = —_— - -—_
i 2\/1—x A+202 VA -00 +x°3
1+x

¢) Utilitzem el resultat obtingut a a):

7 _ 1 -2 _ —2(1+.X') _ -2

() = : = =

S l-x A+x0? A-00+0% 1-x°
1+x

D’una altra manera: Si agafem logaritmes préviament:

S = -x -+ x. Derivem:

x 1+ 1 - a2 1- a2

f/(x)=1_1 1 _—1—X—1+x_ -2

&) fi() = A+ A +1g0) - —1gx) - (1+1g°x) _

(1 + 1g x)?
_Q+g? 01 —tgx—1+gad _ —2(1 + 1g*> )
(1 + tg x)? (1 + 1g x)?
D’una altra manera: Si tenim en compte el resultat obtingut a a):
- =2 - -2 2 ) =
S =——— Dligll=——— - (1 +1g° 0 =
(1 + 1g x)? (1 + 1g x)? (1 + g x)?
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e) Tenint en compte el que hem obtingut a d):
2 _ 2
0 = 1 =200 + 1t X)) (1 + 1g° %)

2\/1—th (1 + 1g x)? VA = 1g 01 + 1g x)3
1+igx

També podriem haver arribat a aquest resultat utilitzant el que hem obtengut a b).

D ) =InVel8¥ = [n 80 /2 = l‘gzx

f’(X)=¢l+;2x

g) f(X) - \/3x+ 1 5(x+ /2

f/(x) =3(x+1)/2 . % -n3 = 17/;3 .\/3x+1

h) f(x) = log (sin x - cos x)* = 2[log (sin x+ log (cos x)]

2 2

X

N COs X 1 —sin x 1 _ 2 CcOs® X — Sin
Fi(x0) =2 . + . = .
sinx In10 cosx In10 n 10 Sin X - COS X

2 2

4  cos*x—sincx _ 4  cos2x _ 4

T In10 2sinx-cosx 10 sin2x  In10- 19 2x

D’una altra manera:

J(x) = log (sin x - cos )% = 2 log ( sin 2x)
1 cos 2x 4
U =2. ) _
S0 10  sin2x n10 - tg 2x

2

2

D f0) =sin?x+cos® x+x=1+x

S =1
D0 = cosVx+1-cosVx—1 + sinVx+ 1 ~(—sz’n\/x—1) _
2Vx+ 1 2Vx-—1
_ cosVx+1-cosVx—1 B sinVx+1-sinVx—1
2Vx+ 1 2Vx—1
1 1 1
k) filx) s ——=  — = ————
4 Vi-x 2Vx 2Vx-a2
D /(%) = cos (3x°5 — 2Vx + i/ﬂ) 15x4 = 1. %
Va o 3Va2
1 COS X + 2Xx
m) fi(x) = ——————o—  (cos X + 2X) = ————
S 2Vsinx+ a2+ 1 2Vsinx+ a2+ 1
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n) f(x) = 2cos Va + (3 — 02 - [—sin Vm] : 1;(2(5(_ ) ')(2_)1) =
x+(3-x

_ =2 cosVx+ (3 — 22 sinVx+ (3 —20% 2x—5) _
3V + (3 - x)?)?

(5 -2 - sin(2Vx+ (3 — 0?)
3V(x+ (3 - 20%)?

2. Troba les derivades 1a, 2a i 3a de les funcions segiients:

2 2

a)y=x5 b)y =x cos x )y =sin“x +cos“x +x

) y=x
pi=5xt pr=20x% p"=60x2

b)y = x cos x
y'=cosx— xSsinx
Y= —=Sinx— $inx— X cos x =—28in x — X cos X
p"'=-2c0s X — COS X + X Sin x =—-3C0S X + X Sin x

2

O y=sin’x+cos’ x+x=1+x

y/= 1; y//z O; y///z 0

3. Calcula f'(1) essent: f(x) = M -et
2V3x2

Y < 157~
f(x) _ \/.X'\/3X ' 94 _ xl/Z . 31/3 . x1/3 . €4 _ 32/1) . e4 . x13/30 _ \/9 . €4 . x15/30
2v5x2 2. 31/5 - x2/5 2 2

, _ ]\75 6’4 . 13 ~17/30 — 131\75 64 3\7T7
f(x) = 3 20 x "= x

13V9 - ¢t
50

Per tant: f'(1) =
4. Calcula f'(71/6) essent: f(x) = (cos? 3x —sin? 3x) -« sin 6x

J(x0) = (cos? 3x — sin® 3x) - sin 6x = cos 6x - sin 6x = sin 12x

fao) = LEELEE < 6cos 12x
Per tant: f/(%) =6- coslzTTE =6-cosQm)=6-1=6

Unitat 9. Derivades. Técniques de derivacié



5. Calcula f'(0) essent: f(x)=In Vx?+x + 1 _1 -arctg 2x + 1
V3 V3
Sy 1 2x+ 1 1 1 2x+ 1
o =mVx?+x+1 - —= arctg 25— == In(*+x+1) - — arc lg ===
V3 V3 2 V3 V3
po-L. 21 1 2V3
2 2ex+1 V3 1+(2x+1)2
V3
- 2x+1 2 1 - 2x+1 2 3 -
202+ 2x0+42 3 A tdx+l 22402x42 3 3+4x2+4x+1
3
2x+1 2 _ 2x+1 1

D224 2x+2  4dxPtdxt 4 22 4 2x+2 202+ 2x+2

2X X

262+ 2x+2  xF+x+1

Per tant: f(0) =0
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6. Estudia la derivabilitat en x, =3 de la funci6: f(x) = x°—3x, x=3
3x -9, x>3
e Continuitat en Xy = 3:
lim  f(x) = lim (x*-3x) =0 lim f(x) = f(3) =0
x—3 x—3 x—3

lim+ fo) = lim 3x—9)=0 Per tant, f(x) és continua en X, = 3.
x—3 x—3

e Derivabilitat en x;, = 3:

lim  f(x) = limy Q2x—-3)=3= /(3
X —

x—=3 Les derivades laterals existeixen
lim  f(x)= lim (3)=3=f(3% i coincideixen.
x—3' x> 3"

Per tant, f(x) és derivable en x;,=3. A més, f'(3) = 3.

2
7. Calcula m i n perqué f(x) sigui derivable en R: f(x) = {fxz—:n':f +5, : jg

e Si x =0, lafuncid és continua i derivable, ja que esta formada per dos polinomis.

e Continuitat en x = 0:

Unitat 9. Derivades. Técniques de derivacio



lim f(x)= lim (x*-mx+5)=5
x—=0 x—=0

lim  flx) = lim (=% + m) = n Perque f(x) sigui continua en x =0, ha
x—0" x—0" deser: n=5
S =5

e Derivabilitat en x = 0:

lim_ fi(x)= lim Qx—m) =-m= f(0)
x>0 x=0 Perque sigui derivable en x =0, ha

lim fi(x) = lim (=2x) =0 = f(0") deser: —m=0 — m=0
x—0 x—0

Per tant, f(x) és derivableen R pera m=0 i n=5,
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8. Sabem que la derivada de la funcié f(x) =x3 es f'(x) = 3x>.
Tenint en compte aquest resultat, troba la derivada de la seva funci6 inversa:

f1x) =Vx

’ 1
(fH'w=—=
S e
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2
9. Comprova que sin (x?>y) —y?+x =2- :—6 passa pel punt (2, %) i troba l'e-

quacio de la recta tangent en aquest punt.

Substituim x =2, y= Z en I'expressio:

4

N AN _ ot _,
sm(4 4)_E+2 0+2 € 10

Es compleix la igualtat. Aixi doncs, la corba donada passa pel punt (2, %)

Necessitem obtenir el valor de y’(Z, %) Trobem previament yp'(x, )):

il
16"
cos (x?y) - Quxy+x*-yHN—=2y-p'+1=0

Derivem sin (x*)) — > + x=2 —

2xy cos (x?)) + '+ x% - cos (x?)) = 2yy’'+1=0
(a2 - cos (x%2)) — 2y) = =1 — 2xy cos (x2))

,_ =1 —2xy cos (x*y)
x? - cos (x*)) — 2y

y
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Per tant:

,(2 _)=—l—n-cosn_ ~l+m _ —2+2x _2-2n
Y T4 4 cosm — /2

—4-m/2 —8—n 8+m

+2—215

n
T -2
4 8+n<x )

L’equaci6 de la recta tangent és: y =

10. Calcula la derivada de cada una de les funcions segiients:

S x) = (sin x)* gx) =xsinx

S = (Ginx* — Inf(x)=xn(sinx

X COS X
Sin x

S In (sinx) + x - E?Sx - fU(x) = (sin x)* [ln (sin x) +

g(x0) = x"%  — Ing(x) =sinx- nx

g'(x)

. 1
=cosx-nx+sinx- —
g(x) x

i sin x
g'(x) = x> - | cos x lnx+—]
X
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11. Calcula Ay, dy, Ay —dy per a:
a)y =x?-x perax,=3,dx,=0,01
b)y = Va2-1 per ax,=2,dx,=0,1
Ay = Vx perax,=125,dx,=1
a) Ay = f(3,01) — f(3) = 0,0501

dy = f'(3) - 0,01 = 0,0502

Ay — dy = -0,0001

b) Ay = f(21) - f(2) =V(2,D? -1 —=V(2)? -1 =0,11457

dy=[f"(2)-0,1= 22 0,1 =0,11547
2V22 -1

Ay — dy=-0,0009

o) Ay = f(126) — f(125) = 0,01330
dy = f'(125) - 1 =0,0133

Ay — dy=0,0003

Unitat 9. Derivades. Técniques de derivacio



12. A unabola de bronze de 7 cm de radi se li aplica un bany de plata de 0,5 mm
de gruix. Calcula la quantitat de plata que s’ha fet servir (aproximadament, a

partir de la diferencial).
4

=23
esfera 3 nr

dv=V'(P - bh=4nr’ h=4mx- (7 cm)?- 0,05 cm = 30,79 cm3 aprox.

13. Calcula una aproximacio de V126 fent els passos segiients:

a) Anomenar f(x) = Vx
b) Obtenir df pera x;=125 i dx; =1
¢) Obtenir f(126) ~f(125) +df (125) per b = 1

a) f(x) = Vx
b) df'= 0,013 (exercici 11)

©) f(126) = 5+ 0,013 = 5,013

14. Procedint com en I’exercici anterior, troba aproximadament:

a) 1,014 b) V15,8 c) V66

a) flx) =t dfperax,=1ih=0,01 df(D) per h=0,01=0,04

S(1,01)=1+0,04 =1,04

b) f(x) =Vx dfperax,=15ih=08 df(15) per h=0,8 = 0,103

/(15,8) = 3,873 + 0,103 = 3,976

O flx) =Vx dfperax,=65ih=1 df(65) per h=1=10,02

(66) = 4,02 + 0,02 = 4,04
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EXERCICIS | PROBLEMES PROPOSATS
PER PRACTICAR

Calcula les derivades de les funcions segiients:

2 s
15. a)y=X_=3 b)y = V3x2
x2+3
) y= 2x(x? +3) = (x* =3) 2x _ 200 + 6x—2x7 + 6x _  12x
(x* + 3)? (x* + 3)? (x* +3)?
2
b)y'= —
Vox
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_ 2/3
16. a)y=(1 ") by -+

Dy=2 (1—x)1/3_ 1 A+0-0-x _ 2 (1+x)1/3‘ lox—1+x _
3 \1+x (1 + x)2 3 \1-x (1 + x)2
_2 - o -
3 1-03- A+ 371 -0 +x°
' 1 1 -_2
b)y’'=2 (_;)+7 2x x2+x
17. ay-= lnxx by =7e™™
Q) = A/x) - x—Inx _1-Inx b) y'=—7e
X2 x2
18. a)y=M b) y = sin x cos x
eX —ex
, (ex_ —x)z_(ex_,_ e—x)z 3 er+ e—Zx_Z_er_e—Zx_Z _ —4
a)y'= = -
(¥ — e)? (e¥—e™)? (e¥—e™)?

b) y'= cos x - cos x + (=sin x) - sin x = cos® x — sin® x = cos 2x

19. a)y=—1 By =In(x2+1)
sin x
) ' = —COSX by’ = 2x
v sin® x Y X2+ 1
20. a)y=arctg% b)y =cos? (2x — )
= 1 113 - 3
1+/3)? 3 1+x%9 9+u?

b) y'=2cos Qx—m) - (=sin Qx—m) - 2 = —4cos Qx— ) - sin Qx—n) =
= —2cos (4x — 4m)

21. a)y =sin’x b)y = Vig x
2
) y'=2sinx cosx= sin2x b y'= E S (1 + 1g? 0= lriEx
2\/tgx 2\/tgx
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22. a)y =sinx? b)y =arctg (x*+1)

a) y'= cos x* - 2x = 2x cos x* b)y/=+~2x=

1+ (2 + 1)2

23. a)y =QVx -3) b)y=log2\/;
) = T~ _ 3)6 1 _7 % _ 2)6
Dy =702Vx =3)° -2 — = = (2Vx - 3)

2Vx  Vx
o L1 1 1
By Ve 2 oy 2xin2
24. a)y =sin?*x? b)y=arctg%

a) y'=2sin x> - cos x* - 2x = 4x sin x> cos x> = 2x sin (2x?)

1 1 —1/x° 1
b= L[ L] - -
Y 1+ (1/x)?2 x? 1+ 1/x? 2+
25. a)y =cos5 (7x?) b)y=3+1

a) y'=5cos* (7x2) - (=sin (7x%)) - 14x = =70x cos* (7x?) sin (7x?)

b)y'=3%In3
3 2
26. a)y =V(5x —3)* b)y=arcsin%
2 10
D y'=SGx-3) 5= e
3 3V5x-3
b) y'= 1 C2x _ 2x/3  _ 2x
1‘(&)2 3 Vo—at Vo-xi
3 3
x2
27. a)y=mm(2x-1) b)y=tg7
, 2
VY=

2 2
b)y’=(1 + 1g° %)-2—x=x+xtg2x7

Unitat 9. Derivades. Técniques de derivacié
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28.

29.

30.

31

32.

ay=n(x?-1) b)y = arc cos V2x

2x
a)y'= =2
Y X -1
' -1 ] 2 _ -1 _ 1
V1-G202 2V2x  V2x-Vi1-2x V2x — 4x2
ay=mmVl-x b)y = (arc tg x)?

D y=inVl-x =ln(1—x)1/2=%ln(1—x)

,=l. -1 _ 1
VT a-»  2-2x
/= 1 _ 2arctgx
b)y'=2 I : =
il (arc 1g ) 1+ x2 1+ x?2
a)y =log3(7x +2) b)y =lntg %
1 7 _ 7
VY= 43 Gxrd) | Gxr D in3
1 3 3\ 30 +1g23/%
e 2] 2]
Y 1g 3/x & x x? x% 1g 3/x
= pdx - 1
a)y=e b)y =In (ln ;)
a) y'= 4e**
ISR S S S S D |
Dy nl/x 1/x ( XZ) xinl/x
" Cox+1
ay=2 b)y =arc sin ~x_1
a)y'=2%In2
b)y’= 1 _(X—l)—(X+1)= 1 . -2 =
_\/1_ x+ 1)? (x— 12 Vix—12—(x+1D? (x—1D?
x—1 x—1
_ 2/(x=1) _ 2 2
Vix-1D2-(x+1? (x-DVa2+1-2x—x*-1-2x (x— DV—4x
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33. a)y=5183(3x2%+1)

b)y = Vx +Vx

A y'=151g> Gx*+ 1 - [1 +1g%> Bx? + D] - 6x = 90x [1g? Bx? + 1) + 1g* Bx? + 1]

by yio 1 (1+ 1 ) 2Vx+ 1 2Vx+ 1
2V + Vx wWaxl  4VxVx+vx  4Va + xvx
34. a)y =Vig x? b)y = \/x+2
2 42
Q) y'= (1+1g2 o) - 200= XA 217X
g Wig a2 . Vig x?
b) y'= i(x—z)‘“_ x+2-(x=2) _ 1 .4
3lx+2 (x+2)? 3{/ﬁ (x+2)?
X+ 2
_ 4 4 _ 4
Vx=22  3x+2% V(x-2)2
e T

3V(x + 2)% (x— 2)2 )
4

30+ 2DV (x + 2)(x— 2)2

35.

Calcula la derivada de les funcions segiients, aplicant-hi préviament les pro-
pietats dels logaritmes:
\/ 1-x
Dy =i\,

_mVxZ-1
oy ln_z_

X

b) y =In (x tg x)?

d) y =In (2~ sin® x)

1-x 1
ay=In 1+ x =E[ln(1—x)—ln(1+x)]
1

y/:l -1 1l l-x—-1+x|_ -1
211-x 1+x 2

1 — &2

b) y=In(x1g x)? = 2[Inx+ In (ig x)]

1, 1+1¢°x 2
=2 — + +logx|=—=—+2coltgx+ 219X
Y [x g x ] [ g] X J 8

o y= ln‘/ix_rl =—21nx+% n(x*-1)

y/=ﬁ+l. 2x  _ =2, 2x _ —0x% + 6 + 2x7
X3 F-D X 3x%-3

_ —4xt+ 6
3x% — 3x 3x% — 3x
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d) y = In (2% sin x)
y=In Q¥sin* x) =2+ nsin* x=xIn 2+ 2In sinx

coS X

y'=n2+2—
sin x

36. cCalcula la derivada d’aquestes funcions implicites:

AxZ+y2=9 b)x2+y2—4x -6y +9=0
x2 y2= (x — 1) ()/"'3)2:
RETIMC N s T
ex3+y3+2xy=0 Daxy?=x2+y

a)2x+2y-y'=0

b)2x+ 2yy'—4—-6y'=0
Y'Qy-6)=4-2x

= - /= —9_,X'
8 Y 16y

2Ax-1 20+ 3"
8 14

(x=1 , OU+3" _
4 7

+3y"  (x-1D
7 4

d

0

S (p+3)y= w

e) 3x? +3y%y'+ 2y + 2xy'=0
y'(3y? + 2x) = —3x% - 2y

/= _sz _ 2y
3y% + 2x
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H xPy=xr+y
2 y+x?y=2x+ Yy
2x- y—2x=y—x%*y

2x (y—1)
1-x3

!
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37. Aplica la derivacio logaritmica per derivar:

a)y =x3% by =x**1
Ay =x¢ Dy=Unx)y*1
ey = (S'Zx )x Dy =x8*

Ay=x% — ny=3xinx

L Smx+sx L =3ma+3
y x
V'=x3Blnx +3)

b y=x*"1l - ny=(x+1)Inx

y/

—=hx+x+1D- !

l=lnx+1 + =
x x
y’=x’“1(lnx+1 +l)

x

Dy=x = Iny=e - Inx

y—=e’“- In x + ex~l=ex(lnx+ l)
Y X X
yr= ex(lnx+ l)

X

dDy=Unx**" - my=(x+1) - In(nx

V' 1

R % N ¢ T P SR Sy g M S
y nx x

xIn x

y/=(lnx)x”-[ln(lnx)+ vt ]
xInx

~7 X /
e)y=(%) - ny=xlIn (%)=x(ln(smx)—lnx)

cos x _l)= ln(smx)+ xXcosx

y—=ln(sz’nx)—lnx+x( - ’
y sinx X X sin x

. X .
y/=(smx) _[ln(sznx)+x§osx_1]
X X sin x
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D y=x8% — Iny=tgx-Inx
y—=(1+tg2x)-lnx+ g x - 1
y x

p'=x8X (1 +1g% %) Inx+ 18X
X

38. Obtén la derivada de les funcions segiients de dues maneres i comprova,
operant-hi, que arribes al mateix resultat:

D Utilitzant-hi les regles de derivaciéo que coneixes.

ID) Aplicant-hi la derivaci6 logaritmica.

(xZ2+1 )3 _\/1+x

ay = (T) b)y = 1—x

o)y =sin3 x cos? x dy=VaZ+1 Va?Z
1) v %+1?(_;J=&WMDH%—D
DDy 5( X ) ! X2 x4

IDIny=3(n(2+1) - Inx)

y—/=3( 2x _l)=3(2x2—x2—1): 3(xr-1)
Y x(x2 + 1) x(x2 + 1)

x2+1 X

y%ﬁ+f,ﬁﬁ4>=&w+mmhn

X x(x2 + 1) x4
b1 y'= 1 dl-x+l4x 1
1+x (1-x%) Va +x00-x3

2 1-x

) n y = % [In (1 + 20 — In (1 - )]

/=l[ 1 -1 _1[1—x+1+x] 1
2

T+x 1-x| 2 1+x0-x =(1+x)(1—x)

"Vﬁ+x' 1 _ 1
y l-x Ad+x00-x Va + 01 - x3

2

oD y'=3sin® x cos x - cos®> x + sind x - 2cos x (—sin x) =

= 35in? x cos® x — 2cos x sint x
D Iny=3In(sinx) + 2In (cos x)

! . .
Yo _zcosx 5 osinx 3cos? x = 2sin? x
y

Sin x COS X Si1n X COS X
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 3cos® x— 2sin® x
Sin x cos x

= 3sin? x cos® x — 2cos x sint x

y'= sind x cos®> x = sin® x cos x (3cos® x — 2sin? x) =

DD y'= 2x .-\3/?+\/x2+1.£.317= Vo +2\/922j1=
2Va? + 1 3 Vx  Var+1 3Vx
_ 32+ D) 3x% 4 270 + 2 5x% + 2

Va2 + 1Vx 3V + 1Vx  3Va2 + 1Vx

IDiny= % In (x> + 1)+% In x

Yol 2w 2 1 x 2 _3x+2%+2_ S5a’+2
Yy 2 x2+1 3 x  x2+1 3x 3x(x?+ 1) 3x(x?+ 1)
yi= Va2 A1 - Va2 - Sa2+2 __ S5x2+2

3x(x? + 1) 3V + 1V

39. Calcula el valor de la derivada de cada una de les funcions segiients en x = 0.
a)g(x) =eSmS ™) si £(0)=01i f(0)=1

b) b (x) = [sin f(OP, si £(0) = % if(=1

Ajx) = Vinf(x),si f(0)=ei f(0)=1

a) g'(x) = eSS+ cos f(x) - f1(x)
g'(0) = eSO - cos £(0) - £1(0)
g'0) =e5m0 - cos0 - 1
g =1

b) h'(x) = 3 [sin [ - cos f(x) - [1(x)
h'(0) = 3 [sin f(OI? - cos f(0) - f1(0)

h'(0) =3 [sin %]Z - cos % -1
oy 32
h'(0) = 7
O = ———— L i)
2Vin f(o  flo
1 1
i'(0) = ——— " - f1(0)
/ o o
1 1
(0) = —— - — - 1
/ 2Vine e
1
1(0) = —
/ 2e
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40. a) Comprova que la funci6é segiient és continua i derivable i troba f'(0),
JS'B3)if:

3x -1 si x<1
2

@)= {

x“+x six=1
b) Quina n’és la funcié derivada?

c) En quin punt es compleix f'(x) = 5?

X2+x osi o x=1

Sl = {396—1 si x<1

a)Si x =1, la funci6 és continua i derivable, atés que esta formada per dos poli-
nomis.

Continuitaten x = 1:
lim  f(x) = lim Bx-1)=2
x—=1 x—1"

Zz’m+ f(x) = lim+(x2 +x) =2 ¢ flx) éscontinuaen x=1.
x—=1 x—1
f =2

Derivabilitat en x = 1:

lim_ f(x) = lim 3=3= /(1)
x—1

x—1

lim _fx) = lim Qx+1)=3=/f(1 i coincideixen.
x—1 x—1

Les derivades laterals existeixen

Per tant, f(x) és derivable en x=1. A més, f'(1) = 3.
Aixi flx) és continua i derivable en tot IR.

J(0) =3

S 3)=2-3+1=7

3 x<1
2x+1 x=1

b) f'(x) = {

©) Si fx) =5, aleshores x=1. Es a dir:
S =2x+1=5 — x=%=2>1

S @) =5
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41. Comprova que f(x) és continua perd no derivable en x = 2:

_[lmx—1) six<2
f(x)_{Sx—6 six=2

e Si x= 2, lafuncié és continua i derivable.
e Continuitat en x = 2:

lim flx)= Ilim In(x—1)=mn1=0
x—2" x—2"

lim _f(x) = lim_(3x—-06)=0 [ és continua en x = 2.
x—2 x—2
f=0

e Derivabilitat en x = 2:

1

lim  f(x)= lim ——=1=/(2")

x—=>2 x—>2" x—1 Les derivades laterals existeixen, perd
lim_ fi(x)= lim_ 3=3=f(2% no coincideixen.

x—2"" x—2"

f(x) no és derivable en x = 2.

42. Estudia la continuitat i derivabilitat d’aquestes funcions:

e~ six=<0
afx)=11 si 0<x<3
—x2+3x +2 six=3

x2+2x+1  six<-1
b)f(x)=12x +2 si -1<sx=<2
—x2 + 8x si x>2

a)Si x =0 i x =3, lafuncid és continua i derivable.

Continuitaten x = 0:

lim  f(x) = lim eX=
x—0 x—0

lim flo = lim 1=1 f(x) és continua en x=0.
x—=0" x—=0"
S =1

Continuitaten x = 3:

lim_ fx) = lim 1=1
x—=>3 x—=>3 . .
Els limits per la dreta i per 'esquerra no
lfYVlS+ Jo = lz’my (—x? + 3x+2) =2 { coincideixen. La funcié no és continua
X —> X —
en x=3.

JB3) =2
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Derivabilitat en x = 0:

lim_ fi(x) = lim e*=1= f(0)
x=0 x>0 Les derivades laterals existeixen, perd no

lim _f(x)= 1lim 0=0=/(0" coincideixen.
x—0 x— 0"
Sf(x) no és derivable en x = 0.

Derivabilitat en x = 3:

Com que f(x) no és continua en x =3, f(x) no és derivable en x = 3.

b)Si x =—1 i a =2, f(x) és continua i derivable.

Continuitaten x = —1:

lim  fo = [lim (x*+2x+1)=0

x—=-1- x—=-1-
lim flx)= lim Qx+2)=0 Jf(x) és continua en x = -—1.
x—-1" x—-1*
JE=D =0

Continuitat en x = 2:
lim flo = lim Qx+2)=6
x—=>27 x—=>27
Els limits per la dreta i per I'esquerra

lim  f(x) = xlimf (=x? + 8) = 12 no coincideixen.

x—2"
A2) =12
f(x) no és continua en x = 2.

Derivabilitat en x =—1:

lim [ = lm Qx+2)=0= Q0

x—=-17 X Les derivades laterals existeixen,
lim  fix) = lim 2=2=f(2% perd no coincideixen.
x—-1" x—-1"

J(x) no és derivable en x=-1.

Derivabilitat en x = 2:

J(x) no éscontinuaen x=2 — f(x) no ésderivable en x= 2.

43. Estudia la continuitat i derivabilitat d’aquestes funcions:
0 six<o0

x .

a _ 2  0<a< b _ e si x <2

DS (x) x s§0<x 1 DS (x) {l—x §ix>0
X six=1
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a) Continuitat:
eSix=0ix=1 — Escontinua,ja que estd formada per funcions continues.
e En x =0:
lim  flo= lim 0=0
x—0 x—=0

lim fi) = lim x%=0 xlz_r)no S = f(0). Aixi doncs, la funci6 és conti-
x—=0" x—=0" nuaen x=0.

S0 =0

e En x =1:

lim  fo = lim x*>=1
x—=1 x—=1

lim_ fx) = lim x=1 xli_)ml S = f(1). Aixi doncs, la funcio és conti-
x—1" x—1" nuaen x=1.
=1

La funcio és continua en R.

Derivabilitat:

*Six=01ix=1 — Lafuncio és derivable. La seva derivada és, en aquests
punts:

0 si x<0
flo=12x si 0<x<1
1 si x>1
e En x =0:

f1(07) =0 =f(0%). Pertant, f(x) ésderivableen x=0; i f(0)=0.

e En x =1:
f1() =2= (1" = 1. Pertant, f(x) no és derivable en x = 1.
La funci6 és derivable en IR —{1}. La seva derivada és:
0 si x<0
So=12x si 0sx<1
1 six>1
b) Avaluem la continuitat
tros 1
e és continua perque és exponencial.
tros 2
1 — x és continua perque és polinomica.

Lanic punt conflictiu per la continuitat pot ser la frontera entre els trossos.
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x=0
SO =e¥=1 e R.

lim ¢¥=1
A lim  f0 = lim_ foo — lim f(0=1
x—=0 x—=0 x—=0

ll’m+ 1-x0=1
x—0
S0 = lim F(x0)
x—0
La funci6 és continua també en x = 0.
La funcio és continua.

Avaluem la derivabilitat

1 six>0

F10 = {_e—x six<0

Els dos trossos no causen cap problema. L'Gnic problema el podriem trobar en
la frontera x = 0.

x=0
—e=-1 — Esderivable també en x = 0

La funci6 és continua i derivable en tots els punts.

44. Estudia la derivabilitat de les funcions segiients:

a)y=|x-2| b)y = |x%+6x + 8|

Ay =x|x| dDy=x%+|x|
X—2 six=2

21)f(X)={2—x six <2

En el tros 11 en el tros 2 és continua perque son polinomis.

En la frontera x = 2

J2)=0 21
lim f(x)= lim f(x)=0 i
x—2" x—2" 15

Es continua en x = 2 i, per tant, és continua. "

06

Avaluem la derivabilitat
03
1 six>2 | AEnamrnaas
S1 X 0,603 030609 12 1518 2427
! — d 1 ! 1 ! ! ! ! | 1
J' @ {—1 six<2 3
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Es derivable en el tros 1 i en el tros 2.

En la frontera x = 2

/2% =1 | Hihaun pic

@2 =-1 } No és derivable en x = 2

b) f(x) = |x* + 6x + 8|

x*+6x+8=0 —

xX=—4

X2+ 6x+ 8 si x<—4
SO =1 _x2_-6x-8 si 4d<x<-=2
X2+ 6x+ 8 si x=-2

Avaluem la continuitat

En els trossos la funci6 és polinomica.

Cal mirar qué passa en les fronteres.

x=—4
S =0

lim  f(x)= lim f(x)=0.Es continua en x = —4
X = —4" x— 4"

x =-2

JS2)=0

X — —

Avaluem la derivabilitat

lim  f(x)= lim f(x) = 0. Es continua en x = -2
2" x—> =2

2x + 6 si x<—4
fo=12x-6 si —2<x<—4
2x + 6 si x>-2

En els trossos no hi ha problema ja que son polinomis.

En les fronteres cal avaluar-ho.

x=—4

Ji=4) =2 (D +6==-2

Sl =2 (D -6=2
=2

S22 =-2-(-2)-6=-2
SE2H =2 (=2)+6=2
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No és derivable en x = —4
Hi ha un pic

No és derivable en x = -2
Hi ha un pic

-8

7161514




c)f(x)={x2 six=z0
% six<0
Avaluem la continuitat
En els trossos €s continua ja que son polinomis.
En la frontera ho comprovem.
x=0

F(0) =0

lim x%*= lim x2=0.Escontinua en x =0 ila funcio és continua.

x— 0" x—0

Avaluem la derivabilitat
2x six>0
1 =
S {—Zx six<0
En els trossos no hi ha problema ja que sén polinomis.

En la frontera ho comprovem

SO =07 .
£10%) = 0 Es derivable. No hi ha pic en x =0

X - x six<0

d)f(x)={x2+x six=z0

Avaluem la continuitat

En els trossos no hi ha problema ja que son polinomis.
Cal avaluar la frontera.

x=0

SO =0

R R =]

86|42

-4

-10

2468

251
ol
16+
11
o1

215 -1 -5;5 [
1+

-1 ‘5 L

ol

~2‘5 L

05 1 15 2

lim  f(x) = lim f(x) =0.Es continua en x = 0 i la funci6 és continua.
x— 0" x— 0"

Avaluem la derivabilitat
2x+ 1 six>0
U =
S {Zx—l six<0
En els trossos no hi ha problema ja que son polinomis.
Cal avaluar la frontera
x=0

S0 =-1] .
(0T = S derivable. INO N1 ha pic en x =
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45. Utilitza la definicié de derivada per trobar f'(2) en cada cas:

x-1 —
a)f(x)—x+1 b) f(x)=Vx +2
2+h-1 1 h+1 1
N oy - g SR> o 2+h+1 3 . h+3 3 _
D @ /gh—n;lo b /gh—nfo b /gll_tno b
3b+3-h-3 2h
o 3h*3 o 33 2 2
= b Jim = S 3 T30+ 3)
by fQ) = lim \/2+b+2—\/2+2]= i Vbh+4-2 _
’ h—0 h h—0 h
oy Vhrd-2 Vhrd+2 h,m[ h+4—4 ]= i 1
h=0  p Vh+4+2 b=olp/h+4d+2)] br—=0Vh+4+2
-1 1
Vo+4+2 4

46. Aplica la definicié de derivada per trobar f'(x) en cada cas:

DL =x+ b) f(x) = VaZ+1
FCx+ B = f) e b e )b
Q) [0 = lim LX —Y ~ him =
R h—0 h h—0 h
b+ 1 1 (x+h) -x-h+x—(x+h)
_ 7 x+h x _ lim (x+h) - x _
h—0 b h—0 b
x2h + xb* + x—x—h x2h + xb*— b
= lim i+ b x = [lim b x|
h—0 b h—0 /9
(x+h)-x-h-h
o (x+h) - x _ (x+h-x-h h _
= Jm ) blZ”O[<x+b)-x~b x+h)-xb

) 1 1
= Jim (1= G = e
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b)ﬁuD=ZMz[
h—0

Vie+ D2 +1-Va2 + 1| _
h

Iim [\/(x+ P2+1-Va2+1 Vix+h?+1+Va2+1]_
h—0 b Vix+h?+1+Va? + 1

m (x+h2+1-x%2-1 . 2hx + h? _
h=0 b(Mx+ h2+1+Va2+1) b=0 h(Vx+h2+1+Va?+1)

im 2x+ h _ 2X _ X
h=0 Vix+h2+1+Va2+1) Va2+1+Va2+1 Va2 +1

= /()

PER RESOLDRE

47. Calcula els punts de derivada nul-la de les funcions segiients:

x 16
=% by=_ 2>
DV e ST
2
C)y:ﬂ d)y:ex(x_l)
xZ+x+1
ey =x2e* f)y =sin x + cos x
) )= (x+3)2-2(x+3)x _ (x+3)—2x _ 3—x
N4
(x + 3)* (x+3)3 (x+3)3
1

=0 — 3-x=0 — x=3 — = —

=12

Sanulla en el ( iﬁ
anulla en el punt |3, 12/

Dy=———— —

/= — 2 _ — — _ — /
y'=0 3x—8x=0 x(3x —8) O\

16 _ —16G3x* — 8x)

X3 — 42 (&3 — 4x%)2
x=0 (no val)

o8 2
3 V=6

x =0 no apareix en el domini.

La derivada s’anul‘la en el punt (

oy’

§—_27)
3016 [

_Qx-DPHx+r D - -x+DQRx+ 1D _

(2 + x+ 12

=2“4+%+%—)€é—/{—1—%—%+%+}{_%_1= 242 _ 2

(2 + x+ 1)2 (X2 + x+ 12
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1

e = LTS
=0 — 2x*-2=0 — %=1
Y T~ x=-1 — y=3
1

S’anul‘la en els punts (-1, 3) i (1, g)
Dy =e"x—D+e¥=e"(x-1+1) =xe"

y'=0 — x=0 — ypy=-1

Sanulla en el punt (0, —1).
e)y'=2xe’+ x*e¥=e"Qx+ x?)

=0 — »=0

X
P=0 — 2x+x2=0 — x(2+x)=0<__
S'anulla en els punts (0, 0) i (=2, 4¢72).

f) y'= cosx— sinx 4 =

/x=z+2me - y=v2

y'=0 — cosx=sinx — Igx=1 B
\x=5—4n+23'51€ - y=-2

Sn

4

7 + 2k, —\/E), amb kEZ.

S’anul‘la en els punts (£ + 21k, \/E), (

-2 +nx six>1

2 .
48. Considera la funcié: f(x) = { x“—=5x+m si x=1
a) Calcula m i n perqué f sigui derivable en tot R.

b) En quins punts és f'(x) = 0?
a) Perque sigui derivable, en primer lloc ha de ser continua.

e Si x =1, lafunci6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

*En x =1:

lim  f(x) = lim (x> =5x+ m) =—4+m
x—1" x—1

lim f(x) = lim (-x*+ nx)=-1+n
x—1 x—1

S =-4+m

Perque sigui continua en x=1, hadeser: —4 + m=-1+mn, ésadir: m=n+3.

Derivabilitat:

e Si x =1, lafunci6 és derivable. A més:

2x—5 si x<1
"(x) =
S {—2x+ n si x>1

eEn x =1:

?((1:; =-3 } Perque sigui derivable en x=1, hadeser -3 =-2+n, és
‘A =-2+mn| adir, n=-1.
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Per tant, la funcié sera derivable entot IR si m=2 i n=-1. Enaquest cas, la

derivada seria:

f’(x)={ 2x=5 si x<1

2x—1 si x=1

b) fi(x) =2x—-5 si x<1
5 < 5
2x=5=0 — x=—=; =>1
5 > pero >
S0 ==2x-1 si x=1
2x-1=0 — x=—l; pero —l<1
2 2

Per tant, /'(x) no s’anul-la en cap punt.

49. Calcula a i b perque la funcio segiient sigui derivable en tot [R:

_|ax?+3x six<2
S @) {xz—bx—4 six>2

Perqué sigui derivable, en primer lloc, ha de ser continua.

eSi x =2 — Lafuncid és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

e En x =2:

lim  f(x) = lim (ax*+3x)=4a+6
x—2" x—2

lim, f(x) = lim (x*-bx—4)=-2b
x—2 x—2

f(2) =4a+ 6

Perqué sigui continua, ha de ser 4a + 6 = =2b, és a dir,
=-2a-3.

Derivabilitat:
eSi x =2 — lafuncio és derivable. A més:

, _|2ax+3 si x<2
x =
S {2x—b siox> 2

e En x =2:

2a + 3 = b

o bé

S @) =4a+3 } Perqué sigui derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, és a dir,

SCO=4=b | p=—_ba+1.

Tenint en compte les dues condicions obtingudes:

b=-2a-3| 2a-3=—4a+1 — 2a=4 — a
b=—4a+1 b=-7

Per tant, perque f(x) sigui derivable en tot IR, hadeser a=2 i b=-7.
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50. Aquesta és la grafica d’'una funcioé y = f(x). Calcula, ob-
servant-la: f'(-1), f'(1) i f'(3)
En quins punts no és derivable? 2
S =0; /(1) =0; f(3)=2 JA )

No és derivable en x=0 nien x= 2.

51. Observant la grafica d’aquesta funcio f, estudia’n la deri-

vabilitat.

Troba, si existeix: f'(=3), f'(0), f'(3).

J(x) no és derivable en x=-2 nien x=1 _\\f\\
(3 =f(=3)=0 si és derivable en x=-3

f1O0) =09 =0 si és derivable en x =0

3 =/1(3)=-1 si és derivable en x=3

52. Donada la funcié f(x) =es"*, troba: f'(x), f"(x) i f" (x).
J1(x) = cos x e5"¥
J1(x) = =sin x "X + cos* x &5 X = (cos? x — sin x) "X
J"(x0) = (2cos x(=sin x) — cos x) e5"* + (cos? x — sin x) cos x & ¥ =
= (=2Si1 X COS X — COS X + C0S> X — Sin X cos x) es"* =

= (cos3 x — 3sin x cos x — cos x) esnx

53. Donades f(x) =x2 i g(x) =3x + 1, troba
a)(fo8)X b) (g N'(x)

D (fo)=Bx+1? (fo@'(@=2-Bx+1)-3=6QBx+1)=18x+6
b) (g o fH(x) =3x*+ 1 (go/f)'(x)=06x

Pagina 255
o o _ _ =% six=<0

54. Sigui la funcié: f(x) =x |x| {xz i 2> 0

a) Troba f”(x).
b) Troba f''(x).
c) Representa f' i f".

2 f0 = {—Zx si <0

2x si x=0

En x=0 existeix la derivada, ja que f(x) és continua, i, a més, f(00) = f(0").
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-2 si x<0
b " =
.S {2 si x>0

En x=0 no existeix la segona derivada, ja que f"(07) = f"(0").

9)
f1(x0) S0

12 12
-2

55. Estudia la derivabilitat de la funcio: f(x)=1- VaZ icalcula S .
-2
S = ==
3V
f(x) ésuna funci6é continua en R.

S0 és derivable en IR — {0} (en x =0 no existeix la derivada).

-2
(1) =
SO >

56. Troba el valor de la derivada de la funcio: cos (x +y) + sin(x —y) =0 en el
punt (%, 2]
Derivem:
—sin(x+ ) - (A +y)+cos(x—) - (1-y)=0
—sin(x+ ) —yp' sin(x+ )+ cos(x—y) —yp cos(x— =0
—sin (x + ) + cos (x— ) =y’ (sin (x + y) + cos (x—)))

_ —=sin(x+)) + cos (x—))

sin (x+ ) + cos (x—y)

Calculem la derivada en el punt (%, %)

/(E £)=_1+1=2=0
Y T4 2

57. Calcula la derivada d’ordre n de la funcié f(x) =e?*.
J1(x) = 2>
j‘r/(x) - 46296 - ZZer
f’”(x) - 8€2x - 23€2x

fn(x) =2 ne.Zx
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58.

59.

60.

Ho demostrem per induccio:
Pera n=1, n=2, n=3, velem que es compleix.

Suposem que és cert pera n—1; ésa dir, que [~ 1(x) = 2"~ 1e?%, aleshores, de-
rivant, tenim que: f™(x) = 2 - 2"~ 12X = 2"¢2% Per tant, I'expressio obtinguda és
certa per a tot 7.

a) Representa la funcio segiient: f(x) = |x +1| + |x=3]
Observant la grafica, digues en quins punts no és derivable.

b) Representa f”(x).

—-x—-1-x+3 si x<-1 2x+2 si x<-1
A f=] x+1-x+3 si -1l=sx=<3!l= 4 si -1=x=<3
x+1+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3

\{_/

2
No és derivable en x=-1 nien x= 3.
-4 -2 2 4 06 (S6n punts “angulosos”).

-2 si x<-1
b)flx)=1 0 si -1<x<3 2

2 si x>3
-1 3
_— 0 {2
Observa les grafiques de les a) b) ©)
funcions segiients i indica \\ /
en quins punts no soén deri- \ N NG 2l A
vables. 4 \\
Alguna d’aquestes és deriva- )i— 2 2
ble en tot IR? \ T2 T2
a) No és derivable en x=-1 (té un punt “angul6s”) ni en x =2 (no esta definida
la funcio).

b) Es derivable en tot IR.
¢) No és derivable en x =0 (té un punt “angul6s”).
La funcié f(x) esta definida per:

3 .

x?—-—x six=0
X) =

S @) {ax+b si x>0

Calcula a i b perque f sigui continua i derivable.
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Continuitat:

*En x =0 — La funci6 és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

*En x =0:

lim  f(x)= lim (x3-x) =0
x—=0 x—>0

lz’mo+ S = limo (ax+ b) = b [ Perqueé sigui continua ha de ser b= 0
X — X —

SO =0
Derivabilitat:

eSi x =0 — Lafuncio és derivable. A més:

a0 = {sz—l si x<0

a si x>0
*En x =0:

S0 =-1
SO =a

} Perque sigui derivable, ha de ser a = —1.

Aixi doncs, f(x) sera continua i derivablesi a=-1 i b=0.

61. Estudia la continuitat i derivabilitat d’aquesta funcio:

x2+2x—-1 six=<1
x=
S @) {x+1 six>1

Hi ha algun punt en queé f'(x) = 0?

Representa’l graficament.

Continuitat:

e En x = 1: La funcio és continua, ja que esta formada per dos polinomis.

eEn x =1:
lim  f(x) = lim (x*+2x-1) =2
x—=1 x—1

lz’m1 JS(x) = f(1). Per tant, la funcid és
X —

lim  flo) = lim (x+1)=2 .
x—=1" x—1 continua en x= 1.

=2
La funcio és continua en tot R.

Derivabilitat:

e Si x = 1: La funcio és derivable. A més:

y 2x+2 st x<1
x) =
S {1 six>1
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62.

*En x =1:
S =4=f(1Y=1
La funcio no és derivable en x = 1.

Per tant, la funci6 és derivable en R —{1}.

Punts en els quals f'(x) = 0:
S0 =2x+2 si x<1
2x+2=0 — x=-1
fl)=1si x>1 — [f()=0 si x>1

Per tant, la derivada s’anul-la en x = -1.

Grafica de f(x):

va

Troba a i b perque la funcié f(x) sigui continua:

2x +a si x<-1
S&)=lax+b si-1=x<0
3x2+2 si 0=x

Per als valors de a i b obtinguts, estudia la derivabilitat de f.
eSi x =—1 i & = 0: La funciod és continua, ja que esta formada per polinomis.
*En x =—1:

lim  fo= Ilim Qx+a)=-2+a
1 x—-1

x— —

p p Perque sigui continua, ha de ser
lim xX)= lim (ax+ b =-a+b ’
x—-1" S x—>—1( ) —2+a=-a+ b, ésadir: b=2a-2.

D =-a+b
e En x =0:

lim  f(x) = lim (ax+ b) =b

x—=0 x—=0
ﬁmo* S0 = ﬁmo (3x* +2) =2 [ Perqué sigui continua, ha de ser b= 2.
X — X —
J(0) =2
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63.

Aixi doncs, f(x) serd continuasi a=2 i b=2.
Per a aquests valors, queda:

2x+ 2 si o x<-1
flo=12x+2 si -1=sx<0; ésadin
3x°+2 si 0=

_|2x+2 si x<O0
S {3x2+2 si x=0

Derivabilitat:

e Si x = 0: Esderivable. A més:

f,(x)={2 si x<0

6x si x>0

e En x =0:
SO =2=f(0=0
La funcid no és derivable en x = 0.

Per tant, és derivable en IR —{0}.

Aquestes grafiques representen les funcions derivades de les funcions f,g,b i j:

£ 5 b’ \ J

il

5 5

a) Quines d’aquestes funcions tenen punts de tangent horitzontal?

b) Quina d’aquestes grafiques és la funcio derivada d’una funcié polindmica
de primer grau?

¢) Quina d’aquestes correspon a una funcioé polinéomica de segon grau?

a) Els punts de tangent horitzontal son els punts en els quals s’anul-la la derivada.
f té un punt de tangent horitzontal en x= -2, ja que [f'(=2) =0.

J té dos punts de tangent horitzontal en x =1 ien x = 3, ja que
J'(D =j'(3)=0.

g i b no tenen cap punt de tangent horitzontal.

b) La derivada d’'una funcio polinomica de primer grau €s una funcioé constant. Per
tant, és g

¢) La derivada d’una funci6 polindomica de segon grau és una funcio polindomica de
primer grau. Per tant, és f".
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64. Quina d’aquestes grafiques representa la funcié f i quina la seva derivada
JS'? Justifica la teva resposta.

a) b) )

1

a) La funci6 és una recta que té pendent 3. Per tant, la seva derivada és y= 3. Aixi
doncs, aquestes grafiques s7 representen una funcio6 i la seva derivada.

b)En x =0, la funcio té un maxim; la derivada s’anul-la. La recta hauria de passar
per (0, 0).
No representen, per tant, una funcio i la seva derivada.

o) En x =1, la funci6 té un maxim; la derivada s’anul‘la, i hauria de passar per
(1, 0). Aquestes tampoc no representen una funcio i la seva derivada.

Per tant, només la primera és valida.
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65. Troba els punts de derivada nul-la de la funcioé y = 3x —2x2) e*.

Y= -4’ +Bx-2xP)e¥ = (3 —4x+3x—2x) " =(2x7 —x+3)e*
— -3

1+V1+24 _ 125 _—X77
—4 —4 \x=1

p'=0 — 2x>-x+3=0 — x-=

66. Donada la funcio f(x) =e* +In(1-x), comprova que f'(0) =0 i f(0) = 0.
Sera també [ (0) = 0?

f@=e- e = fO)=1-1=0
f”(x)=ex—(1 1 i [0 =1-1=0
— X

S e - o 2 G T M@ =1-2=1m0
— X

67. Estudia la continuitat i derivabilitat d’aquesta funcio:

-1 six=0
fx)= %) six=0, x=3
1 six=3
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68.

S0 =

-1 si x=0 -1 si x=0
2x(x ~ 3) si x=0, x=3 2%

(x=3)(x+3) x+3
1 si x=3 1 si x=3

si x=0, x=3

El domini de la funci6 és R —{-3}. Per tant, en x=-3 no és continua (ni deriva-
ble), ja que no esta definida.

Continuitat:

*En x =0, x =3 i x =—3: Es continua, ja que les funcions que la formen son
continues en aquest cas.

*En x =0:
lim fx0) = lim 2% =0

x—0 x—=0XxX+3 No és continua en x =0 (té una discontinuitat
evitable).
JO)=-1

e En x =3:

lim f(x) = lim 2% =1

x—3 x—=3x+3 lim f(x) = f(3). Lafunci6 és continua en
x—>3 _
3 =1 X =3.
e En x =—3: No &s continua, ja que no esta definida.
Per tant, f(x) és continua en IR —{-3, 0}.
Derivabilitat:
eSi x=0, x=3 ix =-3: Esderivable. A més: f/(x) = L
(x+ 3)?

*En x =0 ien x =-3: No és derivable, ja que no és continua.

e En x =3: Siésderivable, ja que f/(30) = (3" = f'(3) =

N

Per tant, f(x) és derivable en R —{-3, 0}. A més:

f/(x)=ﬁ si x=0 i x=-3

Determina, si és possible, el valor del parametre a perque la funcié f sigui
derivable en tot el seu domini de definicio:

_|lxlnx si 0<x=1
S &) {a(l—el'x)si1<x

Perque f(x) sigui derivable, en primer lloc, ha de ser continua.

e Si x>0, x=1: Lafuncio és continua, ja que esta formada per funcions continues.
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69.

70.

eEn x =1:

lim f(x) = lim (xInx) =0
x—1" x—1

lim f(x) = lim [a(1-e' =] =0 S és continua en x = 0.
x—1% x—1

=0
Derivabilitat

eSi x>0, x #1: ésderivable. A més:

, Imx+1 si 0<x<1
xX) =
S {ael‘x si x>1

*En x =1:

?83 =1 } J(0) és derivableen x=1 si a=1.
11+ =qa

Aixi doncs, perque [ sigui derivable en tot el domini de definicio, ha de ser a = 1.

Estudia la derivabilitat en x = 0 de la funcio:

1+Vx2 x<0
1-Vx2 x>0

Sx) = {
Comque lim_ f(x)= lim_f(x0) =f(0)=1, lafuncio és continua en x = 0.
x—=0 x—=0
Vegem si és derivable:

*Si x =0, tenim que:

2 .
W si x<0
-2 .
W si x>0

S0 =

No existeixen les derivades laterals en x = 0. Per tant, f(x) no és derivable en
x=0.

Estudia la continuitat i derivabilitat de les funcions segiients:

_ _|x
a) f(x) T+|x| b) f(x) 21
11 si x<0
) f(x) = ;x
si x=0
1+x
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Continuitat:

eSi x =0 — Escontinua, ja que esta formada per dues funcions continues en
els intervals en que estan definides.

eSi x =0:

lzm = I 1 =1
X — f(X) xl—’;no 1—-—x

lim  f(x) = lim Ly lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x—0

x—=0" x—=01+
S =1
Aixi doncs, és una funcio continua en R.

Derivabilitat:

e Si x = 0: Esderivable. A més:

1

m si x<0

Fi(0 = B
m si x>0
e En x =0:
fO0)=1=/0"=-
No és derivable en x= 0.

Per tant, és derivable en IR —{0}.

21 si x<0
b) f(x) = R
21 si x=0
El domini de la funcio és D=1IR —{-1, 1}. Pertant,en x=-1 ien x=1, la

funcio no és continua (ni derivable).
Continuitat:

eSix=0, x=-1, x =1: Lafunci6 és continua, ja que esta formada per funcions
continues (en aquests punts).

*En x =-1 ien x =1: No és continua, ja que no esta definida en aquests punts.

*En x =0:
lim  f(x) = lim —X_ =0
x—=0 f * x—0 xz -1
lzm @ - lim _ lzm Sf(x) = f(0). La funci6 és continua en
x—=0 XZ -1 x=0.
S0 =0
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Per tant, és una funci6 continua en R —{-1, 1}.

Derivabilitat:
eSi x =0, x =—1, x = 1: Es derivable. A més:
X2+ 1 L x<0
o2 St
f’(x) - (x 5 )
—x° -1 .
m si x>0

*En x =—1 ien x =1: No és derivable, ja que no esta definida la funcio

e En x =0:
/(07 =1=f(0") =-1. No és derivable en x=0
Per tant, és derivable en IR —{-1, 0, 1}.
71. Provaque D |arcitg =
2 eX +e™
X X 1 X + o X X + o=X
D[arctge ¢ ]= —7 = — =
2 1+(ex—ex) 2 (1+e2x—e x—2),2
2 4
(e"+eM- -4  _(e+e™ 2 _ 2
(X+e™- -2 e¥+e¥

(*+ e +2) 2
1—-cos x
72. Demostra que la derivada de la funci6: y =arcig \| 11 o5 x amb O=x=<m

€és una constant.

@ Recorda la formula de ig %
1—cosx

X _xm x _
SiOsx=m — OSESE - tg? \/1+cosx

1—-cosx

X
Aixi: y = arctg\/l+wsx ):E
1

| &

= arcig ( g

Per tant: y’'= >

73. Si f(x)=x2%|x|, troba f', f" y f.

43 Qi < O
f(X) - XY S1 X
x3 si x=0

Derivant:
x2 si x<0

f(X)_{Sx si x=0
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(En x =0, tenim que f(07) = /(0% = /(0) = 0).

0 = {—696‘ si x<0

6x si x=0

(En x =0, tenim que f"(07) = f"(0%) = f"(0) = 0).

S0 = {56 sio< 0

si x>0

(En x=0 no existeix [, ja que ["(07) =-6= f"(0") = 0).

74. Troba els punts de derivada nul-la de la funcié y = cos 2x — 2 cos x.
Y'==sin2x 2-2 (=sinx) =-2sin2x+ 2 sin x=
=-2-2sinx- cos x + 2sin x = 2sin x (=2cos x + 1)

p'=0 — 2sinx(-2cosx+1)=0

/sz'nx=0 — x=0+Fk m

\—2005x+1=0 —  Ccosx =%<

+ 2wk ; amb kE z

w|a

+ 21k

W‘U\

QUESTIONS TEORIQUES

h) —
75. Saps que lim St W=/ (xy)
h—0 h

=f"(xy)
A partir d’aquesta expressio, justifica la validesa d’aquesta altra:

lim S&)—f(xy)

X =X, x—xo

=f"(xy)

Si anomenem h = x— x,, tenim que:
e Si h— 0, aleshores x — x,.
e Amés, x,+h=ux

h) - _
bertant: ey = fim TV TIO -, S0 /)

h—0 h X = X, X = X

76. Relaciona els limits segiients amb la derivada de les funcions que hi apa-

reixen:
. gx)-ga) _ f()—f(0) . 6Q2+x)-06(2)
lim ——— lim ——— im ——MM —— —
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77.

78.

79.

80.

lim 8 —gla@ _

xX—ad X—d gl(d)
YN0

Z —

hz_)mo — SO

i 320 0D o

x—0 X

Una funci6 polinomica de tercer grau, quants punts de derivada nul-la pot tenir?

Es possible que no en tingui cap? Es possible que només en tingui un?

La derivada d’una funci6 polinomica de tercer grau és una funcié polinomica de se-
gon grau.

Aixi doncs, pot haver-hi dos punts, un punt o cap punt amb derivada nul‘la.

Per exemple:

x=1
S0 =x3-3x — f’(x)=3x2—3=0<x=_1} Dos punts

Jw=x — f(0=3x*=0 — x=0 — Unpunt
[ =x3+3x — f(x)=3x>+3=0 peratot x — Cap punt

Justifica que una funcié polinomica de segon grau té sempre un punt de tan-
gent horitzontal.

La seva derivada és una funci6 polinomica de primer grau, que s’anul-la sempre en
un punt.

Hi pot haver dues funcions que tinguin la mateixa derivada? Posa exemples
de funcions la derivada de les quals sigui f'(x) = 2x.

Si. Per exemple, si f'(x) = 2x, podem considerar: f(x) = x*> + k sent k& una cons-
tant qualsevol.

Donades f(x) = (x + 1)? i g (x) = 3x, calcula:

a) f'(3x) b) (f°g)' (x)

Ag'lf )] dD(@gf) &)

P00 =2(x+ 1) =20+ 2; g0 =3

a) f'(3x) =2 3x+2=06x+2

b) (fo @'(20) = [(g(x) - g(x) = (2-3x+2)-3=18x+6
o glfxol =3

d)(go ') = g(fl0) - f1(x) =3QRx+2)=6x+6
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81.

82.

La funcié y = Vx?—4x, té algun punt de derivada nul-la?

Ila funci6 y = Véx —x?2?

y=Vx?—-4x — Domini= (-, 0] U4, +»)
i 2x—4 _ . x=2
Va2 —4dx  Va?—4x

Perd x =2 no pertany al domini de definicio de la funcié. Per tant, no té cap punt
de derivada nul'la.

Per a l'altra funcio:
y=Vix—x2 — Domini=0, 4]

4-2x _ 2-x
Wiax—x2  Vix— x?

Y= =0 — x=2 (Sipertany al domini)

La derivada s’anul-la en x = 2.

Siguin f i g dues funcions derivables en R, de manera que:
SO =5; f(0)=6; f/(1)=3
g0=1g(0)=4,ig'(5)=2

Provaque fog i g of tenen la mateixa derivada enx = 0.

Apliquem la regla de la cadena:
(fo @'(0) = f(g®) - g0) = f(1) - g(0) =3 4=12
(g°/)(0) =g (J(O) f(0)=g'(5) f(0)=26=12
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83.

Demostra que totes les derivades d’ordre parell de la funcié f(x) = sin 2x
s’anul-len en l'origen de les coordenades.

JH(x) = 2cos 2x
(%) = —4sin 2x = 2% - sin 2x
SN (x) = =8cos 2x = =23 - cos 2x

SV(x) = 16sin 2x = 2% - sin 2x

En general, les derivades d’ordre parell son de la forma: f7(x) = k- sin 2x, en
que k és constant.

Aixi doncs, s'anul-len totes en x =0, atés que sin0=0. Com que f(0) =0, tenim
que totes les derivades d’ordre parell de f(x) s’anul-len en I'origen de coordenades.
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84. Domnada y = sin x, troba un punt en Iinterval (0, % en el qual la tangent

sigui paral-lela a la corda que passa per (0, 0) i (%, 1).

La corda que passa per (0, 0) i (%, 1) té pendent: m = %/2 = %

Hem de trobar un punt de l'interval (O, %) en el qual la derivada de la funcio si-

gui igual a z:
T

y'=cosx=

|

85. Prova, utilitzant la definicio de derivada, que la funcio:

a

—- x=0,88
xE(O,

NIE

G =(1-x)V1-x?

és derivable en x =1 ique no ho és en x =-1.

A+ D W1+ h)?

(1) = lim
S h—0 h h—0 h

= hlfmo (-Vi-(+h?)=0=/(D

SE1+D) - D (2-h)W2h-h?-0

"(=1) = [ I =
SO = Him n Lo h
B 2h_h2 _ @

- 2—h\/ )= ; Z—h\/ -
hl_nfo(( ) h? hino( ) h

- 2_‘({2 — no existeix f/(~1)
sinx 5 o 0

86. f(x)= x T

k six=0

Hi ha algun valor de & per al qual f(x) sigui continua en x = 0?

Continuitat: Ha de complir-se que lim f(x) = f(0).
x—=0
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lim f(x) = lim (sinx +2)=1+2=5
X

x—0 x—0

JO) =k

La funcio sera continuaen x=0 si k= 3.

87. Troba la derivada n-ésima de les funcions segiients:

a)y =e b)y=% Ay=n1+x)

a)y/: aeax; y//: (/12 eax; J/Wz aS eux; j/(") = g edx

Ho demostrem per induccio: (pera n=1,2,3 es compleix).

Si p=D = g7-1 4 derivant obtenim: Y = a - a?~ ! e® = a" e*, tal com
voliem demostrar.

D" n!

n+1

b) y’= %; = %; = _—2; Y=
X X X X
Ho demostrem per induccio: (pera n =1, 2, 3 es compleix).

_1yn-1 _ |
Si =D = (l)—n(nl).’ derivant obtenim:

X
. _1yn—-1. —_ 1) (=1) - —1" 5!
9 = D (772“ 11)‘ D-n_( 13+ ]n., tal com voliem demostrar.
X X
C)y,= . y1/= -1 . y///= 2 T y(”l) = M
1+x (1 + x)? (1+x)3 1 +x"

Ho demostrem per induccio: (pera n=1, 2, 3 es compleix).

-1 _ D" "2 (n-2)

Siy , derivant, obtenim:
(1 + x)n—l
-2, _ _ _ _ -1 _
A = D" -2 Dn-1 _ D" (n Dl,tal com voliem demostrar.
1 +x0" 1 +x"

x"sin(1/x) si x =0

. essent # un nombre na-
0 si x =

88. Considera la funcio: f(x) = {
tural.

a) Demostra que f és derivableen x =0 pera n = 2.
b) Demostra que f no és derivableen x =0 pera n = 1.
i SO SO o 2 sin(1/h) -0 _

X ~ ) 11
0= 1l lim h (—)=O
2).f1©) h—0 h h—0 h h—0 St h

) Tenim en compte que -1 = sin (%) <1

Per tant, [ és derivableen x=0 pera n=2.
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89.

90.

LODSO _ fyy hsin/W=0 _ (1)

b) f1(0) = lim
J h—0 h h—0 h h—=0

Aquest limit no existeix (el valor de sin (%) va oscil-lant entre =1 i 1).

Aixi doncs, f no és derivableen x=0 pera n=1.

Prova que existeix un punt de la corba: f(x) = e* + arc tg x la tangent del
qual (en aquest punt) és paral-lela a la recta y = 3x + 2.

@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcio f'(x) -3.

El pendent de la recta y=3x+ 2 és m = 3.

Hem de provar que existeix un punt de la corba f(x) de manera que f(x) = 3.

1
/ = X+ =3
S 1+ a2

Considerem la funcié G(x) = f'(x) — 3; és a dir:

G(x) = ¥ + —1 3

1+
G0)=-1<0
Tenim que: G(1) =e- % =~0,22>0

G(x) és una funcio continua en [0, 1]

Aplicant el teorema de Bolzano, sabem que existeix un punt ¢ € (0, 1) de manera
que G(o)=0. Esadir, f(c)—3=0; obé f/(c)=3, tal com voliem provar.

Comprova en cada cas que f(x) verifica I’equacio indicada:
a) f(x) =e”* sin x
S'@)=2f'(x)+2f(x)=0

1
x +1

xfl(x)+1=e/®

b) f(x) =In

a) f'(x) = e¥ sinx + e¥ cos x
S0 = X8 x + e cos x + e cos x — eXstrx = 2e* cos x
S0 = 2f1(x) + 2f(x) = 2e* cos x — 2e~ sin x — 2e* cos x + 2e¥ sinx =0

Per tant: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0
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D’una altra manera:

J1(x0) = ¥ sinx+ ¥ cos x = f(xX) + ¥ cos x

J(0) = f1(x) + ¥ cos x — ¥ sinx =
= f1(x) + & cosx— ¥ sinx + ¥ sinx— ¥ sinx=
= f1(x) + (¥ sin x + € cos x) — 2(&¥ sin x) =
= 10 + [0 = 2f(0) = 2/(x) — 2/(%)

Aixi doncs: f"(x) — 2/"(x) + 2/(x) =0

b f)=mnl-mx+1)=-mx+1)

Fe =

x+1

1
i)
Xf’(X)"'l: —-X +l=—x+x+1= 1 =e77x+1 =ef(x)
x+1 x+1 x+1

Aixi doncs: xf'(x) + 1 = /™

PER PENSAR UNA MICA MES

91. Un avi6 vola horitzontalment a 6 km d’altura. La ruta de I’avio passa per la
vertical d’un punt P i se sap que, en I'instant en qué la distancia de I’avi6 a
P és 10 km, aquesta distancia augmenta a raé de 6 km/minut.

Troba la velocitat de I’avio, que suposarem constant.
Passos:

a) Expressa d en funcio de x:

X

b) Obtén I'expressio de la velocitat d’allunyament de P, d'(t), en funcio de
x ide x'(@).

c) Ailla x’(to) sit, €s I'instant a queé es refereix ’enunciat i, per tant, per al
qual coneixem algunes dades numeériques. x'(¢;) €s la velocitat de I'avio
en aquest instant i, per tant, la seva velocitat constant.

v = constant
> -0
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a) d=Vx*+ 36

b) d(1) = V(x(1)* + 36

A = 2D X0 0 XD
2V(x(1))? + 36 V(x()? + 36

d'(EOV(x(t))? + 36 2
o) x'(t) = () (;C((to))) = 6v'8 8+ 36 _ 6?0 = 7,5 km/min
0

L’avio va a 7,5 km/min; és a dir, a 450 km/h.
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