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L’esséncia de les matematiques no és fer les coses senzilles complicades, sin6
fer les coses complicades senzilles.
S. Gudder



ABSTRACT

In this project, an enhancement of the current bus network of Santa Coloma de
Gramenet is proposed. The main aim of the project is to optimise both the number

of bus stops and the time of each route using graph theory.

First of all, some research has been done with regard to the history of graphs
and, more specifically, graph theory. Furthermore, | have explained both manual
and computerised algorithms with which the optimisation of a graph can be

performed.

Secondly, with regard to the practical aspect of the project, | have optimised the
number of bus stops looking at the population density, and the amount of time
invested in the route of each line. For this second optimisation, | have used the
computer programme Excel and a specific tool called Solver. Nevertheless, this
tool did not work, so | made those operations manually. Moreover, while | was
working on the optimisations, | also created the corresponding blueprints.

To illustrate the viability of these proposals, a model of the city has been created.
It has been built with a 3D printer, and different LEDs have been installed so as

to represent the location of the different bus stops.

In light of all the information seen throughout the project, it can be concluded that
it is possible to perform an optimisation of both of the aspects regarding the bus
network of my city. Although there have been some technical problems, such as

the tool Solver not working as expected, all the objectives have been reached.



RESUMEN

En este proyecto se propone una mejora de la actual red de autobuses de Santa
Coloma de Gramanet. El principal objetivo del trabajo es optimizar tanto el
numero de paradas como el tiempo de cada ruta usando la teoria de grafos.

En primer lugar, se ha llevado a cabo una investigacion con relacién a la historia
de grafos y, mas concretamente, la teoria de grafos. Ademas, he explicado tanto
algoritmos manuales como computarizados con los que se puede realizar la

optimizacion de un grafo.

En segundo lugar, con relacion a la parte practica del proyecto, he optimizado el
numero de paradas de autobus teniendo en cuenta la densidad de poblacion, y
el tiempo invertido en la ruta de cada linea. Para esta segunda optimizacion, he
usado el programa informatico Excel y una herramienta especifica llamada
Solver. Sin embargo, esta herramienta no funciono, asi que tuve que realizar los
calculos correspondientes a mano. Ademas, mientras estaba trabajado en las

optimizaciones, también creé los planos correspondientes.

Para ilustrar la viabilidad de estas propuestas, un modelo de la ciudad ha sido
creado. Ha sido construido con una impresora 3D, y los diferentes LEDs han sido

instalados para representar la localizacion de las diferentes paradas de autobus.

En vista de toda la informacién expuesta a lo largo del proyecto, se puede
concluir que es posible realizar una optimizacion de los dos aspectos
relacionados con la red de autobuses de mi ciudad. Aunque ha habido algunos
problemas técnicos, como el fallo en el funcionamiento de la herramienta Solver,

todos los objetivos han sido cumplidos.
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1. INTRODUCCIO

El present Treball de Recerca és una aplicacio practica de la teoria matematica
de grafs per tal d'optimitzar la xarxa d’autobusos de la ciutat on visc, Santa

Coloma de Gramenet.

La motivacio principal per fer aquest treball ha estat el fet que sempre m’han
agradat les matematiques, perd des que vaig estar al programa Estalmat
Catalunya, vaig poder descobrir facetes de les matematiques desconegudes i
ben interessants per a mi. Actualment participo al programa Bojos per les
Matematiques, i en aquest programa es va dedicar una sessi6 a l'estudi i
aplicacio dels grafs. Em va semblar increiblement interessant I'aplicacié de les
matematiques en la simplificacié de camins, o bé per trobar el cami més curt,

dins d’'una xarxa, entre dos punts.

Aixo ha fet despertar en mi la curiositat de I'aplicacié d’aquesta teoria en algun
element que formi part de la nostra vida quotidiana. Els autobusos formen una
xarxa de comunicaciéo ben rica a la nostra ciutat, unint diferents punts, i

connectant la nostra ciutat amb altres, com Barcelona o Badalona.

En aquest treball de recerca es fa un estudi de la xarxa d’autobusos de la meva
ciutat, i es pretén, a través de l'aplicacio de la teoria de grafs, realitzar una

optimitzacié.

Per tal de poder dur a terme el meu proposit, s’ha realitzat una recerca teorica
sobre la teoria de grafs, i com poder transformar els grafs en taules de valors (0
matrius) per tal d’optimitzar i trobar la funci6 més viable i adient de la xarxa.
També s’ha dut a terme una recerca teorica sobre la xarxa d’autobusos de la
meva ciutat per tal de veure com estan interconnectats els diferents punts entre

ells.

La part practica del treball consisteix a descriure la xarxa d’autobusos de Santa
Coloma de Gramenet a través dels grafs, i procedir a I'estudi de la seva
simplificacié mitjangant I'aplicacié d’aquesta teoria. També s’ha representat en
una maqueta la simplificacié d’'una part d’aquesta xarxa, mostrant els beneficis

d’aquesta aplicacid.



2. HIPOTESIS

Per dur a terme aquest treball, les hipotesis que ens plantejarem seran la

seguents:

Es pot optimitzar el nombre de parades de la xarxa d’autobusos actual de
Santa Coloma de Gramenet.

Es poden optimitzar els temps de cada linia mitjangant la teoria de grafs.

Per tal de poder contrastar aquestes hipotesis, es plantegen els seguents
objectius:

- Coneixer que és la teoria de grafs i les seves aplicacions.

- Coneixer l'actual xarxa d’autobusos de Santa Coloma de Gramenet i el
seu funcionament.

- Aplicar la teoria de grafs sobre I'actual xarxa d’autobusos de Santa
Coloma de Gramenet per veure si es pot efectuar una millora.

- Fer una maqueta d’'una de les xarxes d’autobusos de Santa Coloma on
s’ha aplicat la millora mitjangant els grafs.

Per tant, durant la realitzacid del treball, s’ha de realitzar un estudi teoric sobre
la teoria de grafs, per una banda, i un estudi teoric de I'actual xarxa d’autobusos
de la ciutat de Santa Coloma de Gramenet.

La representacio mitjangant una maqueta d’'una de les xarxes d’autobusos pretén
posar en rellevancia 'aplicacioé de la teoria, i demostrar de forma practica allo

que es demostri matematicament.

Durant el present treball de recerca es van resolent tant les questions tedriques
com les practiques per tal de donar resposta i poder contrastar o refutar les
hipotesis plantejada.



3. TEORIA DE GRAFS

3.1. Introducci6 a la teoria de grafs

En matematiques i en ciéncies de la computacio, la teoria de grafs o teoria de
les grafiques és aquella que s’encarrega d’estudiar el concepte i les propietats
dels grafs. L'objectiu d’aquesta teoria és representar de manera visual dades
mitjangant veértexs, arestes i relacions. Un graf es defineix com a un conjunt no
buit d’'objectes o parts, anomenades vértexs i arestes, que uneixen diferents

veértexs entre si. Formalment, un graf s’expressa de la segient manera:
G=(V,E)

En aquesta notacid, podem veure que V representa un conjunt no buit de vértex,

i E és el conjunt d’arestes.

Imatge 1. Exemples de grafs. Imatge extreta de
https.//www.aceptaelreto.com/problem/statement.php ?id=279

Per exemple, una manera d’expressar el graf de 'esquerra de la imatge 1 seria

amb la seguent expressio:
G=(7,9)

Ens indica que el nostre graf G té 7 vertexs i 9 arestes, encara que podem
representar els grafs amb altres expressions, com per exemple matrius, com

veurem en altres apartats.



Abans de parlar sobre la historia dels grafs, cal definir alguns conceptes clau

sobre la seva composicio. Els elements son els seguents:

Arestes: linies que uneixen els diferents vertexs, tal com s’ha esmentat
préviament. Les arestes poden ser de tres tipus:
o Arestes adjacents: son aquelles que convergeixen en el mateix
vertex.
o Arestes paral-leles: s6n aquelles que tenen el mateix vertex inicial
i final.
o Arestes cicliques: sén aquelles que tornen al mateix vértex
d’origen.
o Encreuament: punt on dues arestes es tallen.
Veértex: punts o elements que formen un graf, extrems de les arestes. El
grau del vertex es correspon al nombre d’arestes que hi passen, i,
depenent d’aquest grau, el vértex es pot considerar parell o senar. Hi ha
diferents tipus:
o Vertex adjacent: es dona quan dos vértexs s’uneixen per una
aresta.
o Vértex aillat: es dona quan el seu grau és zero, és a dir, no s’origina
o finalitza cap aresta en ell.
o Veértex terminal: és aquell que té grau 1.
Cami: conjunt de vertexs que estan connectats per arestes. Per tant, dos
vértexs estaran connectats si existeix un cami entre ells. Un cami ha de

comencar i acabar en vertexs, i

cada vértex ha de ser incident (B) (c) &) <)

(una aresta i un vertex seran ] I

incidents si el vertex és I'extrem (A D) A) (D)
N/ N \ / N

de l'aresta) de les arestes que

venen abans o després. La Imatge 2. Graf no dirigit (esquerra)

longitud del cami és el seu envers graf dirigit (dreta). Imatge extreta

, de https://www.researchgate.net/figure
nombre d’arestes, de manera _ Iy
/Ejemplos-de-un-grafo-dirigido-y-un-
que els vertexs adjacents en un o ., 1o dirigido_fig7 309278789
graf no dirigit, és a dir, aquell en

qgue les arestes no tenen un sentit determinat indicat per una fletxa, sera



1, i aixi successivament. A partir de la definici6 de cami podem

desenvolupar altres conceptes:

(@)

(@)

Recorregut: cami sense arestes repetides.

Cami obert: cami el vértex inicial i final del qual no coincideixen.
Cami tancat: cami el vértex inicial i final del qual coincideixen.
Cami simple: cami sense veértex repetits a excepcid de,
possiblement, el primer i I'dltim. Pertany a una subcategoria dels
recorreguts, ja que tampoc no presenta cap aresta repetida.
Circuit: recorregut que és un cami tancat.

Cicle: cami simple que és un cami tancat.

Cicle euleria: cicle que passa per totes les arestes del graf un unic
cop (comenga i acaba en el mateix vértex). Aquest tipus de cami
va ser especialment quan Leonhard Euler va resoldre el conegut
problema dels ponts de Konigsberg. Si un graf admet un cicle

euleria passa a anomenar-se graf euleria.

()

&

o

Imatge 3. Graf euleria, que es pot dibuixar sense
aixecar el llapis del paper i passant un unic cop per
les arestes. Imatge extreta de

https.//es.wikipedia.org/wiki/Ciclo_euleriano
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o Cicle hamiltonia: cicle que passa per tots els vertexs del graf un

unic cop. Si el vértex inicial i final no coincideixen, parlem de cami

B

/\I
;

1 11

hamiltonia.

’

Imatge 4. Graf hamiltonia. Imatge extreta de
https.//sites.google.com/site/mdisc11211217/unidad-vi---

grafos/grafos-eulerianos-y-hamiltonianoss

o Trajectories en els grafs dirigits: totes les definicions préevies es
poden aplicar als grafs dirigits, perd els camins han de respectar la
direccio i el sentit de les arestes. Malgrat aix0, si no es vol tenir en
compte el sentit i es volguessin tractar les trajectories com amb els
grafs no dirigits, caldria anomenar als camins semicamins; als
recorreguts, semirecorreguts, i aixi successivament.

o Trajectories en grafs

ponderats: primer de tot,

cal definir qué és un graf
ponderat. Es un tipus de
graf en el qual cada

aresta té associat un

valor per representar una
dada, com el cost, el pes, Imatge 5. Graf ponderat. Imatge extreta
de
http://163.10.22.82/0AS/estructuras_de
_grafos/grafo_ponderado.html

la longitud... Acostuma a
emprar-se en l'analisi de
xarxes socials i en 'ambit

de ciencia de xarxes, ja que aquests tipus de grafs poden

11



simplificar la complexitat d’algunes xarxes socials mitjangant les
seves relacions amb valors.

Pel que fa a les trajectories dels grafs ponderats, cal esmentar que
el nivell d’'un cami o semicami es defineix com el valor minim de
totes les arestes que conté. Per exemple, un cami de nivell a estara
definit entre un parell de vértexs i totes les arestes que contindra
seran majors o iguals al valor a. La longitud del cami es defineix
com la suma dels valors de les arestes incloses al cami.

Graf cami: és aquell els vertexs del qual formen un cami. El nombre
de vértex que tindra sera n, amb la qual cosa el nombre d’arestes
sera n-1.

Graf connex: s’anomena graf connex o connectat, i consisteix en
qgue tots els seus vertexs estan units per un cami, en el cas que
sigui un graf no dirigit, o per un semicami, en el cas que sigui un
graf dirigit. En els grafs connexos, qualsevol vértex pertanyera al
conjunt de vértexs i es podra arribar a ell mitjangant algun altre. El

Imatge 6. Graf inconnex amb tres components (esquerra) envers graf
connex (dreta). Imatge extreta de
https://mestreacasa.gva.es/c/document_library/get_file ?folderld=50001
8428976&name=DLFE-1363514.pdf

cas oposat al graf connex és el graf inconnex, que és aquell que
esta format per diferents subgrafs connexos, també coneguts com
components. En el cas dels grafs dirigits, si no tenim en compte el
sentit de I'aresta estarem parlant de component débilment connex,
mentre que, si tenim en compte el sentit, parlarem de component
fortament connex.

Diametre d’'un graf connex: maxima distancia entre un parell de

vértex del graf.

12



Connectivitat en teoria de grafs: hi ha dos conceptes per
definir, la connectivitat de vértex i la d’arestes. La
connectivitat de vértex és el nombre d’elements (és a
dir, vértexs o arestes) minim que es necessiten per, en
ser eliminats, dividir el graf en components aillats. La
connectivitat és util per mesurar la cohesié d'un graf, que
sera cohesiu si conté moltes arestes, si els vértexs tenen
un grau alt (recordem que el grau d’un veértex és el

numero d’arestes que hi incideixen), si té camins curts

entre parells de véertex o si té un diametre petit. De

manera formal, podriem definir la connectivitat de vértex
d’un graf G, expressada com a k(G), com al nombre Imatge 7.

minim k per a qué el graf tingui un tall de vértexs-k. EI  Vertexs de tall.
Imatge extreta

de

https.//es.wikipe
components. Per exemple, en un graf de cinc vertexs iz org/wikirves

vertex de tall és aquell que, en ser eliminat, el graf

passa a ser inconnex i a estar dividit en diversos

com el que es mostra a la imatge 7, els vertexs de tall  C3%A9rtice_de
seran aquells que no son els finals (és a dir, hi haura _corte

tres vértex de tall). Per tant, tornant a la definicié formal de connectivitat,
podem concloure que k és el numero minim de veértex de tall que hem de
treure per crear un nombre k de desconnexions o talls de vertex. Per
exemple, si el graf només té un vértex de tall, llavors k(G) = 1, ja que si
traiem aquest vertex, el graf ja seria inconnex i hauriem creat una
desconnexié o un tall de véertex, i aixi successivament si el nombre de
vertexs de tall augmenta. D’altra banda, si tenim un graf inconnex, k(G) =
0, ja que no cal treure cap veértex, ja hi ha desconnexions i, per tant, el graf
ja esta dividit en diferents components.

D’altra banda, també existeix la connectivitat d’arestes, també coneguda
com la connectivitat lineal i formalitzada amb I'expressié A(G). Es defineix
com al numero minim A que cal perqué el graf tingui un tall d’arestes-4
(cal esmentar que una aresta de tall és una aresta que, en ser eliminada,
fa que el nombre de components d’'un graf augmenti i que, per tant, també

augmenti el numero de desconnexions).

13



Pel que fa a la connectivitat, podem classificar els parells de vértexs en
els grups seguents:

o Feblement connectats: els vértexs estan units per un semicami,
amb la qual cosa estem parlant de grafs dirigits en els quals no
considerem el sentit de I'aresta.

o Fortament connectats: els vertexs estan units per dos camins com
a minim. Un anira del vertex A al B, i I'altre anira de B a A.

o Unilateralment connectats: els vértexs estan units per un unic cami
que va des d’un veértex fins a laltre.

o Connectats de manera recursiva: aquesta connexié es dona quan
els vertexs estan fortament connectats i el cami d’A a B utilitza els

mateixos vertexs i arestes que el cami des de B a A.

3.2. Historia de la teoria de grafs

L’origen de la teoria de grafs neix 'any 1736 amb el plantejament del famods
problema dels ponts de Koénigsberg ('actual Kaliningrad). ElI problema el

seguent: aquesta ciutat comptava amb un riu que la dividia en quatre zones, tal

(OF = egBin T
-t P LR -m’-—-\.‘
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— ‘
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Imatge 8. Dues representacions del problema dels ponts de Kdnigsberg. Imatge
extreta de https://www.bbvaopenmind.com/ciencia/matematicas/euler-problema-
de-los-puentes-de-konigsberg/
com es mostra a la imatge posterior. Per tal de no perdre la comunicacio, hi havia
set ponts que connectaven les diferents zones. Els ciutadans de Kénigsberg, que
estaven molt orgullosos d’aquesta Optima connexid, es van plantejar la seguent
pregunta, que els servia com a entreteniment o joc: es poden travessar tots els

ponts passant per cadascun d’ells un sol cop?

14



Al cap d’'una estona provant possibles combinacions, pot semblar evident que és
impossible, pero per tal de demostrar-ho, cal donar una justificacié matematica,
tasca que va fer Leonhard Euler. El
primer que va fer va ser simplificar el
mapa mitjangcant un graf. Cada zona

seria un vertex, i cada pont es veuria

representat per una aresta. D’aquesta
manera, va obtenir 'esquema mostrat
a la imatge 9. A més, Euler també
parlara de punt d’inici i punt de sortida
per elaborar la seva demosiracio. Per Imatge 9. Graf del problema dels ponts de
exemple, suposem que a €s el verteX  kgnigsberg.  Imatge  extreta  de
d’inici i b és el vértex de sortida. La https:/aprendiendomatematicas.com/los-
deduccid és la segiient: per poder puentes-de-konigsberg/

recorrer aquest tipus de sistema, els vértexs del mig (els que no sén el d’inici o
el de sortida) han de tenir un nombre parell d’arestes, ja que necessiten una via
per la qual entrar i una altra per la qual sortir. Per tant, els punts d’inici i sortida
han de tenir un nombre senar de vies, ja que mai no sortirem del vertex de sortida
i mai no entrarem al vértex d’inici. Per tant, 'esquema simplificat seria el seguent:
el recorregut hauria de sortir del punt de sortida (hombre senar de vies), entrar
al punt del mig i sortir d’ell (nombre parell) i entrar en el punt de sortida (hombre
senar). Aquest és I'esquema basic (suposant que només hi ha tres vértexs), pero
I'estructura és la mateixa per a qualsevol numero de vértexs, amb la qual cosa
també seria valid per al nostre cas. Si tornem al graf del nostre problema, veiem
que necessitariem dos vértexs amb un nombre parell d’arestes i dos vértexs amb
un nombre senar, perd no es dona aquest cas. Veiem que tots els vertexs tenen
un nombre senar d’arestes, amb la qual cosa seria impossible trobar vertexs del
mig (amb un nombre parell d’arestes). En el nostre cas, vam suposar que a era
el vértex d’inici i b era el de sortida, i en aquest cas si que tenen un nombre senar
d’arestes, pero si observem els vértexs restants, veiem que també en tenen un
nombre senar, amb la qual cosa podem concloure que és impossible travessar

tots els ponts passant un unic cop per cadascun d’ells.
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Malgrat aixd, aquesta demostracio només planteja la possibilitat que el

recorregut s’iniciés en un punt i acabés en un altre, perdo també cal tenir en

compte que pot comencar i acabar en el mateix vértex. En aquest cas, el vértex

inicial seria també el de sortida, i el nombre d’arestes que arriben a ell hauria de

ser parell: una per sortir i una altra per entrar. EI nombre d’arestes que arriben a

la resta de vertexs (vértexs del mig) també hauria de ser parell. Cap d’aquests

casos es dona, amb la qual cosa s’ha demostrat que és impossible fer el

recorregut plantejat a la pregunta. La soluci6é a aquest problema per part d’Euler

va suposar l'inici de la topologia.

Un altre punt memorable en la historia de la teoria de grafs va tenir lloc I’any 1847

amb les investigacions de Gustav Kirchhoff, 1
fisic alemany que va aplicar aquesta teoria a 4 /

TN N . <. 5
I'analisi de xarxes eléctriques. Gracies als 74—

grafs, aquest cientific va poder proposar les :

7Rx
1 -

seves lleis, aplicables per als circuits i que

servien per calcular el voltatge i el corrent

eléctric. Es va considerar

Imatge 10. La linia fosca és l'arbre
d’expansi6 del graf. Imatge extreta de
la primera  https://users.dcc.uchile.cl/~raparede/

aplicacié de la teoria de grafs al mén de clases/cc30a/00.2/tarea3/tarea3.html

'enginyeria. Amb referéncia als grafs, el teorema de Kirchhoff o teorema de

I'arbre matriu de Kirchhoff tracta sobre els arbres d’expansio, que é€s un arbre

compost per tots els vertexs i algunes de les arestes del graf G connex no dirigit.

També el podem definir com al major nombre d’arestes de G que no contenen

cicles o el minim conjunt d’arestes que connecten tots els vertexs.

L’any 1852, Francis Guthrie,
que era matematic i botanic,
va plantejar el problema dels
quatre colors, que afirmava
que era possible pintar un
mapa del mén amb
Unicament quatre colors
tenint en compte que els
paisos veins (és a dir, els

contigus) no podien ser

\"

Imatge 11. Solucioé al problema dels quatre colors.
Imatge extreta de https.//www.revistac2.com/el-

problema-de-los-cuatro-colores/
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pintats amb el mateix color. La historia d’aquest problema és fascinant: Guthrie
va veure mentre pintava un mapa dels comtats d’Anglaterra que només calien
quatre colors per tal que dues regions contigies no estiguessin pintades
d’aquest. Cal destacar que si les dues regions es toquen en un unic punt no es
consideren contigles, han de compartir una frontera, un costat. Francis va parlar
del tema amb el seu germa, Frederick, qui va plantejar la questié a un professor
seu, Augustus de Morgan. Aquest no va poder contestar a la pregunta, pero va
encarregar-se de difondre-la. L’any 1878, Arthur Cayley va presentar formalment
el problema a la London Mathematical Society i 'any 1879 Alfred Kempe va
realitzar una demostracio. Malgrat aixo, I'any 1890, Percy Heawood va trobar un
error en aquesta, aixi que el problema va tornar a ser obert. L’any 1950, gracies
a I'ajuda dels ordinadors es van publicar grans avengos. Per exemple, Heinrich
Heesch va publicar investigacions d’increible importancia sobre el tema, pero les
persones que van arribar a la veritable demostracié van ser Kenneth Appel i
Wolfgang Haken I'any 1976 amb I'ajuda dels ordinadors.

El complex problema pot ser simplificat mitjangant grafs tal com es mostra a la
imatge 12.

Imatge 12. Problema dels quatre colors amb grafs. Imatge extreta
de https://www.gaussianos.com/el-teorema-de-los-cuatro-colores-

la-teoria-de-grafos-al-servicio-del-coloreado-de-mapas/
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Per tal de relacionar els mapes amb els grafs, cal destacar que a partir d’'un mapa
pla es pot crear el seu graf dual. Aquest consisteix en assignar un vertex a cada

regio i unir-los amb arestes si les dues arees sén contigues.

L’any 1857, Arthur Cayley, matematic britanic, va estudiar i resoldre el problema
de com nombrar els isomers mitjangant la teoria de grafs. Un isdomer és aquell
compost que esta format pels mateixos elements i en les mateixes proporcions
que un altre compost, perd que té propietats diferents a causa de divergéncies
en l'estructura de la molécula (és a dir, els atoms estan col-locats en un ordre
diferent, i aixo fa que un compost tingui propietats fisiques i quimiques diferents
a un altre). L’any 1811, el quimic Joseph Gay-Lussac va observar que hi havia
substancies que tenien la mateixa composicid quimica, perd que els atoms
havien d’estar enllacats de manera diferent. L’any 1823, el quimic alemany
Justus von Liebig, company de treball de Gay-Lussac, va demostrar que el
fulminat de plata i el cianat de plata, que estaven formats pels mateixos
compostos (un atom de plata, un de carboni, un d’'oxigen i un de nitrogen), tenien
propietats molt diferents. Per exemple, el fulminat de plata era molt explosiu. A
causa d’aix0, va semblar evident que la diferéncia havia de trobar-se en la
manera en la qual els atoms s’enllagaven, és a dir, 'ordre. De fet, la férmula del
fulminat de plata és AgNCO, i la del cianat de plata és AQOCN. Paral-lelament,
Jons Jacob von Berzelius havia descobert que I'acid racémic i I'acid tartaric
semblaven tenir la mateixa formula (G4HeOe), perd diferien en propietats. Va ser

Berzelius qui va decidir anomenar-los “isbmers”.

Arthur Cayley, qui era un expert en teoria de grafs, va decidir combinar aquest
aspecte de les matematiques amb la questié quimica, i va decidir resoldre
mitjangant grafs el problema dels isomers dels alcans. Un alca és un tipus
d’hidrocarbur (és a dir, esta compost per carboni i hidrogen) que només presenta
enllagos senzills. El carboni t& un maxim de quatre possibles enllagos, mentre
que I'hidrogen en té un. Si els carbonis s’enllacen a uns altres carbonis, ho faran
mitjangant un enllag senzill. A més, els alcans son compostos de cadena oberta,
és a dir, els carbonis no s’'uneixen els uns als altres per formar un cicle, siné que
es representen de manera lineal (és a dir, el primer carboni no estara unit a I'tltim
carboni). Malgrat aix0, tota aquesta informacid6 no se sabia, i el problema

consistia en trobar una manera de nombrar totes les possibles combinacions.
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Cayley va decidir assignar a cada compost alca un graf (els vertex representarien
els carbonis, les arestes serien els enllagos i els hidrogens serien omesos). A la
imatge 13 veiem una de les representacions actuals dels alcans, mentre que a

la imatge 14 podem veure la representacio de Cayley mitjangant grafs.

H, H>

C C CH,
H,C C C

H; H;

Imatge 13. Representacié actual d'un Imatge 14. Simplificaci6 de Cayley.
compost alca. Imatge extreta de Imatge extreta de https://programmerclick
https://quimicasostenible.wordpress.com/ .com/article/3249852395/
2011/10/10/el-n-hexano-%C2%BFheroe-
o-villano/

A partir d’aquesta simplificacio, Cayley va determinar que la seva teoria depenia
del nombre de centres que tenia I'alca. Els centres son aquells atoms de carboni
que no son els extrems (per tant, en comptar els centres, s’han d’eliminar els
vértex de grau 1, és a dir, els vertex on nomeés incideix una aresta o els vértexs
inicial i final). Cayley va demostrar que els grafs associats a alcans i que fossin
isbmers només tenien vertexs de grau igual o menor a 4 (ja que, com hem
esmentat préviament, el carboni pot tenir quatre enllagos com a maxim, malgrat
que aquest coneixement no es tenia en I'época de Cayley) i que només podien

tenir un o dos centres.

Un exemple d’'un parell d'isomers és el cas del 2,2-dimetilpropa i del 2-metilbuta.
Els dos compostos tenen cinc atoms de carboni i dotze atoms d’hidrogen, perd
estan distribuits de diferent manera. Les imatges 15 i 16 mostren les
representacions respectives d’aquests dos alcans. A més, també veiem

representat el graf que s’associa a cada compost i el grau dels vértexs.
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H.C. CHs C. C C..C
N
H.¢" cH, ¢ ¢ ¢ ¢

Imatge 15. Formula del 2,2-dimetilpropa (esquerra), representaci6 com a graf
(centre) i graus dels vértexs (dreta). Imatge extreta de
https://culturacientifica.com/2014/08/06/arthur-cayley-la-teoria-de-grafos-y-los-

isomeros-quimicos/

H> 2 1
//C.\_\ H 5 P ,C\\ /,C Y C\\\ 2 C
H.C k4 C C” a8 O
1
CH, C C

Imatge 16. Formula del 2-metilbuta (esquerra), representacié com a graf (centre) i
graus dels vértexs (dreta). Imatge extreta de
https://culturacientifica.com/2014/08/06/arthur-cayley-la-teoria-de-grafos-y-los-

isomeros-quimicos/

Malgrat aixd, podem diferenciar els dos alcans gracies als descobriments de
Cayley. Si tenim en compte els dos criteris per descriure isbmers que va
proposar, veurem que els dos es compleixen. En ambdds casos, els vertexs
sempre sén de grau menor o igual que 4. A més, en el cas de la imatge 15, el
graf té un centre (eliminem tots els vértexs de grau 1) i, en el cas de la imatge
16, el graf consta de dos centres, que, en aquest cas, serien els dos vértexs de
grau 2. Aixi doncs, podem comprovar que no nomes es compleixen els criteris

de Cayley, sin6 que també ens permeten diferenciar entre dos isomers.

Cayley va inventar dos algorismes per calcular el numero d’isomers de qualsevol
compost. Primer de tot, cal saber que la férmula per escriure un alca és CnHan+2,

en la qual podem escollir el numero de carbonis n que desitgem i el numero
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d’hidrogens es calcula mitjancant la féormula 2n + 2. Malgrat aix0, la primera
férmula que Cayley va plantejar, que calculava el numero d’isbmers coneixent n,
nomeés era valida per a n entre 1 i 11. La segona que va inventar servia per
calcular el nombre d’isbmers per a n coneixent el nombre d’'isdbmers pera n — 1.
La férmula per calcular la quantitat d’atoms de carboni i hidrogen per a n— 1 seria
Cn-1H2n. Per a la demostracio d’aquesta nova expressio cal tenir en compte que
hem de substituir a la formula original (CnH2n+2) n per n — 1, tal com es mostra a

continuacio:
CnHan+2 2 Ch1Han-1)+2

Ara només cal desenvolupar aquesta expressioé aplicant la propietat distributiva

al parentesi i simplificar:
Cn-1Han-2+2
Cn-1H2n

| d’aquesta manera podem obtenir I'expressié proposada. Encara que a
I'actualitat existeixen altres metodes per nombrar isomers, la teoria de Cayley
continua sent de molta utilitat i, per exemple, s’estima que I'alca C167H33s compta

amb més isomers que particules hi ha a l'univers.

L’any 1859, Sir William Hamilton va crear un joc
relacionat amb la teoria de grafs conegut com
“Joc Icosian”. A partir de la figura mostrada a la
imatge 17 (una projecci6 2D dels vértexs i les
arestes d’un dodecaedre), calia buscar un cami
per tal de visitar un unic cop cada veértex i que
el d'arribada fos el mateix que el de sortida. La

soluci¢ del joc, també exposada a la imatge 17,

forma un cicle hamiltonia. Inicialment, el

Imatge 17. Soluci6 al Joc
problema estava basat en un dodecaedre, perd |cosian i exemple de cicle

el joc és conegut com “Joc Icosian” a causa de  hamiltonia. Imatge extreta de

la seva aplicacio a un icosaedre (el dodecaedre ~ Nips//es.wikipedia.org/wiki/Jue

A . go_lcosian
€s un prisma regular de dotze -cares
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pentagonals, mentre que licosaedre és un prisma regular de vint cares

triangulars, tal com es pot veure a la imatge 18).

.

e -

Imatge 18. Dodecaedre (esquerra) envers icosaedre (dreta). Imatge extreta de
https://www.geogebra.org/m/fNBM5xkZ

A les imatges 19 i 20 podem veure dos diferents exemplars de taulers
comercialitzats, encara que el primer representa la projeccioé 2D del dodecaedre
i el segon és una versio tridimensional perd no sencera (és a dir, el tauler no

consisteix en un dodecaedre totalment).

Imatge 19. Versié 2D del Joc. Imatge Imatge 20. Versiéo 3D del Joc. Imatge
extreta de https.//www.jugamostodos. extreta de https.//www.jugamostodos.
org/index.php/noticias-en-espana/en- org/index.php/noticias-en-espana/en-
los-medios/11096-juego-icosiano los-medios/11096-juego-icosiano

Hamilton va ser una gran inspiracié per a altres matematics, com per exemple
Erich Friedman, qui, a partir de I'any 2009, va comencgar a crear molts laberints
hamiltonians. Un exemple de problema i la seva solucié es pot veure a les

imatges 21 i 22.
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Imatge 21. Laberint hamiltonia. Imatge Imatge

extreta de https://www.jugamostodos. hamiltonia.

22. Soluci6 al laberint

org/index.php/noticias-en-espana/en- https.//www.jugamostodos.

los-medios/11096-juego-icosiano

org/index.php/noticias-en-espana/en-

los-medios/11096-juego-icosiano

Imatge extreta de

L’any 1884, la paraula graf va comencar a ser utilitzada. Prové de I'expressio

anglesa “graphic notation”, és a dir, “notacié grafica”, que va ser creada pel

quimic Edward Frankland i posteriorment utilitzada per Alexander Crum Brown,

ja que feia referéencia a la representacié grafica dels enllagos entre diferents

atoms a una molécula.

L'any 1936, el matematic Dénes Konig va
escriure el primer llibre de la teoria de grafs,
titulat Teoria de grafs finits i infinits. A més,
aquesta figura va ser increiblement important al
mon dels grafs, ja que va ser ell qui va resoldre
el teorema de Konig. Estableix una relacié entre
dos problemes, el maxim aparellament i el
problema de cobriment de vértexs minim en grafs

bipartits.

Un graf bipartit és aquell els vértexs del qual es
poden dividir o separar en dos conjunts disjunts
(és a dir, dos grups que no tenen cap element en

Imatge 23. Exemple de graf
bipartit. Imatge extreta de
https.//es-
academic.com/dic.nsf/eswiki/
539559
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comu, cap interseccio) i les arestes del qual sempre uneixen vértexs d’'un conjunt
amb vértexs de l'altre. Per exemple, a la imatge 23 veiem un exemple de graf
bipartit. Els seus véertexs estan separats en els conjunts U i V, i les arestes
sempre uneixen un veértex del conjunt U amb un del conjunt V, perd mai no

uneixen vértexs del mateix conjunt.

En teoria de grafs, un aparellament consisteix en seleccionar d’un graf un conjunt
d’arestes independents (és a dir, arestes que no comparteixen cap veértex). El
problema de I'aparellament maxim, en consequéncia, es basa en trobar dins un
graf una combinacio que contingui el maxim nombre d’arestes independents. A
la imatge 24 hi ha tres exemples d’aparellaments maxims. En els tres casos es
mostra una seleccio d’arestes independents, i no trobariem cap altra combinacio

amb la qual obtinguéssim un nombre major d’arestes.

(ﬁ (b) I i . (c) i i
Imatge 24. Exemples d’aparellaments maxims. Imatge extreta de

https.//es.wikipedia.org/wiki/Apareamiento_(teor%C3%ADa_de_grafos)

D’altra banda, el cobriment de vértexs és un conjunt de vértexs seleccionats de
manera que cada aresta incideix en algun dels vertexs seleccionats. El problema
del cobriment de vértexs minim consisteix en seleccionar el minim nombre de
vertexs possibles per tal que la condicié préviament esmentada es compleixi. A
la imatge 25 hi ha dos exemples de cobriments de vértexs minims. S’ha
seleccionat el minim numero de vertexs possibles per tal que totes les arestes
del graf siguin incidents en algun d’ells. A la imatge 26, en canvi, veiem els
mateixos grafs que a la imatge 25, perd no hem aplicat el cobriment de vertexs

minim, sind un cobriment de vértexs normal (augmenta el nombre de vértexs).

S A S

Imatge 25. Cobriments minims. Imatge Imatge 26. Cobriments de vertexs. Imatge
extreta de https.//es.wikipedia.org/wik extreta de https://es.wikipedia.org/wiki/Cob
i/Cobertura_de_v%C3%A9rtices ertura_de_v%C3%A9rtices
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El teorema de Koénig relaciona aquests dos problemes (aparellament maxim i
cobriment de vértexs minim), i afirma que, en un graf bipartit, el nombre d’arestes
resultat d’'un aparellament maxim és igual al nombre de vértexs resultat d’'un
cobriment minim. A la imatge seguent podem veure un exemple de graf sobre el
qual s’ha aplicat el teorema de Konig: les arestes blaves son aquelles
seleccionades segons el criteri de I'aparellament maxim, i els vertexs vermells
son els que han sorgit d’aplicar el cobriment de vértexs minim. El nombre

d’arestes blaves és igual al nombre de vértexs vermells: sis.

Imatge 27. Exemple de graf sobre el qual s’ha
aplicat el teorema de Konig. Imatge extreta de
https://hmong.es/wiki’/K%C5%91nig%27s_the
orem_(graph_theory)

També durant I'any 1936, el psicoanalista Kurt Lewin va crear una proposta en
la qual afirmava que I'espai interior de qualsevol individu pot ser interpretat com
a un mapa pla. Gracies a aquesta comparacio, altres psicoanalistes van poder
utilitzar els grafs per a la interpretacié psicologica d’'una persona i el seu entorn.
Dintre del graf, els vértexs serien les persones i les arestes, les relacions entre
elles. Lewin afirmava que el comportament dels membres d’un grup i la propia
estructura del grup es podien reduir a una simplificacio del grup i I'entorn, cosa

que va facilitar la traduccio d’aquestes dades a grafs.

Entre els anys 1940 i 1950 la teoria de grafs va continuar desenvolupant-se i
aplicant-se en estudis de la societat i analisi de xarxes de dades fins a convertir-

se en el que avui dia coneixem.
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3.3. Problema del cami més curt

El problema del cami més curt consisteix a trobar un cami entre dos vertexs
aconseguint que la suma del valor de les arestes (parlant d’'un graf ponderat) o
la distancia sigui minima. El cami més curt entre dos vértexs també rep el nom
de geodésica. Aquest problema pot presentar diverses solucions. Un exemple
d’aplicacio seria trobar el cami més curt per viatjar d’'una ciutat a una altra. En
aquest cas, els vertexs serien les ciutats i les arestes, les carreteres, el valor de
les quals (o ponderacid) seria el temps que es triga en travessar-les. Per
exemple, aquests tipus de grafs els podem veure simplificats gracies als GPS,

tal com es mostra a la imatge 28.
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Imatge 28. Cami més curt des de Barcelona fins a Paris. Imatge extreta de
https://www.google.es/maps/dir/Barcelona/Par%C3%ADs, +Francia/@45.4664244,0.003

3931,6z/data=!4m1414m13!/1mb5!1m1!1s0x12a49816718e30e5:0x44b0fb3d4f47660a!2m

211d2.168568!2d41.3873974!1m5!1m1!1s0x47e66e 1f06e2b70f.0x40b82c3688c9460!2m
211d2.352221912d48.856614!3e07hl=es

Cal destacar que aquest problema pot ser aplicable tant per a grafs dirigits com
no dirigits (I'unic aspecte que canvia és que, en el cas dels grafs dirigits, els
vértexs adjacents estan connectats per una aresta dirigida, és a dir, que indica
el sentit). Tal com es va explicar préviament, dos vértexs seran adjacents si
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comparteixen una aresta.
La definici6 formal del
problema consisteix en el
seguent: un cami en un
graf és una sequéncia de
vertexs P = (v1, Vo, ..., Vp)
que compleixen que cada \
vértex vi és adjacent al
veértex vi+1, és a dir, cada

Imatge 29. Graf de cinc vértexs i distancia quatre. Font propia
vértex sera adjacent al
seglent (v1 amb vz, v2 amb vz, i aixi consecutivament). El cami P tindra una
longitud n-1 si va des de v+ fins a vn. Aixd vol dir que si tenim cinc vértexs (des
de v1 fins a vs), la distancia del cami sera 4 (5-1). El valor de la distancia es
correspon al nombre d’arestes, tal com podem veure a la imatge 29. Si
anomenem a l'aresta que uneix dos vértexs vi i vj com a e;jj i un graf G, tenim
dues possibilitats: la primera és que parlem d’'un graf ponderat (amb valors
associats a les arestes), i la segona és que el graf no sigui ponderat. En el primer
cas, crearem una funcio que representi cada aresta del graf, i 'expressarem de
la segient manera: f(eii+1). Aquesta funcioé fa referéncia a qualsevol aresta que
esta entre dos vértexs consecutius. Si a cada aresta (i, per tant, a la funcio) li
associem un valor, el problema del cami més curt es converteix en una suma

que cal minimitzar i que de seguent expressio:

if(ei,i+1)

El seu significat és el seglent: suma els valors de totes les arestes que van des
de la primera (com que el sumatori va des de i=1 fins a n-1, el primer vértex sera
vi=v1) fins a I'lltima aresta que forma part del cami (préviament vam dir que un
cami que anés des dels vértexs v+ fins a vy tindria una longitud de n-1, que seria
el numero d’arestes que el formen, i és per aquest motiu que el nostre sumatori
va des del primer vertex fins a n-1. Cal recordar que la distancia té en compte
les arestes, i amb aquesta expressié aconseguim delimitar I'dltima del cami). A

continuacio tenim una imatge que exemplifica aquesta teoria.
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A AB

Distancia total del cami: 15
Imatge 30. Valor de la distancia del cami. Font propia
En aquesta imatge s’ha realitzat I'operacié esmentada. Hem sumat els valors de
les arestes que formen part del cami, i aquest resultat es correspon al valor de

la distancia. Malgrat aixd, amb aquest mateix graf podriem escollir altres camins

que tindrien altres distancies, tal com podem veure a les imatges 31 i 32.

a2 AD = 6.02

DF =6.37

Distancia total del cami: 17,85

Distancia total del cami: 19,83

Imatge 31. Valor de la distancia del Imatge 32. Valor de la distancia del

segon cami. Font propia cami tercer. Font propia
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El problema del cami més curt consistiria en minimitzar la distancia. Per tant, en

aquest cas, la solucio¢ al problema es trobaria a la imatge 30.

Malgrat aix0, cal recordar
que aquesta explicacié és A B

aplicable per als grafs
ponderats. En el cas dels C
grafs no ponderats, el cami Distancia total del cami: 2

meés curt seria aquell que

tingués menys arestes, ja Imatge 33. Valor de la distancia del cami en un graf no
que la distancia del cami Ponderat. Fontpropia

seria la suma de les arestes que el formen.

Hi ha diferents algorismes, és a dir, processos amb unes passes o instruccions

determinades que cal seguir per obtenir un resultat, per calcular el cami més curt:

- Algorisme de Bellman-Ford: calcula el cami més curt entre dos vertexs,

pero el valor de les arestes pot ser negatiu.

Imatge 34. Graf amb arestes amb valors negatius. Imatge extreta de
https://aprende.olimpiada-informatica.org/algoritmia-dijkstra-bellman-ford-floyd-
warshall
- Algorisme de Dijkstra: serveix per calcular el cami més curt des d’un unic
veértex d’origen fins a tots els altres repetint el procés adequat.
- Algorisme de Floyd-Warshall: resol el problema entre tots els vértexs del
graf.
- Algorisme de Viterbi: calcula el cami adequat tenint en compte factors

relacionats amb la probabilitat i I'atzar.
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- Algorisme de Johnson: resol el problema per a dos vértexs escollits i fins
i tot pot ser més rapid que I'algorisme de Floyd-Warshall si parlem de grafs
de baixa densitat (és a dir, grafs en els quals pocs vertexs estan
connectats a molts vertexs. Alta densitat seria si molts vértexs estiguessin
connectats a molts vértexs).

- Algorisme de Recerca A*: calcula el cami més curt entre un parell de
vertexs utilitzant certs metodes per optimitzar el procés. Aquests metodes
son la recerca heuristica, que analitza dades especifiques del problema
qgue van més enlla del propi enunciat. Aquesta recerca es pot utilitzar quan
tenim dades sobre I'estructura de l'objecte d'estudi que serveixen per

arribar a minimitzar costs i fer més efectiu el procés.

Un dels algorismes més coneguts és el de Dijkstra, que va ser creat per Edsger
Dijkstra I'any 1959. Cal destacar que no pot ser utilitzat amb arestes amb valor
negatiu, perd és molt util en el cas de problemes de transport. A continuacio

s’explicara el seu funcionament amb un exemple.

Suposem que cada vértex de la imatge és una ciutat i cada aresta és la carretera.
Estem parlant de grafs ponderats, ja que a cada aresta li associarem un valor
(per exemple, el temps en minuts que es triga en anar d’'una ciutat a una altra).

El nostre graf quedara tal com s’indica a la imatge 35.

Imatge 35. Graf. Font propia

Aquest algorisme, com que vol calcular el cami més curt des d’'un vértex inicial

fins a tots els altres, consistira en etiquetar cada vértex de la segient manera:

[d,Ala)
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La lletra d fara referéncia a la distancia acumulada (és a dir, la distancia que hi
ha des del primer vértex fins a l'actual). La lletra A fa referéncia al vértex
predecessor o anterior (caldra posar el vértex del qual venim). Entre els
parentesis posarem el nombre d’iteracions, és a dir, la quantitat d’arestes que
hem recorregut des del vértex inicial fins a I'actual.

Primer de tot cal seleccionar el nostre primer vértex, que sera I'A. En posar-li
I'etiqueta corresponent, veurem que té aquest aspecte:

[0,-Jc0)

En la distancia, com que és el nostre vértex inicial, cal posar 0, situacié que es
repeteix per a les
iteracions (entre
parentesis). Com que
és el primer veértex

que hem seleccionat,

tampoc no té cap

vértex anterior, amb la

qual cosa hi posem un

guio. Ara que ja hem

Imatge 36. Etiqueta del vértex A. Font propia

etiquetat el nostre
vértex permanent cal etiquetar els altres que estan connectats amb ell mitjangant
una aresta (en aquest cas, el B i 'E).

Comengarem amb el vértex B. Per crear la seva etiqueta, primer ens fixarem en
la distancia acumulada. Per calcular-la, cal sumar el valor de I'aresta entre B i el
veértex anterior (en aquest cas, A) i el valor de la distancia que hem posat a
I'etiqueta del vertex A (com que era 0, la suma de 0i 1 és 1, amb la qual cosa
aquest sera el valor de la distancia per al vertex B). Després, cal posar el vértex
anterior al B, que seria 'A, i, per ultim, cal posar el nombre d’iteracions que hem
realitzat (com que només hem fet un pas, el nombre que caldra posar és 1). El
resultat de 'etiqueta, per tant, és el seguent:

[1,A]()
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1+0=1

Imatge 37. Etiqueta del vértex B. Font propia

Ara cal fer el mateix amb E. La distancia sera la suma de 0 i el valor de I'aresta
(3), el vertex anterior és A i el nombre d’iteracions és 1, ja que des d’A fins a E
només hi ha una aresta. L’etiqueta és la seguent:

[3,Aln)

Imatge 38. Etiqueta del vértex E. Font propia

Ara, com que ja hem acabat d’etiquetar tots els vértexs adjacents a l'inicial o
permanent, cal seleccionar un altre vertex permanent, que sera aquell amb una
distancia acumulada menor (en aquest cas, el vértex B). A continuacid, hem de

repetir el procés previ, és a dir, cal etiquetar els vértexs adjacents al B (el D i el
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C). El vertex A no pot tornar a ser etiquetat a causa que ja és un veértex
permanent.

5+1=6

2

Imatge 39. Etiqueta del vertex C. Font propia

2

Imatge 40. Etiqueta del vertex D. Font propia

Ara que ja hem etiquetat els dos vértexs restants, cal escollir un altre vértex
permanent, perd hi ha dos que coincideixen en la minima distancia (el D i I'E).
En aquest cas, s’escollira un aleatoriament (per exemple, el D). Ara caldra
etiquetar els vértexs C, E i G. Els dos primers ja estan etiquetats, aixi que haurem
de crear una nova etiqueta. Si la ruta que ens ofereix és més llarga, I'eliminarem,
pero si és meés curta, descartarem l'altra opcié. Tal com podem veure a la imatge
41, en el cas de C, I'etiqueta antiga que haviem creat té una major distancia que
la nova, amb la qual cosa no mostra el cami més curt i no és la que busquem.
En el cas del vértex E, I'etiqueta nova té una major distancia que I'antiga, amb la

qual cosa també cal eliminar-la. Amb referéncia a G, hem creat la seva etiqueta.
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2 (7.0]

Imatge 41. Etiqueta dels vertexs E, C i G. Font propia

Ara només cal repetir el procés. Primer farem permanent E i etiquetarem F.
Després, fem permanent C i etiquetem H i, per ultim, fem permanent G i
etiquetem F i H. La distancia de F no es pot millorar, aixi que tatxarem la nova
etiqueta. Amb referéncia al vertex H, hem trobat una altra etiqueta amb la
mateixa distancia, cosa que significa que des del vertex A fins a H hi ha dos

possibles camins optims. El resultat del problema quedaria tal com podem veure
a la imatge 42.

@G

° [7.0]

3)

Imatge 42. Etiquetes de tots els vértexs. Font propia

Si volem tragar la ruta més curta entre A i G, per exemple, i ja tenim totes les

etiquetes col-locades, només cal seguir el cami a la inversa. Si sabem que el
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vertex inicial era A i volem anar a G, comencarem mirant I'etiqueta de G. Aquesta
ens indica que prové de D, aixi que ens fixem en 'etiqueta d’aquest segon vertex.
Veiem que prove de B, i B prové d’A, amb la qual cosa ja tenim el nostre cami
meés curt des d’A fins a G. Caldra anar d’A a B, després a D i per ultim a G.

3.4. Tipus de grafs

Hi ha diversos tipus de grafs, i alguns d’ells ja han estat préviament esmentats,
perd en aquest apartat faré un recull dels tipus més utilitzats:

- Graf simple o graf: és aquell que té una aresta que uneix dos vertexs.
- Multigraf o pseudograf: t¢ més d’'una aresta entre dos vértexs. Aquestes

arestes s'anomenen multiples o llagos.

Imatge 43. Multigraf (esquerra) envers graf simple (dreta). Imatge extreta de

https://aprendeyprogramablog.wordpress.com/2016/07/04/grafos-parte-1/

- Graf dirigit: les seves arestes tenen un sentit indicat graficament per una
fletxa.

- Graf no dirigit: és el cas contrari a I'anterior, ja que les arestes no estan
orientades ni tenen cap sentit indicat.

- Graf nul: és aquell que no té vertexs ni arestes.

- Graf buit: graf que només té vértexs pero que no té cap aresta.

Imatge 44. Graf buit. Imatge extreta de http://estructuradedatos2uninc

a.blogspot.com/p/grafos-particulares.html
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Graf trivial: és aquell que no té cap aresta i que té només un vértex o no
en té cap. Si no té cap veértex, rep el nom préviament esmentat de graf
nul, i si en té un, rep el nom de graf singleton.

Graf complet: és aquell graf simple en el qual cada parell de vertexs estan
connectats per una aresta (dit d’'una altra manera, cada vertex esta
connectat amb cada vértex). El nombre de vértex sera n i 'expressio per
obtenir el nombre d’'arestes és la seguent:

n(n—1)
2
El nom del graf seguira aquesta estructura: K,. Per exemple, el graf K7

tindra 7 vertexs i sera el que veiem a la imatge 45.

Imatge 45. Graf K7. Imatge extreta de https://dataestructureii.files.wordpres

s.com/2015/11/grafos-particulares.pdf

L’Unica manera d’aconseguir que un graf complet sigui inconnex eliminant
vertex seria eliminant-los tots.

Graf bipartit: els seus vertexs es poden separar en dos conjunts o grups,
i les arestes sempre uniran vértexs d’'un conjunt amb vértexs de l'altre.
Graf roda: és aquell graf que té n vértexs i que s’obté connectant un vertex
a tots els altres, que formen part d’'un cicle amb n-1 vertexs. Alguns
exemples de grafs roda es poden veure a la imatge 46. S’anomenaran

seguint I'estructura seguent: Wh.
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R & &

Imatge 46. Grafs roda W4, Ws, Ws, W7, Ws i We. Imatge extreta de

http://estructuradedatos2uninca.blogspot.com/p/grafos-particulares.html

Graf pla: és aquell que pot ser dibuixat sense que hi hagi un encreuament

d’arestes.

Graf pla Graf no pla
J
A D
F
B K I
E
H

Imatge 46. Graf pla (esquerra) envers graf no pla (dreta). Font propia

Graf aciclic: és aquell graf que no conté cap cicle (cami tancat i sense
vertexs repetits a excepcio de, possiblement, el primer i I'Gltim).

Graf ponderat: és aquell que té valors associats a les arestes o als vertexs.
Graf aleatori: les seves arestes tenen una probabilitat associada.

Graf connex: hi ha un cami que uneix qualsevol parell de vértexs.

Graf inconnex: cas contrari al graf connex.
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3.5. Grafs i matrius

Els grafs es poden representar mitjangant matrius. Una matriu mxn és un conjunt
de nombres ordenats en m files i n columnes, tal com podem veure a I'exemple
a continuacio.

=G 5 0

La matriu A és d’ordre 2x3, ja que té dues files i tres columnes. Per denominar
algun element de la matriu, utilitzarem I'estructura aj;, on i indicara la fila en la
qual esta el nostre element i j sera la columna. Per exemple, en la matriu A,

element azs és el 0.

Pel que fa als grafs, la matriu d’adjacéncia d’'un graf és aquella matriu quadrada
(és a dir, que té el mateix nombre de files i de columnes) en la qual cada fila i
cada columna es correspon a un vértex del graf, i cada element jj indica el
nombre d’arestes entre el vertex i i el vertex j, perd no a l'inrevés (el sentit si que
importa). Una matriu d’'un graf rep el nom de matriu d’adjacéncia perqué indica

quina és la relacio entre vértexs adjacents.

Per exemple, escriurem la matriu al graf de la imatge 47.

A

ci
c2

Imatge 47. Graf. Font propia

Com que hi ha 3 véertexs, la matriu sera una matriu quadrada de 3x3. Cada fila i

cada columna representara un veértex, i tindra un aspecte com aquest:

A B C
Qaa QAap Qg A
M =|ags GQpp GQApc B
Qca Qcp  Qcc C
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Per tal de facilitar la lectura de la matriu, s’han afegit els vertexs que corresponen
a cada element. Per exemple, I'element anomenat aaa sera aquell que ens indiqui
quants camins hi ha que vagin des del vértex A fins a ell mateix recorrent
unicament una aresta, en aquest cas. Malgrat aix0, en la matriu no cal posar a

sobre els vertexs corresponents als elements.

Comengarem escrivint la nostra matriu fixant-nos en la imatge 47 i determinant,
en primer lloc, quants camins d’una sola aresta ens porten des d’A fins a ell
mateix. En aquest cas, la solucid és 0, i I'escriurem a la matriu de la seguent

manera.
0 Qap Quc
M =|apgs agp Oapc
Qca Qcp  Qcc

Continuarem amb el numero d’arestes que ens guien des d’A fins a B. El resultat
és dos, ja que podem arribar amb I'aresta c1 o amb la c2. Des d’A fins a C només
hi ha un possible cami. Amb aix0, ja hem completat la primera fila de la matriu.

0 2 1
M =|ags agp Oapc
Qca Qcp  Qcc

Ara, cal determinar el numero d’arestes que van des de B fins al vértex A, des
de B fins a ell mateix i, per ultim, des de B fins a C. En el primer cas, el resultat
és 2, ja que els possibles camins sén c1 i c2 (tal com vam veure buscant el cami
des d’Afins a B). En el segon cas, el resultat és 0 (no hi ha cap cami d’'una aresta
de B fins a B) i, en el tercer, 1.

0 2 1
M = ( 2 0 1 )
Qca QAcp QAcc
Des de C fins a A hi ha un possible cami, des de C fins a B n’hi ha també 1 i, per

ultim, des de C fins a C no hi ha cap cami possible d’'una aresta. Per tant, la

matriu corresponent a la imatge 47 quedaria tal com podem veure a continuacio.
0 2 1
M=|2 0 1
1 1 0
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També podem realitzar aquest procés a la inversa, és a dir, a partir d’'una matriu
podem obtenir un graf. Cal tenir en compte que una matriu pot tenir diversos
grafs, perd que un graf no pot tenir diverses matrius. A continuacio, tractarem
d’obtenir un graf a partir d'una matriu, perd la solucié que obtindrem no sera

unica. Suposem que tenim la matriu N.

=

Il
cocor o
coror
oOrRroRrR o
RoRroo
or oo o

Primer, veiem que és una matriu de 5x5, aixi que el graf corresponent tindra cinc

vértexs, que representarem en posicions aleatories.

Imatge 48. Punts. Font propia

Ara mirarem la primera fila, que ens indicara la relacié del vértex A amb la resta
de vértexs. Veiem que el primer element ens indica la connexi6 entre Ai A, i com
que el resultat és 0, no hi haura cap aresta que connecti el vértex amb si mateix.
Succeeix el mateix amb el vértex A amb C, D i E, perd si que hi ha una aresta
entre Ai B.

Imatge 49. Hi ha una aresta entre A i B. Font propia
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Pel que fa a la segona fila, podem veure que el vertex B esta connectat amb I'A
(cosa que ja hem representat) i amb el C.

‘B C D

@ @

Imatge 50. Arestes que connecten B amb A i C. Font propia

Si ens fixem en la tercera fila, veurem que C comparteix una aresta amb B, que
ja hem indicat, i una altra amb D.

B

00

Imatge 51. Arestes que connecten C amb B i D. Font propia

Ara mirarem la quarta fila, que es correspon al vértex D. Podem veure que D
comparteix una aresta amb C (ja indicat) i una altra amb E. Finalment, si mirem
I'dltima fila, que es correspon al vertex E, veurem que aquest comparteix una
aresta amb D, cosa que ja hem indicat. Per tant, la representacio del graf ha
finalitzat.

Imatge 52. Graf finalitzat. Font propia
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Tal com hem pogut veure amb els exemples anteriors, sempre que parlem de
graf no dirigit hi haura certa simetria, ja que I'aresta del vertex A cap a B és igual
que la del vertex B cap a I’A. Malgrat aix0, aquest fenomen no es dona amb els
grafs dirigits, ja que el sentit de la fletxa determinara el cami. Si, per exemple, la
fletxa va des de B fins al vertex A, hi haura una connexi6 entre B i A, pero no n’hi
haura cap entre A i B. Es per aquest motiu que cal tenir en compte el sentit quan

relacionem grafs i matrius.

Per exemple, a la imatge 53 veiem un graf dirigit i la seva corresponent matriu.

e b
?
a b C d e
a 0O 1 0 o0 1)
b |0 o 1 1 0
¢c |0 0 0 1 0
a - d [1 0 0o o0 0
e 0O 0 0 0 0
d

Imatge 53. Graf i matriu d'adjacéncia. Imatge extreta de https://calculo.cc/te

mas/temas_algebra/matriz/teoria/matriz_grafo.html

Si ens fixem en els vértexs A i E podrem veure el seglent: hi ha una aresta que
comunica A amb E, tal com podem veure a la matriu ('element ais és un 1).
Malgrat aix0, no hi ha cap aresta que comuniqui E amb A, amb la qual cosa

I'element as1 de la matriu és un 0.

Fins ara, el tipus de matrius adjacents que hem vist consisteixen en anar des
d’un vertex fins a un altre mitjangant una unica aresta, pero també es poden fer
matrius en les quals el cami entre dos vertexs esta composat per més d'una
aresta. Per exemple, si volem indicar que el nostre cami contindra dues arestes,
el resultat sera el mateix que elevar la matriu de cami d’'una aresta al quadrat.

Per tant, en comptes d’'anomenar-la M, 'anomenarem M?. Si el nostre cami fos
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de tres arestes, anomenariem a la matriu M3, i aixi successivament. Podem
veure aquesta explicaciéo exemplificada a les imatges 54 i 55 (podem veure la
matriu C, C?i C3).

\
\

[= T o] ct =

- o = o

O e O e

e

S = O =

=] = B

Imatge 54. Graf i matriu C. Imatge extreta de https://calculo.cc/temas/temas_algebr

a/matriz/teoria/matriz_grafo.html

3 0 2 1 1 2 5 1 6 4
o 2 o0 2 1 5 0 4 1 2
¢ =12 o 2 0 1 ¢ =11 4 0 5 2
1 2 0o 3 1 6 1 5 2 4
1 1 1 1 2 4 2 2 4 2

Imatge 55. Graf i matriu C2i C3. Imatge extreta de https://calculo.cc/temas/temas_al

gebra/matriz/teoria/matriz_grafo.html

Per exemple, si ens fixem en la matriu C?i en I'element a11, veurem que hi ha un
3 perqué des del vértex A fins a ell mateix hi ha tres rutes possibles que es poden
seguir i que tinguin una longitud de dues arestes. La primera seria des d’A fins a
E i un altre cop fins al vertex A. La segona seria A, B i A, i la tercera seria A, D i
A. Podriem repetir aquest procés amb tots els elements de la matriu i veuriem

que es correspondria perfectament amb la informacio del graf.
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Préviament, hem esmentat que si parlem de la matriu C?, malgrat que podem
calcular-la manualment (tal com he explicat), també podem multiplicar la matriu

C per ella mateixa.

01 0 11 01 0 11
1 01 0O 1 01 00
c*’=c-c=|01 0 1 0 0 1.0 10
1 01 0 1 1 01 0 1
1 0 01 0 1 0 01 0

La matriu C? sera també de 5x5. Per obtenir el primer element, a1, caldra
multiplicar la primera fila (la 1) per la
primera columna (la 1) de la seglent
manera: multiplicarem el primer element

de la fila amb el primer de la columna i a

[N T )
=\
S = Om= O
O RO M
orRr oo R

s e 0
aixo li sumarem la multiplicacio del segon

element de la fila amb el segon de la Columna 1

columna, i aixi successivament fins a Imatge 56. Calcul de I'element a11. Font

haver multiplicat cada element de la fila PP

amb cada element de la columna. En aquest cas, el calcul de I'element a1 és el

seguent:
a;=0-0+1-140-0+1-1+1-1=3

Per tant, el primer element de la matriu C? sera 3. Si ens fixem en la matriu C?

de la imatge 55, el primer element també era 3.

Per a calcular I'element a2 cal repetir el mateix procés perd amb la fila 1 i la

columna 2. El calcul seria el seglent:
a,=0-1+1-040-1+1-0+1-0=0

Si fem el mateix amb la resta d’elements, veurem que els resultats obtinguts es

corresponen amb els de la matriu de la imatge 55. Posareé un parell d’exemples.
a3=0-04+41-140-04+41-14+1-0=2
a,,=1-0+0-14+1-04+40-140-1=0

Per tant, podem obtenir aquesta matriu tant de manera manual com multiplicant.
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3.6. Optimitzacié de grafs

Encara que els processos d’optimitzacié de grafs per trobar el cami més curt es
poden fer manualment, també hi ha certs programes informatics que agilitzen els
calculs. Per exemple, es pot calcular el cami més curt mitjangant el programa
Exceli, en particular, una eina seva anomenada Solver. En aquest cas, tractarem
de trobar el cami més curt des del vértex A fins a I'H del graf que es mostra a la
imatge 57.

Imatge 57. Graf. Font propia

El primer que cal fer es traduir el graf a una

taula per tal que el programa pugui iES L. FB""SA D'STANC'A4

interpretar les dades. Una columna A c 3

B E 8

indicara el vertex des del qual iniciem el c D 12
C F

moviment, I'altra columna indicara el vértex D F 2

. . R D G 20

al qual arribem i la tercera es correspondra b H 15

. s . \ E G 17

a la distancia entre els dos veértexs. Cal - = 5

G H 9

escriure totes les combinacions de vertexs
possibles. El resultat de la taula es pot
veure a la imatge 58, encara que I'ordre de  Imatge 58. Traduccié del graf a una

. . . taula. Font propia
les combinacions pot ser diferent. prop

Encara que hem introduit totes les dades del graf, cal crear un espai per a qué
el programa indiqui quin sera el cami més curt. Per tal de fer aix0, crearem una

quarta columna, anomenada “binari”, que, de moment, deixarem buida (és a dir,
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adquirira un valor de 0). En aquesta columna, posteriorment, el programa ens
indicara quina ruta cal seguir de la seguent manera: posara un 1 al costat del
parell de vértexs pels quals hem de passar, i un 0 al costat dels quals no formen
part de la ruta optima. Per tant, la taula finalitzada quedaria com podem veure a
la imatge 59.

DES DE FINS A DISTANCIA [BINARI
A B 4
A C

B E

C D 12
C F 4
D F 2
D G 20
D H 15
E G 17
F H 22
G H 9

Imatge 59. Taula finalitzada. Font propia

Les variables de la columna “binari” seran les que el Solver canviara, pero cal
crear una casella amb una formula perqué pugui ser optimitzada. En aquest cas,
volem trobar la distancia + fx =SUMAPRODUCTO(ES:E15;F5:F15)|

minima, aixi que crearem un ¢ . F

espai amb aquest nom. Per tal

FINS A DISTANCIA |BINARI
4
3
8

12
4
2

20

15

17

22
9

o
m
%]
o
m

de poder optimitzar-lo, cal

escriure una formula que

indiqui el cami. En aquest cas,

utilitzarem les columnes

“distancia” [ “binari”.

Multiplicarem cada numero de

OMMOIO|I0I0O(0O|®w|(>|>
ITo|T|od|Tm|Tm|o|m(O|®

la primera amb cada numero de

la segona i sumarem tots els

resultats. D'aquesta manera [DISTANCIA MINIMA [E15;F5:F15) |

indicarem el cami ideal, ja que

. R Imatge 60. Formula per calcular la distancia. Font
el programa assignara el )

] _ propia
numero 1 a cada fila que formi
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part del cami més curt. En multiplicar la distancia per 1, obtindrem el valor de la
distancia, i després aquest resultat se sumara a les altres distancies que formen
part del cami ideal. Com que les distancies innecessaries tindran assignat un 0,
en multiplicar el seu valor per 0, el resultat s’anul-lara i és d’aquesta manera que
seleccionarem les distancies adequades i les sumarem al total. La formula es pot
veure a la imatge 60. De moment el resultat és 0, ja que no hem posat cap valor
a la columna de binari i totes les distancies s’estan multiplicant per 0 i sumant.

Per tant, el resultat d’aquesta operacié és 0.

Ara cal crear una altra taula per indicar que A és el vertex de sortida i H és el
desti o vertex d’arribada. En aquesta taula, primer de tot, escriurem tots els
vértexs que formen part del nostre graf. Un cop ja hem fet aix0, cal crear un parell
de columnes més. La primera s'anomenara “flux” i, posteriorment, hi escriurem
una formula que ens indicara la variacié de moviment a mesura que canviem de
vértex. La segona columna, anomenada “condici¢”, sera la que determinara el
vértex de sortida i el d’arribada. Cada cop que sortim d’un vertex, li assignarem

el valor 1, pero si hi entrem, li assignarem

el valor de -1. En el vértex de sortida, en ZERTEXS FLUX CONDICIG .
aquest cas, I'A, posarem un 1. Pel que fa B 0
a els vertexs del mig, hi ha dues g g
possibilitats. La primera és que no passem E 0
per un determinat vértex, amb la qual cosa Z g
li posarem un 0. La segona és que si hi H -1

passem, pero aixo significa que entrarem

. . . Imatge 61. Taula per establir les
(valor 1) i sortirem (valor -1) del vértex.

condicions de cada vértex. Font propia
Com que el resultat de lasuma d’'1i-1és

0, aquest és el valor que haurem d’assignar al vértex. En ambdds casos (tant si
passem pel vertex del mig o no), haurem d’assignar un valor de 0. Finalment,
amb referencia al vértex de desti o d’arribada, com que només hi entrem pero
no sortim del vértex, hem d’assignar-li un valor de -1. De moment, la taula queda

tal com es mostra a la imatge 61.

Ara, cal escriure les formules necessaries a les caselles de flux. Aquesta
columna ha d’estar relacionada amb l'altra taula. Cada vegada que posem un 1

i un O a la columna de binari, estarem canviant el nostre recorregut i la nostra
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posicio al graf, i aixd ha de reflectir-se a la columna de flux. Si, per exemple, a la
columna de binari poso un 1 a la primera casella (des d’A fins a B), ara ja haurem
sortit d’A i haurem entrat en B. Per tant, a la columna de flux hauria de posar-se
automaticament un 1 al costat d’A que indiqués la sortida i un -1 al costat de B

que indiqués I'entrada. Per tal d’establir aquesta relacio, utilitzarem una suma

condicional.
X v fx =SUMAR.SI(CS$5:C515;15;F$5:F$15)-SUMAR.SI(D$5:D$15;15;F$5:F$15)
C D E F G - | ) Barra de 16rmul
DES DE FINS A DISTANCIA IBINARI | VERTEXS _|FLUX CONDICIO
A B 4 0 A FS$5:F$15) 1
A c 3 1 B 0 0
8 E 8 0 C 0 0
C D 12 0 D 0 0
c F 4 1 E 0 0
D F 2 0 F 0 0
D G 20 0 G 0 0
D H 15 0 H 1 -1
E G 17 0
F H 22 1
G H 9 0
[DISTANCIA MINIMA | 29|

Imatge 62. Formula per a la columna “flux”. Font propia

El significat de la férmula és el seguent: cal fer una suma de la columna “binari”
(aquesta columna esta marcada en lila) tenint en compte que només podem
agafar els elements de la columna “des de” (de color blau) que continguin una A
(element de color vermell, és el criteri que establim, la condicid). A aquest resultat
cal restar-li la suma de tots els elements de la columna “binari” que continguin la
lletra A a la columna “des de”. El motiu pel qual fem la primera suma és perquée
si a la columna “binari” hi ha un 1 indicant que sortim des del vertex A, en aquest
cas, el flux haura de canviar i passar a ser un 1. Posteriorment, fem una resta, i
el motiu és que aquesta resta indicara el moment en el qual arribem al vertex A.
Cal que sigui una resta perqué d’aquesta manera el flux es representara amb un
-1. Pel que fa a la programacié de la férmula, he col-locat el signe “$” entre la
lletra i el numero de les cel-les perqué copiaré aquesta férmula a les altres
caselles de la columna “flux” i vull que aquestes seleccions es mantinguin fixes.
Malgrat aix0, el criteri (és a dir, 'opcioé de color vermell) no compta amb aquest
signe perqué no ha de mantenir-se igual. Per a la casella de sota, el criteri no

sera la lletra A, sin que sera la B, i aixi successivament.
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Un cop ja hem finalitzat totes les columnes necessaries, ja podem programar
I'eina de Solver. Cal anar a I'apartat de “Dades” de I'Excel i, si el Solver no esta

afegit com a eina, cal afegir-lo a I'apartat anomenat “Eines d’analisi”.

Inicio  Insertar  Dibujar  Disposicién de pdgina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista {Qué desea? Compartir
H (A~ il ]:l_"gé ) Harramientes de andlis
Obtere Catos de Actustizar Catizaciones (L Manadss ;m; Z | Ordepar Filtro Herramientas Andliss Esquema
% (Power Q [ 1 %
s Complementos
n v [ =SUMAR SICS5:C515;17;FS5:F515)-SUB
F Complementos disponibles: M N C P
Herramientas para andlisis
g Solver Add-In
4 DES DE FINS A DISTANGA [BINARI
5 A B 4
& A c 3
7 8 3 8
% £ g 12 Solver Add-in
9 (4 F 4
10 D F 2
1 D G 20,
12 D H 15|
13 E G 17)
L) F H 22
G H

B
Examinar. Cancelar Aceptar

T

Imatge 63. Cal afegir I'eina “Solver”. Font propia

Un cop ja afegida aquesta eina, apareixera sota I'apartat “Eines d’analisi”. A
continuacio, hem de col-locar-nos sobre la cel-la de distancia minima i prémer
'eina de Solver. Sortira una finestra que ens indicara els parametres del

programa.

fx =SUMAPRODUCTO(ES:E15;F5:F15)

g P D £ @ Parémetros de Solver M
DES DE FINS A DISTANCIA Establecer objetivo. sps20f _ ]
A 8 4
A c 3 Para: © Mix, Min Valor de:
8 E 8
C 0} 12|  Cambiando las celdas de variables
C F 4 _: L7
) F 2
o G 20| Sujeto a las restricciones:
D H 15 Agregar
E G 17/
F H 22 Cambilar
G H 9

Eliminar

Restablecer todo

DISTANCIA MINIMA : -::::_'0 Cargar/Guardar

Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de resolucion | GRG Nonlinear Opciones

Método de resolucion

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales
suavizados. Seleccione ¢l motor LP Simplex para problemas de Solver
lineales, y el motor Y para de Solver no
suavizados.

Cerrar Resolver

Imatge 64. Obrim el Solver. Font propia
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Ara cal configurar els parametres. Primer de tot, com que volem optimitzar la
féormula de distancia minima per obtenir el menor resultat, cal seleccionar I'opcio
“‘Min”. En la casella que indica les @ . Agregar restriccién

cel-les de variables cal seleccionar

Referencia de celda: Restriccion:

la columna de “binari”. En les Hojal!sF$5:5Fs15 |_ | [ bin v/ | binario -

Agregar Cancelar Aceptar

restriccions, que és el quadre de

sota, cal afegir-ne dues. La primera  |matge 65. Restriccio de binari. Font propia

€s que la columna de “binari” només

pot acceptar valors binaris (0 i 1). g Agregar restriccion

La segona restriccio és que la . -
Referencia de celda: Restriccion:

columna de “flux” ha de ser igual a Hojal1$)$5:5)512 _ | | = v/ |ojalI$K$5:5K$12 |_

la columna de “condicid”. Per ultim, Agregar Cancelar Aceptar

cal seleccionar el meétode de

vy des ” , Imatge 66. Restriccio de la columna flux. Font
resolucié “Simplex LP”, que és

_ ) propia
'adequat per al tipus de formules

que nosaltres plantegem i, en l'apartat Onicies

dos. GRG Nonlinear | Evol

d'opcions cal desmarcar la casella

‘ometre restriccions d’enters”, ja que, si

Precision de restricciones: 0,000001
no, el programa introduiria valors Usar escala automtica
deCimals en Comptes de 0 | 1 Mostrar resultados de iteraciones

Resolviendo restricciones de enteros

unicament. Finalment, cal seleccionar

Omitir restricciones de enteros

“resoldre” i apareixera una altra finestra, Optimalidad de entero @z [ 1

en la qual cal seleccionar “acceptar”.

Resolviendo limites

Fet aiX(‘), ja haurem optlmltzat la Tiempo méximo (segundos):

Iteraciones:

distancia minima i els valors de la

Restricciones de enteros y Evolutionary:

columna binari s’hauran seleccionat

Maximo de subproblemas:

automaticament per indicar quin és el Maximo de soluciones

viables:

cami més curt. A la casella “distancia

Cancelar

minima” veurem indicat el valor de la
distancia del cami més curt. El resultat Imatge 67. Apartat d’'opcions. Font propia
de la configuracié finalitzada es pot

veure a la imatge 68, i 'optimitzacié i el cami més curt és poden veure a la imatge
69.
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fx  =SUMAPRODUCTO(ES:E15;F5:F15)

8 c o £ ® Parametros de Solver A ™
DES DE FINS A DISTANGA objetivo: | SDS20 j
A 8 4
A C 3] Para: Mix. © Min Valor de:

8 £ 8

C D 12| Cambiando las celdas de variables

C F 4 SFS5:5FS1S _1
*] F 2

o G 20/  Sujeto a las restricciones:

o H 15| [ SFSS:SFSIS = binario Woregir

E G 17, $J$5:5)512 = SKS5:5KS12

F H 2_2{ Cambiar

G H 9

Eliminar

| Restablecer todo

DISTANCIA MINIVA | o) | Cargar/Guardar

@ Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de resolucion Simplex LP -~ Opciones

Método de resolucion

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales
suavizadas, Seleccione el motar LP Simplex para proble mas de Solver
lineales, y selecclone el motor Evolutionary para problemas de Solver no
suavizados.

Cerrar Resofver

Imatge 68. Configuracio finalitzada. Font propia

DES DE FINS A DISTANCIA [BINARI VERTEXS  |FLUX CONDICIG
A 8 4 0 A 1 1
A [ 3 1 B8 0 0
B E 8 0 c 0 0
[ D 12 0 D 0 0
C F 4 1 E 0 0
D F 2 0 F 0 0
D G 20 0 G 0 0
D H 15 0 H -1 1
E G 17 [

IF H 22 1

le H 9 0

|DISTANCIA MINIMA | 29|

Imatge 69. Optimitzacio finalitzada. Font propia

Gracies a aquests resultats, podem veure que la distancia més curta és de 29
unitats i el cami que cal seguir és aquell que es mostra a la imatge 70 (surt del

vertex A i passa pels vertexs C i F fins arribar a I'H).

B 8 E 17 G
=0 >

Imatge 70. Cami més curt. Font propia
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4. LA XARXA D’AUTOBUSOS DE SANTA COLOMA DE GRAMENET

4.1. Xarxa actual d’autobusos de la ciutat

Per realitzar I'estudi de les parades, el procés que he seguit ha estat el seguent:

primer, m’he descarregat el planol de Santa Coloma de Gramenet del Cadastre

en versié PDF. A continuacid, I'he transformat a DWG, que és el format que

llegeix '’AutoCAD i, com que la transformacio té defectes, he aprofitat el contorn

dels carrers per resseguir-los i crear un nou mapa, tal com es pot veure a la

imatge 71.

X Zinumw

Imatge 71. Planol retocat de Santa Coloma de Gramenet. Font propia

A continuacio, per tal de representar les diferents parades d’autobus i les linies,

he creat una capa per a cada linia i una capa per a totes les parades, tal com es

pot veure a la imatge 72.

| m Visualiza Vista Bloguesy referencias~ Anotar  Hemamientss  Salida a2
| I)‘(P Capa actual Barrios Bus L
TTElE%la LER 7 @&
10 & || E. Nombre A. Inu.. B.. Color Tipede.. Grosord.. E¢®
. ; = Tod ~ 0 + (@ "5 [Jbl. Continu.. — Por_.. Ct
£ Admi E <& Todaslos capasusadas |l B-14 Q 3 WM ezul Continu.. — Por_.. Cc
= % < B-15 Q@ ™3 [ rojo Continu. — Por.. Cc
> :—Z g ~= B-20 @ T3 M@ ve. Continu.. — Por_
n| B =
] = « Barrios & "" [Ja. Continu. — Por
Archiv] o = =
—_ < C00-00-00.. | § @ @ [Jbh. Continu. — Por.
:— % < Calles ’ ;; My @ cién Continu.. — Por._
3 e E‘ ~& (apal y @ 1 @ aan Continu.. Por... Cc
. :: -8 ~> (B2-B2-B2 | | \;J "3 O 254 Continu,, — Por_.. Cc
od ~e CD3-D3-D3 | ¢ Q ™ [ 254 Continu.., - Por_.. Cc
0.6 | 3 S : :
P é’ ~= CD6-FA-DD (O " O7 Continu., — Por_.. Cc
t- R — - o CNF-FA-CS 5 fm M A Contirn —— Par e ¥
=65 | 5 || [ Invertir filro <« || < >
=2 Tedas 16 capas mostradas de 15 copas totales

Imatge 72. Capes per a les linies i les parades. Font propia
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Un cop ja estan creades les capes, he dibuixat el recorregut de cada linia a la
seva capa corresponent, i he detallat si diverses linies comparteixen parada.

Imatge 74. Parades compartides per diverses linies. Font propia

A la imatge 75 podem veure el resultat de totes les linies dibuixades.
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Y NN

Imatge 75. Totes les linies representades. Font propia

A continuacio, he posat els temps entre les diferents parades en una altra capa.

Imatge 76. Temps de cada recorregut entre parada i parada. Font propia

Finalment, he simplificat el mapa creant el seu graf corresponent per tal de,

posteriorment, poder realitzar I'optimitzacio.
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nie Ratar | Meramente  wca @

Imatge 77. Graf de les parades actuals. Font propia

4 2. Densitat de la poblacid

A continuacio exposaré l'estudi que he dut a terme sobre els barris de Santa
Coloma de Gramenet. Per poder calcular la densitat de poblacio, m’he basat en
les dades publicades per I'Ajuntament del Pla Local per a la Inclusié Social del
2004. Després d’obtenir aquestes dades, vaig calcular mitjangant un mapa del
Cadastre i I'aplicacio AutoCAD la superficie de cada barri i, amb tota aquesta
informacié vaig poder calcular una aproximacio de densitat de poblacio.
L’objectiu d’aquest estudi és determinar quins barris consten amb major part de
la poblacio per tal d’establir una distribucié de parades d’autobus optima.

Segons el cens municipal, la poblacio I'any 2021 de Santa Coloma de Gramenet
ha estat de 119.289 habitants. Per tal de comunicar la ciutat entre diferents punts
i amb les altres ciutats (Barcelona i les seves arees metropolitanes), la ciutat
consta de linia de metro (dues parades de la linia 1 i cinc parades de la linia 9
Nord) i de la xarxa d’autobusos de les empreses Tusgsal (16 autobusos en dilrn)
i TMB (1 autobus en dilrn). En la taula posterior es pot veure el recull
d’'informacio relacionat amb l'area dels barris, els habitants, la densitat de

poblacio i les parades.
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Districte Barri Area Habitants | Densitat | Parades | Parades
de / Area
poblacié (parades
(hab/ / ha)
ha)
Districte Centre 626.351 16.732 2677 7 0,113
1 Can 134.778 7.621 568,7 0 0
Mariner
Districte | Cementiri 90.443 1.335 148 1 0,111
2 Vell
Llati 268.017 9.907 369,7 5 0,187
Riera Alta 459.884 2.003 43,5 7 0,152
Districte Can 218.881 1.335 61 8 0,365
3 Franquesa
Can Calvet | 652.479 1.921 29,5 4 0,062
La 232.535 1.988 85,5 3 0,131
Guinardera
Les 979.605 3.318 33,9 8 0,082
Oliveres
Singuerlin 820.385 9.862 120,2 16 0,195
Serra 123.006 998 81,2 5 0,417
Marina
Districte | Riu Nord 288.322 7.964 275,6 4 0,138
4 Riu Sud 423.440 14.755 348,8 7 0,116
Districte | Safaretjos 96.998 1.128 117,5 1 0,104
> Raval 552.755 8.113 147 15 0,273
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6

Santa 307.577 13.998 456 0,195
Rosa
Districte Fondo 404.950 16.311 403,7 0,15

Per tal de calcular el nombre d’habitants per barri de I'any 2021 (dada que no

tenim), he fet una proporcié amb la poblacio total del 2021, la del 2004 i amb la

poblacié de cada barri 'any 2004. He obtingut els resultats que es veuen a la

taula.

També he calculat la densitat de poblacié de cada barri dividint el nombre

d’habitants entre I'area i, com que el resultat era d’habitants partit per metre

quadrat i busquem habitants partit per hectarea, he dividit el resultat entre 10.000

(valor que s’obté en passar de metre quadrat a hectometre quadrat). Un altre

valor que he calculat ha estat el de parades per area, que he obtingut dividint el

nombre de parades entre I'area (en metres quadrats) i dividint entre 10.000 per

obtenir el resultat en

parades / ha.

El procés que he seguit per calcular les arees amb AutoCAD és el seguent:

primer, vaig copiar el planol dels carrers realitzat anteriorment. Posteriorment,

vaig dibuixar el contorn dels barris.

¥ Administrador de recuperacion d...
A cuperacit

Aprenda més sobre la recuperacién de

Bloquesy referencias  Anotar  Heramientas  Salida

Imatge 78. Contorn dels barris de color groc. Font propia
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Després, mitjiancant I'ordre “Area”, vaig obtenir el resultat del calcul de cada

superficie que seleccionava, és a dir, de cada barri.

Precise primer punto de esquina u [Objeto/Afiadir/Sustraer]: o
Designe objetos:
Area = 2694.3933, Longitud = 202.9493

Imatge 79. Ordre per calcular les arees. Font propia

Un cop la taula ja esta omplerta, he pogut realitzar un analisi de les dades, i les
conclusions es poden veure en la taula de sota. Posteriorment, traduiré aquestes
dades a un mapa per tal de tenir una referéncia visual, amb la qual cosa
classificaré els diferents barris segons la seva densitat de poblacié en diferents

colors.

Barris Densitat Color

Les Oliveres <100 hab / ha Verd
Can Franquesa
La Guinardera

Serra Marina

Can Calvet

Riera Alta

Singuerlin 100 — 200 hab / ha Groc
Raval
Safaretjos

Cementiri Vell

Llati 200 — 400 hab / ha Taronja
Riu Sud

Riu Nord
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Centre

Santa Rosa > 400 hab / ha

Fondo

Can Mariner

Vermell

Per tal de realitzar el mapa corresponent a aquestes dades (annex 2, planol 4)

el procés que he seguit ha estat el seguent: primer, he copiat el planol dels

carrers amb el contorn dels barris, he marcat totes les parades d’autobus i he

esborrat el contorn dels carrers per tal que només quedessin els barris i les

parades, tal com es pot veure a la imatge 80.

L L

Imatge 80. Planol amb els barris i les parades. Font propia

A continuacio, he passat les dades de la taula que fan referéncia a la densitat de

poblacié al planol amb l'objectiu de poder tenir un suport visual que demostri

quins barris consten amb una major densitat de poblacio, tal com es pot veure a

la imatge 81 i al planol 4 (annex 2). El codi de colors que es segueix esta exposat

tant a la llegenda del mapa com a la taula préviament mostrada.
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Imatge 81. Planol amb la densitat de poblacié de cada barri. Font propia

El seglent pas és analitzar en el planol (annex 2, planol 4) la densitat de
poblacid. S’observa que els barris amb menys densitat de poblacié sén els barris
que estan a la periferia i cap a la muntanya de la Serra Marina. En canvi, els més
poblats son Santa Rosa, Fondo i Can Mariner, que estan a prop de Badalona.
Els seguents més poblats son al centre de Santa Coloma i limitant amb el Riu i
Badalona. Als costats, tant els barris menys poblats de la muntanya com els

barris a prop de Sant Adria, sén els seguents menys poblats.

Santa Coloma de Gramenet disposa també de diferents serveis amb necessitats
de comunicacio: escoles i instituts, centres d’atencié primaria i I’hospital Esperit
Sant, aixi com la seu de I'UB (facultats d’alimentaci6 i farmacia) i la clinica de
Salut Mental al recinte Torribera. També disposa d’'un hotel (entre el barri de
Singuerlin i el barri Centre) i una llar d’avis publica (barri de Can Calvet),

juntament amb diverses privades (barris Centre i Riu Nord).
Els punts de comunicacié de la ciutat amb altres ciutats son:

- Amb Montcada i Reixach, pel barri de Les Oliveres.
- Amb Sant Adria del Besos, pel barri dels Safaretjos.
- Amb Badalona pel barri de Santa Rosa, per Fondo i Llati.

- Amb Barcelona, pel barri Riu Nord.
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A més, també és interessant el fet que es pugui comunicar amb altres ciutats a

través de la xarxa de metro.

Es pot observar que hi ha parades que cobreixen les necessitats de comunicacio

esmentades anteriorment.

Una apreciacio important correspon al barri Can Mariner, que té gran densitat de
poblacio, perd que en I'analisi que s’ha realitzat (de I'anada), no té cap parada.
Tot i aixi, hi ha dues parades ben al limit d’aquest barri, amb la qual cosa es
podria considerar cobert.

Si analitzem la densitat de poblacié i la densitat de parades, es pot apreciar el
seguent.

- Els barris de Serra Marina i Can Franquesa tenen més densitat de
parades en comparacio amb altres barris segons la densitat de poblacio.
- El seguent barri que destaca per la densitat de parades és el barri Llati.

- Laresta de barris queden més o menus compensats.

S’analitza el motiu pel qual les parades estan localitzades d’aquesta determinada
manera mitjangant la densitat de poblacié i 'orografia (branca de la geografia
fisica que analitza i classifica diferents tipus de relleus). Els barris de Can
Franquesa i Serra Marina son barris els carrers dels quals tenen molt pendent.
El barri Llati també, tot i que els pendents son similars al barri Riera Alta. Malgrat
aixo, el barri Llati t¢ més densitat de poblacio.
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5. OPTIMITZACIO DE LA XARXA D’AUTOBUSOS DE SANTA COLOMA
DE GRAMENET

5.1. Optimitzacio del nombre de parades

Per tal d’optimitzar el nombre de parades de la xarxa d’autobusos de Santa
Coloma de Gramenet, cal analitzar el mapa que mostra els barris amb les
parades i la densitat de poblacié (annex 2, planol 4) i establir un criteri per
determinar quins barris tenen excés de parades i quins barris consten amb una
manca de parades. Per tal d’establir aquest criteri, també faré referéncia a la
taula de la pagina 56 i, més concretament, als valors de “Parades / Area”.

Primer de tot, classificaré els barris segons la seva complexitat. Els barris que
tinguin un nivell de complexitat meés alt requeriran un major nombre de parades.
Els tres grups que hi haura sera complexitat baixa, mitjana i alta. El criteri per
dividir-los sera el seglent: els barris amb menor densitat de poblacio (els de color
verd i groc) seran de baixa complexitat, i els de major densitat de poblacio (els
de color taronja i vermell) seran de complexitat mitjana. Malgrat aixo, hi haura
algunes excepcions: els barris que tinguin dificultats afegides, com molts
pendents o algun edifici particularment visitat, seran de complexitat alta i, per
tant, necessitaran una densitat de parades (és a dir, parades partit per area)
encara més elevada. Un cop aquests criteris ja han estat establerts, podem
classificar els barris segons la seva complexitat.

Complexitat baixa Complexitat mitjana Complexitat alta
Singuerlin (0,195) Centre (0,113) Can Franquesa (0,365)
Les Oliveres (0,082) Llati (0,187) Serra Marina (0,417)
La Guinardera (0,131) Riu Nord (0,138) Raval (0,273)
Can Calvet (0,062) Riu Sud (0,116)
Riera Alta (0,152) Can Mariner (0)
Cementiri Vell (0,111) Fondo (0,15)
Safaretjos (0,104) Santa Rosa (0,195)
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Els barris Can Franquesa i Serra Marina, malgrat que tenen una densitat de
poblacié menor que 100 hab / ha i, per tant, estan representats de color verd,
consten amb un gran nombre de pendents, amb la qual cosa és necessari un
augment en el nombre de parades / area. Pel que fa al barri Raval, també esta a
la classificacio de complexitat alta a causa que conté I'unic hospital de la ciutat,
'Esperit Sant. A la taula també podem veure, entre paréntesis, el valor de la
densitat de parades de cada barri, dades que s’han extret de la taula de la pagina

56 en parades / ha.

Per tal de crear un criteri per eliminar o afegir parades, he seguit el seguent
procés: he sumat tots els valors de “Parades / Area” (és a dir, els nimeros entre
parentesis), i he obtingut un total de 2,834. A continuacio, he dividit aquest valor
entre els 17 barris existents i he obtingut un resultat mitja de 0,167. Aixo significa
que cada barri ha de tenir, com a mitjana, 0,167 parades / ha. Els calculs

realitzats son els seguents:

0,195 + 0,082 + 0,365 + 0,131 + 0,417 + 0,062 + 0,152 + 0,113 + 0,111 + 0,23
+ 0,138+ 0,116 + 0 + 0,15 + 0,195 + 0,273 + 0,104 = 2,834

2,834
17

= 0,1667058824

Malgrat aixd, com que la complexitat de cada barri és diferent, caldra que alguns
tinguin una densitat de parades menor. El criteri establert ha estat el seguent: els
barris amb una complexitat mitjana tindran un 10% més de parades amb
respecte el valor mitja de densitat de parades (1,67). Els barris amb una
complexitat alta tindran un 80% més de densitat de parades, i els barris de
complexitat baixa tindran un valor més reduit, que calcularem posteriorment. El
percentatge en el qual es veura disminuit aquest valor dependra de I'augment
de la complexitat mitjana i de la complexitat alta.

Com que ja estan establerts els criteris per determinar la densitat de parades de
les complexitats, podem veure quin valor mitja en parades / ha es correspon a
cada complexitat. En el cas de la complexitat mitjana, per calcular el nou valor
de densitat de parades de cada barri que pertany a aquesta classificacio, cal
multiplicar el valor mitja préviament obtingut (0,167) per 1,1. Aquest darrer valor
representa I'augment en un 10% del nombre de parades, ja que, en multiplicar
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per 1, obtindriem el mateix valor mitja (0,167), perd multiplicant per 1,1, indiquem

que volem un augment amb respecte el 10% sobre la unitat.
0,167 -1,1 = 0,1837

Cal repetir el mateix procés amb la complexitat mitjana. En aquest cas, com que

'augment de densitat de parades sera del 80%, cal multiplicar per 1,8.
0,167 - 1,8 = 0,30006

Per calcular el valor mitja de densitat de parades per a la complexitat baixa, el
procés que cal seguir és el seglent: sabem que, en total, la suma de totes les
densitats de parades ha de ser 2,834 (valor que vam calcular préviament). Per
tant, cal restar a 2,834 el valor mitja obtingut per a la complexitat mitjana (0,1837)
multiplicat pel nombre de barris que haurien de complir amb aquest valor (7) i
també cal restar-li el valor mitja per a la complexitat alta (0,30006) multiplicat pel
nombre de barris que pertanyen a aquesta classificacié (3). Com que volem
obtenir el valor mitja per a cada barri de complexitat baixa, cal dividir el resultat
entre el nombre de barris afectats (7). El calcul realitzat es pot veure
posteriorment.

2,834 —0,1837 -7 —0,30006 - 3
7

= 0,09256

El resultat obtingut (0,09256) es correspon al valor mitja de densitat de parades

que cada barri de complexitat baixa hauria de tenir.

Un cop els criteris per determinar si un barri té el nombre adient de parades ja
han estat establerts, cal mirar el planol 4 (annex 2, encara que també es pot
veure a la imatge 82) i les dades que es corresponen a les parades / area
(densitat de parades) per tal d’'observar si els valors actuals encaixen amb els
valors mitjans calculats. Si algun barri té una densitat de parades molt major o
molt menor al valor mitja que li pertocaria, caldra fer alguna modificacio en el seu
nombre de parades. Per tal de facilitar la tasca d’identificacié de densitats de
parades erronies, escriuré a sobre de cada barri (a la imatge 82) el valor actual
de parades / area.
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Imatge 82. Planol amb la densitat de poblacid i les parades de cada barri. Font propia

En aquest planol es poden apreciar diverses discordances amb relacio als criteris
establerts. Els barris de color verd i groc (excepte Serra Marina, Can Franquesa
i Raval, que sén de complexitat alta) son de complexitat baixa, amb la qual cosa
el seu valor de densitat de parades hauria de ser proper a 0,09256. Els barris de
complexitat mitjana (els taronges i els vermells) haurien de tenir un valor de
parades / ha aproximat de 0,1837, i el valor que es correspondria per als tres
barris de complexitat alta és de 0,3. Per tant, caldra fer diversos canvis en la
distribucid de les parades. L'objectiu és eliminar algunes parades i afegir-ne
d’altres per tal que el nombre de parades es mantingui constant, perd que es
pugui aconseguir una distribucié més equiparada.

Si recuperem la taula previament creada en la qual els barris estan classificats
segons la seva complexitat, podrem observar més facilment quins no s’adequen
als valors mitjans establerts. Entre parentesis s’especifica si els barris

seleccionats consten amb una manca o un excés de parades.
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Complexitat baixa
(0,09256)

Complexitat mitjana
(0,1837)

Complexitat alta
(0,30006)

Singuerlin (0,195) — no
s’adequa al valor mitja

(excés de parades)

Centre (0,113) — no
s’adequa al valor mitja

(manca de parades)

Can Franquesa (0,365)
— no s’adequa al valor
mitja (excés de

parades)

Les Oliveres (0,082)

Llati (0,187)

Serra Marina (0,417) —
no s’adequa al valor
mitja (excés de

parades)

La Guinardera (0,131) —
no s’adequa al valor
mitja (excés de

parades)

Riu Nord (0,138) — no
s’adequa al valor mitja
(manca de parades)

Raval (0,273)

Can Calvet (0,062)

Riu Sud (0,116) — no
s’adequa al valor mitja
(manca de parades)

Riera Alta (0,152) — no
s’adequa al valor mitja

(excés de parades)

Can Mariner (0) — no
s’adequa al valor mitja
(manca de parades)

Cementiri Vell (0,111)

Fondo (0,15) — no
s’adequa al valor mitja
(manca de parades)

Safaretjos (0,104)

Santa Rosa (0,195)

Hi ha cinc barris amb excés de parades (Singuerlin, La Guinardera, Riera Alta,
Can Franquesa i Serra Marina) i cinc amb manca de parades (Centre, Riu Nord,
Riu Sud, Can Mariner i Fondo). Es pot comprovar que, si eliminem una parada
de cada barri amb excés de parades i I'afegim a cada barri amb manca de

parades, els valors de densitat de parades canvien favorablement i s’ajusten més
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al valor mitja de cada tipus de complexitat. Els calculs del nou valor de parades
/ area d’aquests deu barris es poden veure posteriorment, perod el procés sempre
sera el mateix: caldra dividir el nombre de parades menys 1 (en el cas que hi
hagués excés de parades) o més 1 (si hi hagués manca de parades) entre la
superficie. Com que el valor de l'area esta en metres quadrats i volem

hectometres quadrats, caldra dividir la superficie entre 10.000.

Singuerlin: 820385 — 0,1828
10.000
La Guinardera: 532535 = 0,08601
10.000
Riera Alta: m = 0,1305
10.000
— 1 _
Can Franquesa: 518881 — 0,3198
10.000
. 5-1 .
Serra Marina: 123.006 — 0,3252
10.000

Tal com es pot veure, un cop s’ha eliminat una parada de cada barri amb excés
de parades, els indexs de densitat de parades s’adequen més al valor mitja
calculat. Ara, caldra repetir aquest procés amb els barris que tenien una manca

de parades, pero, en comptes d’eliminar una parada, n’afegirem una.

C —7 1 =0,1277
entre: €6351
10.000
Riu Nord: m = 0,1734
10.000
L Sud 7 _
Riu Sud: m = 0,1889
10.000
Can Mariner: 134778 = 0,0742
10.000
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Fondo: =0,1729

6 +
404.950
10.000
Amb aquests darrers calculs es pot veure que la majoria de barris s’apropen molt
al valor mitja corresponent a la seva complexitat, excepte Centre i Can Mariner,
que continuen tenint una manca (encara que més reduida) de parades. Malgrat
aixo, si es fa un estudi més proper d’aquests dos barris podrem detectar el

seguent:

- Centre: encara que té una gran superficie, hi ha una area (la part inferior
esquerra del barri) que consta amb menys parades. Malgrat aix0, aquest
estudi s’aplica unicament sobre 'anada de la ruta de la linia. Si s’estudiés
la tornada, es podria veure que aquesta zona esta ben coberta per
parades, amb la qual cosa no és necessari augmentar el nombre de
parades d’aquest barri més.

- Can Mariner: aquest barri, en ser de menor superficie, no constava amb
cap parada, pero aquest estudi proposa que s’afegeixi una parada per tal
que el barri estigui cobert. Malgrat aixd, no és necessari que s’afegeixin
meés parades, ja que, si ens fixem en el mapa, podrem veure que hi ha
parades a la periféria dels barris Centre, Fondo i Santa Rosa que es
troben molt a prop de Can Mariner. Encara que aquestes parades no
estiguin dintre del barri, n’estan molt a prop, amb la qual cosa es pot

considerar innecessari un augment encara major del nombre de parades.

Un cop ha finalitzat el procés de distribuci6 més optim de les parades, cal
determinar quines seran eliminades i on es col-locaran les parades que cal
afegir. Podem concloure de I'estudi previ que cinc parades seran redistribuides.
El criteri per decidir quines seran eliminades i quines seran afegides és el
seguent: si entre una parada i una altra el temps és de dos minuts, es prioritzara
I'afegiment d’una altra parada entre aquestes dues existents perque el trajecte
es divideixi en dos. Si entre dues parades el temps és de trenta segons, es
prioritzara I'eliminacioé d’'una de les parades per tal que el recorregut passi a ser
d’'un minut. Les parades eliminades es poden veure tatxades amb vermell a la

imatge 83, mentre que les afegides estan indicades amb un cercle blau.
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1001200

Imatge 83. Planol amb les parades redistribuides. Font propia

Els vértexs que he eliminat sén O, CR, CK, DF i CF, i els que he afegit els he
anomenatA’, B, C',D’i E'.

5.2. Optimitzacio del recorrequt de les linies amb Excel

A continuacio, realitzaré una optimitzacié del recorregut de les linies d’autobus
(sobre el mapa amb les parades optimitzades, és a dir, sobre el planol de la
imatge 83) per tal de minimitzar el temps de cada trajecte. Per tal de dur a terme
aquesta segona optimitzacio, utilitzaré el programa Excel i I'extensio Solver.
Primer de tot, caldra crear un nou graf basat en el planol amb les parades
redistribuides, que sera el planol 5 (graf optimitzat de les linies d’autobus) i es
troba a I'annex 2. També es pot veure a la imatge 84. Es un graf dirigit, multigraf
i ponderat (el valor de les arestes es correspon al temps entre parada i parada)
que representa el recorregut de totes les linies d’autobus de Santa Coloma de
Gramenet tenint en compte la redistribucié de parades estudiada previament.
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Imatge 84. Graf nou amb les parades redistribuides. Font propia

Ara, optimitzaré cada linia, i, per aconseguir-ho, tractaré de reduir el temps entre
la parada inicial i la parada final per a cada linia. Aquest procés equival a
minimitzar la suma del valor totes les arestes per tal d’obtenir el cami més curt.

Per fer aixo crearé un programa amb Excel tal com es mostra a I'apartat 3.6.

Primer, cal traduir el graf a una taula, en la qual s’introduiran les seglents dades:
vertex d’inici (columna “des de”), vertex final (columna “fins a@”), el temps que hi
ha entre els dos vértexs, que sera el valor de I'aresta (columna “temps”). Es
creara una quarta columna, anomenada binari, en la qual el programa introduira
automaticament els valors 1 o 0, tenint en compte que I'1 indica que el parell de
vértexs seleccionats formaran part del cami més curt i el O indica que no. Cal
destacar que si la casella esta buida, es comptara com si hi hagués un 0. El

resultat de la taula es pot veure a les imatges 85, 86 i 87.
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DES DE FINS A TEMPS BINARI A Al 2
A B i AJ AK 1
B C 1 AK AL 1
E cl 1,5 Al AM L
C D 1 AL CA 1
D £ 1 AM AN 1
B F 1 AN \ 3
F G 05 AN B 1
G H 0,5 AO BX 1
H | 1 AO Vv 1
| ) 0,5 AP AQ 1
J K 1 AQ AR 1
K L 1 AR AS 1
K BO 1 AsS DC 1
L CG 1 AS AT 1
L M 0,5 AT AV 2
M BP 1 AV AW 1
M N 1 AW AX 1
N P 1,5 AX AY 1
P Q 1 AY AZ 1
Q A ! AZ BA 1
Q CA 1 BA X 1
Q AM 1 BA CE 1
R s 2 BA BB 2
= Ll 2 BB BC 1
5 2 = BC BD 1
= - e BD BE 1
L L s BE BF 2
z C: ; BF BG 2
W 5 05 BH BI 2
W =5 i BI AD 2
X Y 1 BJ BK 0,5
Y W > BK BL 0,5
Y 7 1 BL BM 1
7 AR 1 BM BN 0,5
AA AB 2 BN AF 1
AC AD 1 BN BO 0,5
AD AE 0,5 BO BN 0,5
AE AF 1 BO K 1
AF P 1 BP CP 1
AF AG 1 BP BQ 1
AG AH 1 BQ BR 1
AH AU 2 BR BS 1
AU Al 1 BS BT 1
Imatge 85. Graf traduit a una taula. Font Imatge 86. Graf traduit a una taula. Font
propia propia
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BT cc 1
BT BU 1
BU cc 1
BU D' 1
BV D 1
BV z 1
BV BW 1
BW BV 1
BW BX 1
BX BW 1
BX v 1
BY BZ 1
BZ AA 1
BZ AB 0,5
A' R 1
B' AO 1
c cc 1
D BU 1
D' BV 1
£ BA 1
CA B 1
cB c 1
cc E 1
cD AL 2
CG CH 1
CH [¢] 1
a L 1
L ™ 1
™ co 1
™ CN 1
CN BP 2
CN N 2
co CN 0,5
cp cQ 1
cQ cs 1,5
cs N 2
cs cT 1
cT cu 1
cu oV 1
oV W 1
W BR 1
X oY 1
oY BV 2
cz DA 2
DA DB 1
DB AR 1
DC Y 2
DD AL 2
DE cs 2

Imatge 87. Graf traduit a una taula. Font

propia

Caldra fer un programa nou per a cada linia, perd aquesta taula es repetira en
tots ells. L'unic aspecte que canviara sera la columna “binari”, que s’omplira

posteriorment.
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A continuacié, es creara una casella que sumi el valor de totes les arestes que
formaran part del recorregut optim. Aquesta s’anomenara “temps minim”. La
férmula que introduirem sera la suma de tots els productes entre les columnes
“temps”i “binari”. La formula emprada es pot veure a la part superior de la imatge
88. El resultat d’aquesta casella, de moment, és 0, ja que no hi ha cap valor

introduit a la columna “binari”.

‘ol X + fx =SUMAPRODUCTO(E6:E142;F6:F142)
B C D E F G
cs cT 1
ar cu 1
U ov 1
v cw 1
CwW BR 1
X cY 1
cY BV 2
cz DA 2
DA DB 1
DB AR 1
DC y 2
DD AL 2
DE cs | 2

[TEMPS MINIM | F142) |

Imatge 88. Formula que indicara el valor del cami més curt

entre dos vértexs. Font propia

Tot seguit, cal crear una altra taula per introduir una série de restriccions.
Aquesta taula constara de tres columnes: “vértex”, “flux” i “condicio”. A sota de
la casella “vértex”, s’escriuran tots els vértexs que formen part del graf, cosa que
es pot veure a les imatges 89 90. A la tercera columna (“condicid”), caldra posar
un 1 si el vértex que hi ha al costat és l'inicial, i un -1 si és el final. Aquesta
informacio canviara segons la linia que es vulgui optimitzar, ja que no totes tenen
el mateix punt d’inici i de fi. En aquest cas, la primera linia que sera optimitzada
sera la B14. El seu vertex inicial és A i el final és AB, aixi que, al costat del vértex
A'iala columna “condicié” es posara un 1, mentre que al costat del vertex AB es

posara un -1. Aixo es pot veure reflectit a les imatges 91 i 92.
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VERTEX FLUX CONDICIO

N |< |x — |» |= © [ 3 G G - [m 0 |w
gggégg; sI<|c o Zz|Z == ] o >

>
b =

=

b

>
=

>
-

>
<

>
=

>
(@]

>
0

>
(o]

>
=

&

>

>
c

2

z

Z

>
=

R

W
>

w
@

w
[g]

Imatge 89. Columnes “vértex”,

“flux” i “condicid”. Font propia

Imatge 90. Columnes “vértex”,

“flux” i “condicid”. Font propia
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VERTEX FLUX CONDICIO AB 1

A 1
Imatge 91. Condicio del vertex Imatge 92. Condicio del vertex
A. Font propia AB. Font propia

Les altres caselles de la columna “condicid” seran omplertes amb un O.
Finalment, s’omplira la columna “flux” de la seglient manera: caldra introduir una
férmula (en la qual s'utilitzara una suma condicional) perqué a mesura que
canviin els valors de “binari”, també canviin els de “flux”. L'objectiu sera que la
columna “flux” sigui igual a la columna “condicio”. La formula que cal utilitzar es
pot veure a la imatge 93. Caldra copiar aquesta féormula per a les altres caselles
de “flux”, i I'lnic aspecte que variara sera el vertex seleccionat (la casella
vermella). Per exemple, en omplir la formula per al vértex B, la casella vermella

sera la corresponent a B, i aixi successivament.

v/ fx =SUMAR.SI(C56:C5142;H6;F$6:F5142)-SUMAR.SI(D$6:D$142;H6;FS6:FS142)

B C D E F G H | J K

DESDE _ IFINSA  ITEMPS  IBINARI VERTEX __IFLUX CONDICIO

A B 1 1 A FS$142) 1
B C 1 1 B 0 0
C ad 1,5 C 0 0
C D 1 1 D 0 0
D E 1 1 E 0 0
E B 1 1 F 0 0
F G 0,5 1 G 0 0
G H 0,5 1 H 0 0
H | 1 1 | 0 0
| J 0,5 1 J 0 0
J K 1 1 K 0 0
K L 1 1 L 0 0
K BO 1 M 0 0
L CG 1 N 0 0
L M 0,5 1 P 0 0
M 8P 1 Q 0 0
M N 1 1 R 0 0
N P 1,5 1 S 0 0
P Q 1 1 T 0 0
Q A' 1 U 0 0
Q CA 1 \ 0 0
Q AM 1 1 W 0 0
R S 2 X 0 0
S T 2 Y 0 0
T U 2 4 0 0
) Vv 1 AA 0 0
\ BX 1 AB -1 -1
Vv AP 2 AC 0 0
Vv \ 2 1 AD 0 0

Imatge 93. Formula per a les caselles de “flux”. Font propia
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A continuacio, es programara el Solver, eina que, gracies a la informacio de les

taules creades, calculara el cami més curt entre els dos vértexs seleccionats (A

i AB) i omplira automaticament les caselles de “binari”. Per programar aquesta

eina, cal situar-se a sobre de la casella en la qual es va introduir la férmula per

calcular el temps minim i cal obrir I'eina Solver (a I'apartat “Dades”). S’introduiran

les seguents dades:

A l'apartat “Establir objectiu” ja s’haura seleccionat la casella correcta, que
és la que conté la férmula que calculara el temps minim.
A sota d’aquest apartat, se seleccionara l'opcido “Min”, ja que volem
optimitzar la nostra funcio per obtenir un valor minim.
A l'apartat “Canviant les cel-les de variables”, se seleccionara la columna
‘binari’, ja que aquestes son les caselles que el programa haura de
canviar automaticament per determinar quin és el cami més curt.
Amb referéncia al seguent apartat, les restriccions, cal establir-ne dues:
o La columna “binari” només pot adquirir valors de 0 i 1. Per tant,
s’afegira una restriccio en la qual se seleccionara tota la columna i
es tirara 'opcid “bin”.
o La columna “flux” ha de ser igual a la columna “condicio”.
Es marcara la casella posterior a les restriccions, que convertira les
variables sense restriccions en no negatives.
A l'apartat “Metode de resolucid”, se seleccionara “Simplex LP”.
Al costat d’aquesta casella, hi haura I'apartat “Opcions”, i la seva
configuracio, que ja ve predeterminada, es pot veure a la imatge 94.

& Opciones

m GRG Nenlinear | Evol

Precision de restricciones: 0,000001
@ Usar escala automatica
Mostrar resultados de iteraciones
Resolviendo restricciones de enteros

Omitir restricciones de enteros

Optimalidad de entero (% 1

Resolviendo limites

Tiempo maximo (segundos):
Iteraciones

Restricciones de enteros y Evolutionary
Miximo de subproblemas:

Miximo de soluciones
viables:

i Cancelar | Aceptar

Imatge 94. Configuracié de I'apartat “Opcions”. Font propia
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La configuracio de I'eina Solver es pot veure a la imatge 95.

@® Parametros de Solver
Establecer objetivo: S ;stilftrgz

Para: Mix. © Min Valor de:

Cambiando las celdas de variables:
$FS6:SF$5142

Sujeto a las restricciones:

$FS$6:5F$142 = binario Agregar
$1$6:51S114 = $)$6:3)5114
Cambiar

Eliminar

Restablecer todo
Cargar/Guardar

Convertir variables sin restricciones en no negativas

Método de resolucion: Simplex LP v Opciones

Método de resolucion

Seleccione el motor GRG Nonlinear para problemas de Solver no lineales
suavizados. Seleccione el motor LP Simplex para problemas de Solver
lineales, y seleccione el motor Evolutionary para problemas de Solver no
suavizados.

Cerrar Resolver

Imatge 95. Configuracio del Solver. Font propia

Malgrat aixo, quan se selecciona I'opcio de “resoldre”, Solver dona un error, ja

que el programa conté massa dades, tal com es pot veure a la imatge 96.

@ Resultados de Solver

El problema es demasiado grande para que Solver lo

resuelva.
Informes
© iconservar solucién de Solver I
Restaurar valores originales
Volver al cuadro de didlogo de Informes de
parametros de Solver esquema
Guardar escenario... Cancelar Aceptar

Imatge 96. Error del programa. Font propia

La programacié amb Solver ha donat un error perqué el programa només admet
fins a 100 restriccions, i, en el cas d’aquest programa, encara que s’han introduit
unicament dos restriccions, cadascuna consta amb un gran nombre de variables
(la primera restricciod, que indica que la columna “binari” només acceptara valors

de 0i1, s’aplica en 137 variables, i la segona restriccio s’aplica en 109 variables).
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Com que és impossible eliminar restriccions i continuar obtenint un resultat
correcte i optim, I'eina Solver no servira. Tot i aixi, el programa realitzat amb
Excel encara es pot aprofitar, ja que només cal realitzar els calculs que faria
Solver a ma i comprovar que totes les restriccions es compleixen. Caldra omplir
les caselles de la columna “binari” de 0 i 1 (amb la qual cosa es compliria la
primera restriccid) per obtenir un cami més curt (objectiu del programa) i caldra
que, en finalitzar el programa, la columna “flux’, que anira canviant
automaticament a mesura que canviem els valors de “binari”, sigui igual a la
columna “condicid” (segona restriccid). L'estratégia que cal seguir per trobar un
cami optim es la seguent: en molts casos, un vértex estara comunicat unicament
amb un altre, perd cada vegada que des d’un vertex es pugui anar a més d’un
veértex, caldra recorrer tots els camins possibles i veure si algun d’ells és menor
al temps ja existent. En aquest cas, la linia que s’optimitzara és la B14, que té
un temps existent de 30 minuts. Després de finalitzar el procés d’optimitzacio
manual, s’ha trobat un cami que consta d’'un temps total de 26 minuts. Per tant,
la linia B14 pot ser optimitzada.

A continuacid, caldra repetir aquest procés amb totes les altres linies. En la taula

posterior es recullen els resultats de I'optimitzacio.

Linia a optimitzar | Temps abans | Temps després Resultat
de l'optimitzacié | de I'optimitzacio
B14 30 min 26 min Es pot optimitzar
B80 26 min 16,5 min Es pot optimitzar
B81 40,5 min 23,5 min Es pot optimitzar
B82 13,5 min 13 min Es pot optimitzar
B18 11,5 min 11,5 min No es pot optimitzar
B15 38,5 min 31,5 min Es pot optimitzar
B20 20 min 19 min Es pot optimitzar
M19 9 min 9 min No es pot optimitzar
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M27 16 min 12,5 min Es pot optimitzar

M28 9 min 9 min No es pot optimitzar

M30 24,5 min